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Thermal Absorption of a Plane Electromagnetic Wave of Arbitrary 
Polarization on Sinusoidal Boundary Water Surface

A. B. Selunsky, A. V. Kuzmin, N.Yu. Komarova

Remote aerospace methods now play a decisive role in the studies of the oceans. 
In turn, the microwave radiometer measurements in remote sensing of the ocean occupy 
a leading position. Using microwave radiometry can determine such important parameters 
of the ocean – atmosphere as sea surface temperature, speed and direction of the surface 
wind, the integral parameters of humidity and water vapor content in the atmosphere, etc. 
Recent years, considerable efforts are aimed at developing methods to determine the salin-
ity of the surface layer of the ocean. All this requires constant study of the physical mecha-
nisms of polarization characteristics of ocean microwave radiation and scattered by rough 
surface atmosphere radiation. We developed a theory of interaction of plane-polarized 
monochromatic electromagnetic wave with a sinusoidal sea surface. An exact solution of 
the wave equation for a bound water-air was obtained. Periodic boundary conditions on 
the surface were expanded in Fourier series in the spatial harmonics. After that the coef-
ficients of equal exponents were equated It lead to an infinite system of linear equations 
which was solved with any degree of accuracy previously selected. On the basis of the ob-
tained solutions the absorption coefficient of radiation and brightness temperature of the 
sea surface from a variety of parameters were calculated. The resonance features in the 
emission and absorption coefficients were showed. Maximal effects are associated, as ex-
pected, with the vertical polarization radiation.

Keywords: remote sensing, microwave radiometry, radiometers, theory of electro-
magnetic waves scattering, absorption coefficient, emissivity, critical phenomena.

Дистанционные аэрокосмические методы сегодня играют определяющую 
роль в исследованиях Мирового океана. В свою очередь, микроволновые радио-
метрические измерения в дистанционном зондировании океана занимают одно из 
ведущих мест. С помощью микроволновой радиометрии удаётся определять такие 
важнейшие параметры системы океан – атмосфера как температура поверхности 
океана, скорость и направление приповерхностного ветра, интегральные параме-
тры влажности и содержания водяного пара в атмосфере и т.п. Значительные уси-
лия последние годы направлены на разработку методов определения солёности по-
верхностного слоя океана. Всё это требует постоянного исследования физических 
механизмов формирования поляризационных характеристик собственного и рас-
сеянного шероховатой морской поверхностью микроволнового излучения.

В работе развивается теория взаимодействия плоскополяризованной моно-
хроматической электромагнитной волны с синусоидальной морской поверхно-
стью. Получено точное решение волнового уравнения на синусоидальной границе 
вода – воздух для произвольной поляризации. Граничные условия на периодиче-
ской поверхности разлагаются в ряды Фурье по пространственным гармоникам, 
после чего приравниваются коэффициенты при одинаковых экспонентах. Это 
приводит к бесконечномерной системе линейных уравнений, которая решается 
с любой выбранной степенью точности. На основе полученного решения проведе-
ны расчёты зависимости коэффициента поглощения, излучения и радиояркостной 
температуры морской поверхности от различных параметров. Показаны резонанс-
ные особенности в коэффициентах излучения и поглощения. Максимальные эф-
фекты связаны, как это и ожидалось, с вертикальной поляризацией излучения.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 11-05-00493_а).
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ВВедение

Специализированные спутники дистанционного зондирования 
Земли (ДЗЗ) заняли в наше время важное место в ряду инструмен-
тов исследования окружающей среды и глобального мониторин-
га. Среди установленной на таких спутниках аппаратуры особо 
важную роль в исследовании океана и атмосферы играют микро-
волновые радиометры, использование которых связано с тем, что 
радиояркостная температура подстилающей поверхности является 
высокоинформативным параметром. Радиояркостная температура 
морской поверхности зависит от коэффициента излучения и тем-
пературы воды. Коэффициент излучения определяется диэлектри-
ческими свойствами воды, в частности солёностью, формой по-
верхности и наличием пены на поверхности моря. В нештормовых 
условиях влияние пены мало и изменения радиояркостной тем-
пературы вызываются, главным образом, поверхностными волна-
ми различных масштабов. Это обстоятельство служит физической 
основой использования микроволновых радиометров для иссле-
дования поверхностного волнения и его модуляции различными 
процессами в деятельном слое океана и взаимодействием океана 
и атмосферы. Радиометрические измерения, в силу присущих им 
особенностей, полезным образом дополняют радиолокационные 
и оптические методы наблюдения. Кроме исследования характери-
стик поверхностного волнения, микроволновые радиометры могут 
использоваться для восстановления температуры скин-слоя по-
верхности океана и определения солёности.

Связь радиояркостной температуры с параметрами поверх-
ностного волнения является основой для решения таких задач как 
определение скорости и направления приповерхностного ветра, 
статистических характеристик волнения, индикация и измерения 
поверхностных проявлений внутренних волн, диагностика загряз-
нений на морской поверхности. Прецизионные измерения темпе-
ратуры воды в поверхностном скин-слое имеют важнейшее значе-
ние для исследования взаимодействия океана и атмосферы, задач 
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океанологии, разработки новых подходов для восстановления по-
токов тепла на поверхности океана. Решение всех этих задач тре-
бует адекватных моделей физических механизмов формирования 
поляризационных характеристик собственного и рассеянного ше-
роховатой поверхностью микроволнового излучения.

В предлагаемой работе развивается теория взаимодействия 
плоско-поляризованной монохроматической электромагнитной 
волны с синусоидальной морской поверхностью.

1. история Вопроса

Известно, что плоская водная поверхность распространяет тепло-
вое поляризованное электромагнитное излучение. Согласно за-
кону Кирхгофа, тепловое излучение поглощающей поверхности S 
в направлении n(θ, φ) пропорционально поглощённой энергии 
вспомогательной волны, падающей на поверхность S в направле-
нии наблюдения nobs(θ, φ), противоположном направлению n(θ, φ): 
nobs(θ, φ) = –n(θ, φ), где θ — угол места; φ — азимутальный угол на-
блюдения (рис. 1).

рис. 1. Геометрия наблюдения: nobs(θ, φ) — единичный вектор направле-
ния наблюдения; n(θ, φ) — направление теплового микроволнового излу-
чения; θ — угол места; φ — азимутальный угол; V — вектор направления 

ветра



5

В терминах яркостной температуры закон Кирхгофа приобре-
тает следующий вид:
 ( , ) ( , ),BT Tθ φ χ θ φ=  (1)
где TB (θ, φ) — яркостная температура в направлении n(θ, φ); T — 
физическая температура водной поверхности; χ(θ, φ) — коэффи-
циент излучения поверхности, количественно равный относитель-
ной доли поглощённой энергии в направлении nobs(θ, φ).

В случае плоской поверхности S коэффициент излучения 
χ(θ, φ) не зависит от азимутального угла φ и равен 

21 ( ) ,R θ-  где 
R(θ) — коэффициент отражения Френеля. Таким образом, яркост-
ная температура плоской поверхности имеет азимутальную 
симметрию:

 
2( , ) 1 ( ) .BT T Rθ φ θ

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
= -  (2)

Коэффициенты отражения Френеля для вертикальной (V) 
и горизонтальной (H) поляризаций отличаются друг от дру-
га: RV (θ) ≠ RH (θ). Это приводит к неравенству яркостных тем-
ператур TV (θ) ≠ TH (θ) и соответствует эллиптической поля-
ризации. Исключение составляет наблюдение в надир (θ = 0), 
когда RV(0) = RH(0), и азимутальная симметрия приводит к поля-
ризационной симметрии: тепловое излучение при θ = 0 становится 
неполяризованным.

При ветре тепловое излучение морской поверхности теряет 
азимутальную симметрию. Все поляризационные характеристики 
излучения морской поверхности (яркостная температура на разных 
поляризациях, форма поляризационного эллипса, компоненты 
вектора Стокса S [Борн, Вольф, 1970]) приобретают теперь зависи-
мость от азимутального угла φ. Кроме того, поляризационные ха-
рактеристики зависят от скорости и направления приповерхност-
ного ветра V, например, для вектора Стокса

 ( , , ).θ φ=S S V  (3)
В присутствии ветра даже при наблюдении в надир (θ = 0) не-

поляризованное излучение становится эллиптически поляризо-
ванным, главные оси поляризационного эллипса ориентированы 
вдоль и поперёк вектора ветра V, а степень поляризации зависит 
от скорости ветра.

Разница между коэффициентами отражения Френеля для 
вертикальной и горизонтальной поляризаций RV и RH на углах 
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визирования, близких к надиру, невелика и роль уклонов круп-
номасштабного волнения незначительна. Здесь превалирует ме-
ханизм формирования поляризационных контрастов теплового 
излучения, связанный с мелкомасштабной рябью, предсказанный 
теоретически в работе [Кравцов и др., 1978] и обнаружен экспери-
ментально [Эткин и др., 1978]. Это эффект связан с так называе-
мыми «критическими явлениями» на мелкомасштабной шерохова-
той поверхности и имеет дифракционную природу.

Для больших углов визирования θ ≈ 50…60° контрасты радио-
яркостной температуры, вызванные мелкомасштабной рябью и из-
менениями уклонов крупных волн, становятся сравнимыми. При 
наклонных измерениях изменения эллипса поляризации вызваны 
преимущественно крупномасштабными компонентами спектра ве-
трового волнения. Крупномасштабное волнение определяет ло-
кальный угол θ¢  между линией наблюдения и локальной норма-
лью к поверхности моря [Stogryn, 1967]. Приращение 
коэффициента излучения может быть рассчитано с использовани-
ем двухмерного распределения уклонов поверхности. Влияние 
крупномасштабного волнения на поляризационные характеристи-
ки теплового излучения морской поверхности анализировалось 
также в работе [Gasievski, Kunkee, 1994].

Для описания взволнованной водной поверхности широко 
применяется двухмасштабная модель, в рамках которой водная по-
верхность представляется совокупностью мелкомасштабных волн 
(«ряби») с длиной волны одного порядка с длиной электромагнит-
ных волн и крупномасштабных неровностей с размерами, суще-
ственно превышающими длину электромагнитных волн. Расчёты 
методом геометрической оптики для крупных волн, проведённые 
более 30 лет назад, показали, что крупномасштабные неровности 
при известных из опыта уклонах ветровых волн не в состоянии 
обеспечить наблюдаемые в натурных измерениях величины радио-
яркостных контрастов.

Как уже отмечалось, тепловое радиоизлучение неровной во-
дной поверхности в том случае, когда характерные размеры неров-
ностей близки к длине волны излучения, обладает рядом специфи-
ческих особенностей, называемых «критическими явлениями». 
В работе [Кравцов и др., 1978] анализировалось тепловое излуче-
ние водной поверхности с малыми периодическими неровностями 
синусоидальной формы в двумерном случае, т. е. профиль поверх-
ности предполагался цилиндрическим, и плоскость наблюдения 
совпадала с волновым вектором неровностей. На основании прин-
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ципа Кирхгофа, обобщённого на случай стохастических (тепло-
вых) полей [Левин, Рытов, 1967], задача излучения заменялась 
эквивалентной задачей исследования поглощения пробной элек-
тромагнитной волны, падающей на неровную поверхность. Для 
решения задачи дифракции использовался метод малых возмуще-
ний, причём расчёт вёлся до величин второго порядка малости. 
Было обнаружено, что при некоторых критических условиях воз-
никает резонансное увеличение коэффициента излучения поверх-
ности, причём, если на горизонтальной поляризации на резонанс-
ных длинах волн отмечаются относительно незначительные скачки 
излучательной способности, то на вертикальной поляризации — 
резкие и высокие пики в излучении.

Физический смысл критических условий заключается в том, 
что при их соблюдении один из дифракционных максимумов рас-
сеянной электромагнитной волны направлен вдоль поверхности. 
При этом происходит увеличение поглощения энергии вследствие 
её передачи от свободной электромагнитной волны к связанной, 
имеющей вертикальную поляризацию. При излучении наблюдает-
ся, соответственно, обратный эффект — увеличение радиояркости 
в направлениях углов θ, определяемых соотношением длин по-
верхностной и электромагнитной волн, из-за резонансного обмена 
энергией со связанными волнами. Выяснилось, что в оптике по-
добный эффект известен уже более 100 лет под названием «анома-
лий Вуда» [Камоцкий, Назаров, 1998].

В дальнейшем теория явления была обобщена В. Г. Ирисо-
вым [Ирисов, 1984] на случай произвольных поляризации волны 
и плоскости падения относительно волнового вектора неровностей 
[Гершензон и др., 1986].

2. постаноВка задачи

Рассмотрим падающую электромагнитную волну произвольной 
линейной поляризации. Это предположение не нарушает общно-
сти поставленной задачи с учётом того, что любую эллиптическую 
поляризацию всегда можно разложить на две линейные и рассма-
тривать каждую из них независимо. Электромагнитная волна па-
дает на синусоидальную периодическую поверхность раздела двух 
сред (воздух – вода в нашем случае) вида Z = a sin Λx. Угол паде-
ния θ отсчитывается от надира; азимутальный угол φ — угол между 
осью X и плоскостью падения; поляризация падающей волны за-
даётся углом τ между плоскостью падения и вектором E(i) (рис. 2).
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Задача будет решена, если для произвольного угла θ падения 
волны удастся построить решения для полей как в воздухе (ин-
декс 0), так и в среде (индекс 1), удовлетворяющие уравнениям 
Максвелла [Ландау, Лифшиц, 2001]. Будем считать, что диэлектри-
ческая проницаемость в воздухе равна единице. Для монохрома-
тических полей эти уравнения переходят в уравнения Гельмгольца 
[Ландау, Лифшиц, 2001]:

 
2, , 0.k E H∆ + =E H  (4)

Уравнения должны удовлетворять граничным условиям, опи-
сывающим тангенциальные составляющие для магнитных и элек-
трических полей:

 0 1

0 1

,
.

t t

t t

H H

E E

üï= ïïýï= ïïþ
 (5)

Напомним здесь, что условия

 0 1

0 1

,n n

n n

B B

D D

üï= ïïýï= ïïþ
 (6)

есть следствие предыдущей пары условий и уравнений Максвел-
ла, здесь Bn и Dn — нормальные компоненты магнитной индукции 
и электрического смещения.

рис. 2. Геометрия вспомогательной задачи о рассеянии  
пробной электромагнитной волны
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Будем искать решения в виде бесконечного ряда по волнам 
с эквидистантными волновыми векторами. Тогда для 

nxk  получаем 
следующее выражение:
 0 ,

nx xk k nΛ= +  (7)

где n = 0, ±1, ±2, … ( ).n zÎ
Решение будем искать в виде разложения по плоским волнам 

с волновыми векторами 
nxk , 

0yk  и 
0

2 2 2
0,1 ,

n nz x yk k k k= - -  где 

0 ,k
c
ω

=  1 .k
c
ω

ε=

При этом стоит обратить внимание на тот факт, что 
nxk  и 

0yk  
совпадают для отражённой и прошедшей волн.

Тогда поля для падающей прошедшей и отражённой волн за-
пишутся в виде бесконечных рядов по периоду модуляции грани-
цы. Для решения этой задачи будем использовать подход, основан-
ный на разделении поляризаций. Падающая волна разбивается на 
две группы полей:
 ,yE  ,xH  ;zH  (8)

 ,yH  ,xE  .zE  (9)

Компоненты волны (8) и (9) переходят в горизонтальную 
и вертикальную поляризации, соответственно, при нормальном 
падении. При этом группа (8) возбуждает прошедшую и отражён-
ную волну с теми же компонентами полей (8) и соответственно 
группа (9) определяет цуг волн с компонентами (9).

Следует отметить, что подобная терминология продиктована 
исключительно соображениями удобства и некоторой аналогии 
с формулами Френеля для плоской границы. Другими словами, 
нужно рассматривать дальнейшие выкладки как обобщение фор-
мул Френеля для синусоидальной границы и цуга волн. В дальней-
шем будем именовать тройку компонент (8) горизонтальной поля-
ризацией (H), а тройку (9) — вертикальной поляризацией (V).

При падении под произвольным углом для волны произволь-
ной поляризации в среде возникают сразу две волны — верти-
кальной и горизонтальной поляризаций. При этом Ey-компонента 
(в нашей геометрии) падающей волны (и, соответственно, Hx, Hz ) 
возбуждают в среде E-волну (горизонтальную поляризацию), а Hy, 
компонента падающей волны (и, соответственно, Ex, Ez ), возбуж-
дает в среде H-волну (вертикальную поляризацию). В этом случае 
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в среде распространяются обе волны, для которых коэффициенты 
разложения электромагнитных полей по плоским волнам Bn и Cn 
(они будут определены ниже), существенно различны.

3. расчёт электромагнитных Волн

Расчёт проходит по следующей схеме. Сначала по известным ком-
понентам (Hy, Ex, Ez) падающей волны находятся коэффициенты 
разложения для вертикальной поляризации. Затем по компонен-
там (Ey, Hx, Hz) падающей волны находятся коэффициенты Bn и Cn 
для горизонтальной поляризации. Суммарные поля е и н находят-
ся векторным сложением.

Рассмотрим далее каждую из двух задач отдельно.

Вертикальная поляризация

Уравнения Максвелла для волн при условии, что нет свободных 
зарядов и токов, запишутся в виде:

 

0,  0,
1 ,rot

1rot .

j
D

c t

c t

ρìï = =ïïï ¶ïï =ïí ¶ïïï ¶ï =-ïï ¶ïî

H

B
E

 (10)

Перейдём к спектральным составляющим. Для вертикальной 
поляризации выражения для полей будут иметь вид:

 
{ }
{ }

0, , 0 ,

, 0 , .
y

x y z

H

E E

üï= ïïýï= ïïþ

H

E
 (11)

Будем предполагать, согласно гипотезе Рэлея [Вайнштейн, Су-
ков, 1995], что допустимо представление поля в виде плоских волн 
во всем пространстве вплоть до границы раздела сред, а также во 
всем пространстве под границей:

( )0 0 0 0 0 0

0 0 0

0 0 1

exp

exp

exp
n n

n n

y x z

y n x z

y n x z

H A i t ik x ik z k c

H B i t ik ik z

H C i t ik x ik

ω

ω

ω

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

ìï = - + - + +ïïïïï = - + + +íï
= - + - +

î

å
å

пад

отр

прош

комплексно � сопряжённое

комплексно � сопряжённое

комплексно � сопряжённое

,

,

.
ïïïïï
 (12)
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Выразим компоненты вектора E из уравнения (10)

( )0 0 0 0 0 0
01 0

0 0 0 0 0
01 01

, 0, exp ,

, 0, exp

z x

n n n n

x z

z x n x z

ic icik ik A i t ik x ik z k c

ic icik ik B i t ik ik z

ω
ωε ωε

ω
ωε ωε

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç÷ç è øè ø

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø

ì üï ïï ï= - - - + - +í ýï ïï ïî þ
éì üï ïï ï= - - + +í ýï ïï ïî þë

E

E

пад

отр 0

1 0 0 1 0
1 1 0

,

, 0, exp .
n n n

n

n

z n x z
n x

k c

ic icik C i t ik x ik z k c
ik

ω
ωε ωε

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çæ öè ø è ø÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

üïïïïïïïïù ïïê ú ï+ ýê ú ïê úû ïïïé ùì üï ï ïï ïê ú ïï ï= - - - + - + ïí ýê ú ïï ï ïê úï ï ïï ïî þë û ïþ

å

åEпрош

 (13)
Введём единичный вектор екас, касательный к поверхности 

и расположенный в плоскости XZ, которую договоримся называть 
плоскостью падения волны:

 
2 2 2 2

1 cos, 0, ,
1 ( ) cos 1 ( ) cos

a x

a x a x

Λ Λ

Λ Λ Λ Λ

ì üï ïï ïï ï=í ýï ï+ +ï ïï ïî þ

eкас  (14)

тогда граничные условия (5) дают:

 ( ) ( )
sin sin

, , ,
z a x z a xΛ Λ= =

+ =E E e E eпад отр кас прош кас  (15)

 
sinsin

.y y y
z a xz a z ΛΛ

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø ==
+ =H H H

отр пад прош
 (16)

После этого получим два уравнения: первое для вертикальной 
поляризации EV (из соотношения (15)),

 
уравнение которой состоит 

из суммы падающей (проекция на касательный орт) и отражённой 
(проекция на касательный орт), равной прошедшей (проекция на 
касательный орт), волн:

 

( )0 0
0 0 0

0 0

0 0
0 0

0 0

0 0
0 1

0 0

( )cos exp sin

( )cos exp sin

( )cos exp sin

n n

n n

n n

n n

z x
x z

z x
n x x

n

z x
n x z

k k
a x A ik x ik a x

k k

k k
a x B ik x ik a x

k k

k k
a x C ik ik a

k k

Λ Λ Λ

Λ Λ Λ

Λ Λ

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

ì üï ïï ï- - - × +í ýï ïï ïî þ
ì üï ïï ïï ï+ - + × =í ýï ïï ïï ïî þ
ì üï ïï ïï ï= - - ×í ýï ïï ïï ïî þ

å

.
n

xΛ
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè øå

 

(17)

Из уравнения (16) получим уравнение для HV:
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( )0 0 0 0 0

0 1

exp sin exp sin

exp sin .

n n

n n

x z n x z
n

n x z
n

A ik x ik a x B ik x ik a x

C ik ik a x

Λ Λ

Λ

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

- + + =

= -

å

å
 
(18)

Аналогичным образом получаем промежуточную систему для 
горизонтальной поляризации. Подробные выкладки мы опускаем 
в силу их аналогичности.

Перепишем (13) в более компактном виде:

 

( )0 0
0 0 0 0

0 0

0 0
0 0 0

0 0

1 0
0 0 1

1 0 1 0

, 0, exp ,

, 0, exp ,

, 0, exp

n n

n n

n n

n

z x
x z

z x
n x z

n

z x
n x

k k
A i t ik x ik z

k k

k k
B i t ik x ik z

k k

k k
C i t ik x ik

k k

ω

ω

ω
ε ε

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

ì üï ïï ï= - - - + -í ýï ïï ïî þ
ì üï ïï ïï ï= - - + +í ýï ïï ïï ïî þ
ì üï ïï ïï ï= - - + -í ýï ïï ïï ïî þ

å

E

E

E

пад

отр

прош .
nz

n
zæ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

üïïïïïïïïïïïýïïïïïïïïïïïþ
å

 (19)

Подставляя поля (12) и (19) в граничные условия (12) и (13), 
получим:

 

( )00
0 0 0

0 0

0 0
0 0

0 0

1 0
0

0 0 1

( )cos exp

( )cos exp

( )cos exp

n n

n n

n n

n

zx
x z

z x
n x z

n

z x
n x

kk
a x A ik x ik z

k k

k k
a x B ik x ik z

k k

k k
a x C ik

k k

Λ Λ

Λ Λ

Λ Λ
ε

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø
æ ö÷ç ÷ç ÷ æ öç ÷ ÷çç ÷ ÷çç ÷ ÷çç ÷ ÷çè ø÷ç ÷ç ÷÷çè ø
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷÷çè ø

- + - +

+ - - + =

= - -

å

1 ,
nz

n
ik zæ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè øå

 

00
0

0 0

0 0
0 0

0 0

1 0

0 0

( )cos

( )cos exp sin

( )cos exp

n n

n

n n

zx

z x
n z z

n

z x
n

kk
a x A

k k

k k
a x B in x i k k a x

k k

k k
a x C in

k k

Λ Λ

Λ Λ Λ Λ

Λ Λ

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø
æ ö÷ç ÷ç æ ö÷ æ öç ÷÷ ç ÷çç ÷÷ ÷ç çç ÷÷ ÷ç çç ÷÷ ÷ç ÷ç è ø÷ç è ø÷ç ÷÷çè ø
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷÷çè ø

- + +

+ - - + + =

= -

å

0 1 sin ,
nz z

n
x i k k a xΛ Λ

æ öæ ö ÷ç ÷ç ÷÷ç ç ÷÷ç ç ÷÷ç ÷ç è øè ø
+ -å
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и, учитывая уравнения Максвелла:

 0 0

0 0

0
0,1

0

rot
,

rot

i
c

i
c

ω ω

ω ω

ω
ε

ω

ì üï ïï ï=-ï ïï ïï ïí ýï ïï ïï ï=ï ïï ïî þ

H E

E H

а также, принимая во внимание выражения для волновых 
векторов:

 1 0 0 ,
n nx xk k k nΛ= = +  0 1,ε =

 0 0 0sin ,xk k θ=  0
0 ,k

c
ω

=

 0 0 0cos ,zk k θ=  2 2
1 1 0 ,

n nz xk k k= -

 0
1 0 0 ,k nk k

c
ω

ε ε¢= = × =

получаем явные выражения для полей:

 
0 0,1 0 01 0 01

, 0, ,y y

x y z

H Hic ic ic
x y z z x

H H H

ω ω ε ω ε ω ε

ì üï ï¶ ¶¶ ¶ ¶ ï ïï ï= = -í ýï ï¶ ¶ ¶ ¶ ¶ï ïï ïî þ

i j k

E

 ( )0 0
0 0 0 0 0 0

0 0
, 0, exp ,z x

x z

k k
A i t ik x ik z k c

k k
ω

ì üï ïï ï= - - - + - +í ýï ïï ïî þ
Eпад

 
0 0

0 0 0 0 0
0 0

, 0, exp ,n n

n n

z x
n x z

n

k k
B i t ik x ik z k c

k k
ω

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

ì üï ïï ïï ï= - - + + +í ýï ïï ïï ïî þ
åEотр

 
1 0

0 0 1 0 0
0 1 0 1

, 0, exp .n n

n n

z x
n x z

n

k k
C i t ik x ik z k c

k k
ω

ε ε

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

ì üï ïï ïï ï= - - - + - +í ýï ïï ïï ïî þ
åEпрош

Тогда разложим граничные условия для тангенциальных ком-
понент электрического поля (5) по периоду поверхностной волны:
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0 0
0

0 0

0 0 ( )
0 0

0 0 0 0

1 0

0 0 0 1

( )cos

( ) e

( )

n n

n

n

n n

n

z x

z x i n m x
n m z z

n m z z

z x
n

z z

k k
a x A

k k

k k mB a Y k k a
k k k k a

k k mC a
k k k k a

Λ

Λ Λ

Λ

Λ
ε ε

æ ö +÷ç ÷ç ÷ç ÷çæ ö è ø÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

é ù
ê ú- - +ê ú
ê úë û

ì üï ïï ïï ï é ùï ï+ - + =í ý ê úï ï ë û+ï ïï ïï ïî þ
ì üï ïïïï= - -í ýï -ïïïî

å å

( )
0 1 e .

n

i n m x
m z z

n m
Y k k Λæ ö +÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

ïï é ùï -ê úï ë ûïïïþ

å å

 (20)
То же самое сделаем для тангенциальных компонент магнит-

ного поля (5), разлагая по периоду поверхностной волны:

 

( )
0 0 0

( )
0 1

e

e .

n

n

i n m x
m m z z

m
i n m x

n m z z
n m

A B Y k k a

C Y k k a

Λ

Λ

æ ö +÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

æ ö +÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

é ù+ + =ê úë û
é ù= -ê úë û

å å

å å
 

(21)

Разделим оба уравнения на exp(ik0x – ik0z a sin Λx), тогда для вы-
ражения (20) получим:

( )

( )

0 0
0

0 0

0 0
0 0

0 0

1 0
0 1

0 0

( )cos

( ) exp( ) exp sin

( )cos exp sin ,

n n

n

n n

n

z x

z x
n z z

n

z x
n z z

n

k k
a x A

k k

k k
a B in x i k k a x

k k

k k
a x C in x i k k a x

k k

Λ Λ

Λ Λ Λ

Λ Λ Λ Λ
ε ε

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

é ù
ê ú- - +ê ú
ê úë û

ì üï ïï ïï ï+ - × + =í ýï ïï ïï ïî þ
ì üï ïï ïï ï= - - + -í ýï ïï ïï ïî þ

å

å

 

(22)

а для выражения (21) —

 
0 0 0

0 1

exp sin

exp sin .
n

n

n z z

n z z
n

A B i nx i k k a x

C in x i k k a x

Λ Λ

Λ Λ

æ öæ ö ÷ç ÷ç ÷÷ç ç ÷÷ç ç ÷÷ç ÷ç è øè ø
æ öæ ö ÷ç ÷ç ÷÷ç ç ÷÷ç ç ÷÷ç ÷ç è øè ø

+ + + =

= + -

å

å
 

(23)

Используя некоторые вспомогательные соотношения, напри-
мер, [Уиттекер, Ваттсон, 1963]:

 exp( sin ) ( ) exp( ),m
m

iak x J ak im xΛ Λ
¥

=-¥

= å 
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 cos exp( sin ) ( ) exp( ),m
m

mx iak x J ak im x
ak

Λ Λ Λ
¥

=-¥

= å 



 exp( sin ) ( ) exp( ),ni x J in xα Λ α Λ
¥

-¥

=å

 cos exp( sin ) ( ) exp( ),ni x i x in J in xαΛ Λ Λ Λ α Λ
¥

-¥

× =å
при x = 0 получаем:

 ( ) 1n
n

J α
¥

=-¥

=å  и ( ) .n
n

nJ α α
¥

=-¥

=å

Выпишем два соотношения, которые используются нами для 
проверки точности в процессе вычислений:

 0,n n
n n

B C A
¥ ¥

=-¥ =-¥

- =-å å  (24)

 

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0
0

0 0

( ) ( )

( ) .

n n n nz x z x
n n

n n

z x

k k a k k a
B C

k k k k

k k
A a

k k

Λ Λ

ε

Λ

¥ ¥

=-¥ =-¥

ì ü ì üï ï ï ïï ï ï ïï ï ï ï- + + =í ý í ýï ï ï ïï ï ï ïï ï ï ïî þ î þ
é ù
ê ú= +ê ú
ê úë û

å å
 

(25)

Введём переменную p = n + m, тогда для вертикальной поляри-
зации получаются две системы уравнений:

 

0 0
0 0

0 0 0 0

1 0
0 1

0 0 0 1

( )

( )

n n

n

n

n n

n

n

z x
n p n z z

m z z

z x
n p n z z

z z

k k p nB J k k a
k k k k

k k p nC J k k a
k k k k

Λ

Λ
ε ε

¥
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç-æ ö è ø÷ç ÷ç=-¥ ÷ç ÷çè ø

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç-æ ö è ø÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

ì üï ïï ï-ï ï é ùï ï- + +í ý ê úï ï ë û+ï ïï ïï ïî þ
ì üï ïï ï-ï ï é ùï ï+ + - =í ý ê úï ï ë û-ï ïï ïï ïî þ

å

å

( )0 0
0 0, 1 1

0 0

( ) ,
2

z x
p p p

k k aA
k k

Λ
δ δ δ-

é ù
ê ú= + +ê ú
ê úë û

 

(26)

0 0 0 1 0 0 ,
n nn p n z z n p n z z p

n n
B Y k k a C Y k k a A δ

¥ ¥
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç- -è ø è ø

=-¥ =-¥

é ù é ù+ - - =-ê ú ê úë û ë ûå å  (27)
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где p = 0, ±1, …, ±∞. Выпишем два полезных соотношения для 
функций Бесселя комплексного аргумента [Рыжик, Градштейн, 
2002], они понадобятся в дальнейшем:

 , 0,( ) ( ) ( ),n k m k m n n
k

kJ nz J mz n δ δ
¥

- -
=-¥

= -å

 ,
1 1( ) ( ) .k m k n m n

k
J kz J kz

k n
δ

¥

- -
=-¥

=å

горизонтальная поляризация

Для горизонтальной поляризации аналогично получаем две систе-
мы уравнений:

 

0
0 0 ,1 , 1

0 0
0 0

0 0 0 0

1 1
0 1

0 0 0 1

( )
2

( )

( )

z x

z
z

z x

z
z

z
x p p p

n n
n p n n z

n z n

n n
n p n z n

z n

H a
H

k k p nB J a k k
k k k k

k k p nC J a k k
k k k k

Λ
δ δ δ

Λ

Λ

-

æ ö÷ç ÷ç æ ö÷ æ öç ÷ ÷ç ÷çç ÷ ÷÷ç çç ÷ ÷÷ç çç ÷ ÷÷- ÷çç ÷ç÷ç è øè ø÷ç ÷ç ÷çè ø
æ ö÷ç ÷ç ÷ æ öç ÷ çç ÷ çç ÷ çç ÷ - ç÷ç è ø÷ç ÷ç ÷çè ø

+ + =

-
= - + +

+

-
+ + -

-

å

,
æ ö÷ç ÷÷÷ç ÷÷ç ÷÷÷ç ÷çè øå

 

(28)

 0 0, 0 0 0 1 ,
z zy p n p n n z n p n z n

n n
E B J a k k C J a k kδ

æ ö æ öæ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çç ç÷ ÷÷ ÷ç çç ç÷ ÷÷ ÷- -÷ ÷ç çç ç÷ ÷ç çè ø è øè ø è ø
=- + + -å å  (29)

где p = 0, ±1, …, ±∞.
Коэффициенты отражения и поглощения определяются по из-

вестным соотношениям [Ландау, Лифшиц, 2001]:

 

2 2

2

1 ,

,

.
4

S
X R

S
S

R
S

c
π

üïï= = - ïïïïïïïý= ïïïïïïé ù ï= ´ ïë û ïþ
S E H

погл

пад

отр

пад

 (30)

Дальнейшее рассмотрение будем проводить для вертикальной 
поляризации. Коэффициент отражения 

2
R  определяется как от-
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ношение среднего (по времени) отражённого от поверхности пото-
ка энергии к падающему потоку. Каждый из этих потоков даётся 
средним значением z компоненты вектора Пойнтинга соответству-
ющей волны.

Найдём z-компоненту вектора Пойтинга Sz:
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Будем рассчитывать отражательную способность среды 
по формуле:

 î òð n

ï àä ï àä

2 20

0
.

z z
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R B

S k

+¥

=-¥

= = å  (31)

4. результаты расчёта электромагнитных Волн

В этом разделе приводятся результаты численного расчёта зависи-
мости поведения амплитуд отражённых и поглощающихся средой 
волн, полученных из решения систем уравнений (26) и (27). Диэ-
лектрическая проницаемость среды для всех расчётов была взята 
равной ε = 18,33+i*28,27, что соответствует ε пресной воды при 
20 °С на длине электромагнитной волны λ = 0,8 см [Гершензон 
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и др., 1986]. На рис. 3 представлена зависимость члена 
2

0C  
от угла визирования для падающей на водную поверхность элек-
тромагнитной волны вертикальной поляризации V с длиной волны 
λ = 8 мм и поверхностных волн с амплитудой а = 0,7 мм и длиной 
волны Λ от 8 до 18 мм.

На рис. 3 ясно видна картина чередующихся максимумов 
и минимумов. При этом значения углов в точках локальных экс-
тремумов точно совпадают с расчётами по кинетической теории

 
0

sin 1 ,n
k
Λ

θ=± -  (32)

где n = 0, ±1, ±2.

рис. 3. Зависимость члена 
2

0C  от угла визирования θ для электромаг-
нитной волны на вертикальной поляризации V с длиной волны λ = 8 мм 
и поверхностных волн с амплитудой а = 0,7 мм и длиной волны Λ от 8 

до 18 мм
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На рис. 4 представлена зависимость члена 2
1C  от угла визи-

рования θ для электромагнитной волны вертикальной поляриза-
ции V с длиной волны λ = 8 мм и поверхностных волн с амплитудой 
а = 0,7 мм и длиной волны Λ от 8 до 18 мм.

Картина для прошедшей волны 1-го порядка качественно по-
вторяет предыдущий график (см. рис. 3). Экстремумы соответству-
ет тем же углам, что подтверждает расчётную формулу и основные 
выводы. Для прошедшей волны 1-го отрицательного порядка 

2
1C-  картина (рис. 5) несколько меняется. Некоторые экстрему-

мы пропадают. Некоторые сдвигаются. Здесь кинематическая фор-
мула (29) выполняется не так хорошо.

рис. 4. Зависимость члена 
2

1C  от угла визирования θ для электромаг-
нитной волны на вертикальной поляризации V с длиной волны λ = 8 мм 
и поверхностных волн с амплитудой а = 0,7 мм и длиной волны Λ от 8 

до 18 мм
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На рис. 6 и 7 представлены зависимости членов прошедшей 
волны 2-го порядка от угла визирования θ для тех же параметров 
электромагнитной и поверхностных волн.

Для 2-го положительного порядка формула (32) (см. рис. 6) 
снова хорошо подтверждается. Значения критических углов совпа-
дают с соответствующими значениями для 0-го и 1-го порядка.

Для 2-го отрицательного порядка (см. рис. 7) критические 
углы вновь несколько сдвигаются. Можно сделать вывод, что фор-
мула (32) справедлива в большей степени для положительных по-
рядков. Хотя и здесь расчёт по формуле (32) даёт точный результат. 
Например, для линии Λ = 10 мм получаем для минимума 2-го по-
рядка (n = 2) θmin = 36,87°, что совпадает с минимумом на графике.

рис. 5. Зависимость члена 
2

–1C  от угла визирования θ для электромаг-
нитной волны на вертикальной поляризации V с длиной волны λ = 8 мм 
и поверхностных волн с амплитудой а = 0,7 мм и длиной волны Λ от 8 

до 18 мм
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Суммарная интенсивность коэффициентов Ci , представ-
ленная на рис. 8, качественно повторяет картину распределения 
интенсивности по углу для положительных порядков. Форму-
ла (32) работает хорошо. Например, для линии Λ = 12 мм получаем 
θmin = 19,47°, в полном соответствии с графиком.

Суммарная интенсивность коэффициентов Ci для различных 
значений амплитуд поверхностной волны Λ = 17 мм представле-
на на рис. 9. Как можно видеть, положение угловых экстремумов, 
определяемое отношением λ /Λ, на оси абсцисс не меняется, из-
меняются только значения их полей. Для данного графика расчёт 
по формуле (31) даёт θmin = 3,37° и 31,97°.

рис. 6. Зависимость члена 
2

2C  прошедшей волны 2-го положительного 
порядка от угла визирования θ для электромагнитной волны на верти-
кальной поляризации V с длиной волны λ = 8 мм и поверхностных волн 

с амплитудой а = 0,7 мм и длиной волны Λ от 8 до 18 мм
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На рис. 10–12 приведены амплитуды коэффициентов Вi 0-го 
и 1-го порядка для отражённых от синусоидальной водной грани-
цы волн.

Для отражённой амплитуды B0 (зеркальное отражение) хорошо 
видно движение минимума от 0° (линия Λ = 8 мм) к 11,5° (линия 
Λ = 10 мм), 19,5° (линия Λ = 12 мм) и до 47,2° (линия Λ = 30 мм)

На рис. 13 и 14 представлены зависимости квадрата коэффи-
циента отражения 2

R  от угла визирования для электромагнитной 
волны λ = 8 мм на вертикальной и горизонтальной поляризациях 
и поверхностных волн с амплитудой а = 0,7 мм и длиной волны Λ 

рис. 7. Зависимость члена 
2

–2C  прошедшей волны 2-го отрицательного 
порядка от угла визирования θ для электромагнитной волны на верти-
кальной поляризации V с длиной волны λ = 8 мм и поверхностных волн 

с амплитудой а = 0,7 мм и длиной волны Λ от 8 до 18 мм
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от 8 до 32 мм, которые демонстрируют эффект «критических явле-
ний». На основании закона Кирхгофа (2) минимумы в показателе 
отражения указывают на наличие максимумов в радиояркостной 
температуре на вертикальной поляризации при радиометрическом 
наблюдении. «Критические» углы визирования соответствуют 
формуле (32).

На рис. 15 приведены зависимости яркостной температуры TB 
на длине электромагнитной волны λ = 8 мм от угла визирования 
для таких же параметров водной поверхности с длиной волны Λ 
от 8 до 32 мм. Вертикальная поляризация показана непрерывными 
линиями, а горизонтальная представлена пунктиром.

рис. 8. Зависимость суммарного коэффициента 
2

iCå  от угла визиро-
вания θ для электромагнитной волны на вертикальной поляризации V 
с длиной волны λ = 8 мм и поверхностных волн с амплитудой а = 0,7 мм 

и длиной волны Λ от 8 до 18 мм
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рис. 9. Зависимость суммарного коэффициента 
2

iCå  от угла визиро-
вания θ для электромагнитной волны на вертикальной поляризации V 
с длиной волны λ = 8 мм и поверхностных волн Λ = 17 мм для ампли-

туд а от 0,1 до 0,9 мм

5. обсуждение результатоВ

Эффект «критических явлений», изучению которого в ИКИ РАН 
было посвящено много работ [Гершензон и др., 1987; Ирисов и др., 
1987а, б; Трохимовский, 1987; Трохимовский и др., 1999; Irisov, 
1994], вызывает все ещё большие споры о природе «критических 
явлений». До сих пор не существует единого объяснения появле-
ния экстремумов, возникающих при «критических» углах падения 
(32). Ясно только, что при этих углах перестают существовать отра-
жённые волны 1-го, 2-го или 3-го порядка в дифракционной зада-
че. И, соответственно, возникают новые порядки волн излучения 
в излучательной задаче. Это приводит к минимумам в отражатель-
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рис. 10. Зависимость члена 
2

0B  от угла визирования θ для электромаг-
нитной волны на вертикальной поляризации V с длиной волны λ = 8 мм 
и поверхностных волн с амплитудой а = 0,7 мм и длиной волны Λ от 8 

до 32 мм

ной способности и, следовательно, к максимумам в излучательной 
способности.

На наш взгляд, здесь более точной будет трактовка критиче-
ских явлений как решение обратной задачи дифракции плоской 
волны, т. е. излучение плоской волны как интерференция углово-
го спектра (в виде цуга) излучаемых средой волн с отражёнными 
от границы водной поверхности волн излучения небосвода (ат-
мосферы). Для такого взгляда на излучение достаточно мысленно 
поменять направление всех волн в задаче дифракции (рис. 1) на 
противоположное. Тогда падающая волна становится излучённой, 
волны поглощения переходят в волны излучения, а отражённые 
волны в атмосфере — в падающие.
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рис. 11. Зависимость члена 
2

1B  от угла визирования θ для электромаг-
нитной волны на вертикальной поляризации V с длиной волны λ = 8 мм 
и поверхностных волн с амплитудой а = 0,7 мм и длиной волны Λ от 8 

до 32 мм

Другой чрезвычайно интересной темой в исследуемой моде-
ли является обсуждение гипотезы Рэлея. Согласно этой гипотезе, 
волновое поле существует вплоть до границы среды. Если для до-
статочно гладких границ это выполняется с хорошей степенью точ-
ности, то для границ, амплитуды неровностей которых сравнимы 
с длиной волны, это может не выполняться совсем. Здесь следует 
остановиться подробнее на тех условиях, в которых рассматривае-
мая модель работает. При достаточно больших амплитудах поверх-
ностной волны возникает проблема существования поля вблизи 
границы раздела вода – воздух в виде плоской волны. Если при-
нять плосковолновую модель за основу, получим в ближней зоне 
некорректную картину — рост амплитуд затухающих волн на гра-
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рис. 12. Зависимость члена 
2

–1B  от угла визирования θ для электромаг-
нитной волны на вертикальной поляризации V с длиной волны λ = 8 мм 
и поверхностных волн с амплитудой а = 0,7 мм и длиной волны Λ от 8 

до 32 мм

нице. Это объясняется тем, что плоская волна не является физи-
чески реальной и переносит в себе бесконечную энергию. Поэтому 
в ближней зоне плосковолновая модель работает плохо, что иллю-
стрируют графики для амплитуд проходящих волн.

заключение

В работе развивается теория взаимодействия плоскополяризован-
ной монохроматической электромагнитной волны с синусоидаль-
ной морской поверхностью. Получено точное решение волнового 
уравнения на синусоидальной границе вода – воздух для произ-
вольной поляризации.
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рис. 13. Зависимость квадрата коэффициента отражения 
2

R  от угла ви-
зирования θ для электромагнитной волны на вертикальной поляриза-
ции V с длиной волны λ = 8 мм и поверхностных волн с амплитудой 

а = 0,7 мм и длиной волны Λ от 8 до 32 мм

Граничные условия на периодической поверхности разлага-
ются в ряды Фурье по пространственным гармоникам, после чего 
приравниваются коэффициенты при одинаковых экспонентах. 
Это приводит к бесконечномерной системе линейных уравнений, 
которая решается с любой выбранной степенью точности, в силу её 
диагональной сходимости. Впервые для периодических сред развит 
математический аппарат, позволяющий сводить расчёт дифракции 
произвольно поляризованной плоской волны к системе линейных 
алгебраических уравнений.

На основе полученного решения проведены расчёты зависи-
мости коэффициента поглощения и излучения и радиояркостной 
температуры морской поверхности от различных параметров.
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рис. 14. Зависимость квадрата коэффициента отражения 
2

R  от угла ви-
зирования для электромагнитной волны на горизонтальной поляризации 
λ = 8 мм и поверхностных волн с амплитудой а = 0,7 мм и длиной волны Λ 

от 8 до 32 мм

Показаны резонансные особенности в коэффициентах излу-
чения и поглощения. Максимальные эффекты связаны, как это 
и ожидалось, с вертикальной поляризацией излучения. Новиз-
ной предлагаемой работы является наблюдение экстремумов 2-го 
и 3-го порядков, что, по нашим данным, сделано впервые.
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