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Общая характеристика работы

Актуальность темы
Диссертация посвящена исследованию магнитогидродинами-

ческой (МГД) неустойчивости Кельвина-Гельмгольца (К‑Г) для 
ограниченных в  пространстве потоков плазмы. Неустойчивость 
Кельвина-Гельмгольца — одна из первых обнаруженных гидродина-
мических неустойчивостей, возникающая на границе между двумя 
жидкостями, движущимися с  различными скоростями. Данное фи-
зическое явление получило своё название по  именам первооткры-
вателей: Гельмгольц впервые, в  рамках классической гидродинами-
ки, без магнитного поля, высказал предположение, что поперечный 
градиент скорости может быть неустойчив [Helmholtz, 1868], позже 
Кельвин выполнил эксперимент, в  котором между движущимися 
в  противоположных направлениях жидкостями наблюдал устойчи-
вую вихревую структуру, названную за внешнее сходство «кошачьим 
глазом» [Kelvin, 1887]. С развитием магнитной гидродинамики инте-
рес к неустойчивости К‑Г возник и в области физики плазмы.

Исследования устойчивости поперечных градиентов скорости 
в  плазме чрезвычайно важны. Потоки плазмы встречаются в  астро-
физических объектах, в  атмосфере Солнца и  магнитосфере Зем-
ли, корректное описание подобных систем невозможно без анализа 
крупномасштабных магнитогидродинамических процессов. По  этой 
причине изучению неустойчивости К‑Г всегда уделялось особое вни-
мание, при этом в подавляющем большинстве работ рассматривают-
ся модели тангенциального разрыва и  переходного слоя между дву-
мя полубесконечными областями [Chandrasekhar, 1961; Fejer, 1964; 
Miura, Pritchett, 1982; Dahlburg, Einaudi, 2000]. Данный подход хоро-
шо описывает колебания с длинами волн много меньше поперечно-
го размера потока, однако нередко возникают ситуации, когда дли-
ны волн наблюдаемых возмущений значительно больше характерных 
размеров потока [Ershkovich, Nusinov, 1972; Ershkovich, 1980; Grigore-
nko et al., 2010], в этом случае необходимо учитывать конечную ши-
рину потока.

Одни из первых результатов исследования линейной стадии раз-
вития неустойчивости К‑Г для ограниченного в  пространстве пото-
ка несжимаемой плазмы в  рамках трёхслойной модели плоскопа-
раллельного потока были получены в работе [Uberoi, 1986], где было 
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показано, что учёт конечной ширины потока существенно влияет на 
развитие длинноволновых колебаний.

Плоскопараллельная модель является хорошим приближением 
для ограниченного в пространстве потока, если один из поперечных 
размеров много больше другого. В случае, когда поперечные размеры 
близки, используется модель цилиндрического потока [Ershkovich, 
Nusinov, 1972; Ershkovich, 1980; McKenzie, 1970]. Однако исследова-
ния цилиндрического потока проводились только для специальных 
случаев, что существенно ограничивает применимость полученных 
результатов.

В приведённых выше работах, посвящённых изучению развития 
неустойчивости К‑Г для ограниченного в пространстве потока, рас-
сматриваются несжимаемые потоки плазмы. Однако модель несжи-
маемой среды далеко не всегда корректно описывает реальную физи-
ческую ситуацию. Анализ экспериментальных данных, проведённый 
в статье [Grigorenko et al., 2010], показывает, что потоки плазмы, рас-
пространяющиеся в  пограничной области плазменного слоя магни-
тосферы Земли, являются существенно сверхзвуковыми 

0M 1S SU Cº   (U0  — скорость потока; СS  — скорость звука), при 
этом вместе с потоками были зарегистрированы возмущения магнит-
ных трубок с характерными длинами волн много больше ширины по-
токов, распространяющиеся вдоль скорости потока в  продольном 
магнитном поле. Из анализа устойчивости переходного слоя и  тан-
генциального разрыва между двумя полубесконечными областями, 
заполненными сжимаемой плазмой, известно, что конечная скорость 
звука оказывает стабилизирующее воздействие на неустойчивость 
К‑Г, причём для больших значений звукового числа Маха, MS > 2, за-
тухающие на бесконечности колебания, распространяющиеся вдоль 
скорости потока, абсолютно устойчивы [Fejer, 1964; Miura, Pritchett, 
1982; Ландау, 1944; Blumen, 1970]. Таким образом, в  рамках модели 
переходного слоя между двумя полубесконечными областями, запол-
ненными плазмой, неустойчивость не  должна развиваться в  погра-
ничной области плазменного слоя, что противоречит эксперимен-
тальным данным. Очевидно, что для корректного описания 
наблюдаемых осцилляций необходимо тщательно изучить устойчи-
вость ограниченного в  пространстве потока при малых скоростях 
звука, больших значениях числа Маха.

Исследование линейной стадии развития неустойчивости К‑Г 
для плоскопараллельного потока конечной ширины с учётом сжима-
емости плазмы для колебаний, распространяющихся вдоль скорости 
потока, проведено в  [Буринская, 2008], где было показано, что воз-
мущения с  длинами волн порядка и  больше ширины потока могут 
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быть неустойчивы при любых значениях числа Маха. Несомненно, 
ключевую роль в этом процессе играет взаимодействие между гра-
ницами потока. Приведённые в статье [Буринская, 2008] результаты 
позволяют устранить противоречие известных теоретических фактов 
с наблюдениями, но в работе не проведён анализ развития неустой-
чивости в зависимости от направления волнового вектора. Известно, 
что волны, распространяющиеся под углом к скорости потока, могут 
быть неустойчивы, даже если продольные колебания не развиваются 
[Фридман, 2008].

Таким образом, необходимы дальнейшие исследования линей-
ной стадии развития неустойчивости К-Г как для цилиндрического 
потока, так и для трёхслойной модели.

Изучение неустойчивости К-Г в линейном приближении 
является важным, однако для описания динамики процессов, 
происходящих на временах, превышающих характерное время 
развития неустойчивости, необходимо учитывать нелинейные 
эффекты взаимодействия колебаний. Хорошо известно, что развитие 
неустойчивости К-Г в переходном слое между двумя полубесконечными 
областями на сильно нелинейной стадии приводит к образованию 
вихревых структур в переходной области, что, в свою очередь, 
способствует процессам обмена массой, импульсом и энергией 
между плазмами [Frank et al., 1964 Min, 1997; Otto, Fairfield, 2000; Lai, 
Lyu, 2006].

Одним из определяющих факторов, влияющих на формирование 
вихревого слоя, является магнитное поле. Исследование переход-
ного слоя между двумя полубесконечными областями, проведённое 
в статье [Lai, Lyu, 2006], показывает, что в продольном магнитном 
поле образующиеся на нелинейной стадии вихри с течением времени 
разрушаются, в отличие от классической гидродинамики без маг-
нитного поля, в рамках которой вихревые структуры устойчивы. При 
увеличении напряжённости магнитного поля время жизни вихрей 
уменьшается. Если магнитное поле достаточно сильное, то вихревые 
структуры не образуются, однако в переходном слое возникают 
крупномасштабные искажения магнитного поля альфвеновского 
типа. Предсказать данные эффекты, опираясь только на анализ в
линейном приближении, невозможно.

Вторым ключевым фактором, влияющим на развитие вихрей, 
является сжимаемость плазмы. При малых значениях магнитозвукового 
числа Маха 

0M 2fS fSU Cº <  (CfS — скорость быстрого магнитного 
звука) в переходном слое между двумя полубесконечными областями 
образуются вихревые структуры [Min, 1997; Otto, Fairfield, 2000]. Од-
нако если хотя бы в одной из полубесконечных областей выполнено 
MfS > 2, то вихревой слой не формируется [Lai, Lyu, 2006].
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Следовательно, для потока плазмы, ограниченного в  простран-
стве, также требуется провести исследование нелинейной динамики 
в зависимости от скорости звука и напряжённости магнитного поля.

Единственная попытка подобного исследования была предпри-
нята в  работе [Min, 1997], в  которой было проведён анализ числен-
ных решений системы уравнений МГД в  рамках двумерной модели 
плоскопараллельного потока. Однако изучение ограничивается пе-
риодическими начальными возмущениями для параметров систе-
мы, отвечающих наиболее быстро растущей моде согласно [Miura, 
Pritchett, 1982], и полностью отсутствует исследование в зависимости 
от  температуры плазмы и  соотношения ширины потока и  ширины 
переходного слоя. Работа выполнена для специальных случаев и со-
средоточена на моделировании неустойчивости нерелятивистско-
го джета, поэтому результаты, полученные в данной работе, не дают 
возможности судить о  конкретных эффектах в  динамике развития 
неустойчивости. Тем не  менее, некоторые результаты [Min, 1997] 
наглядно демонстрируют, что нелинейная стадия развития неустой-
чивости Кельвина-Гельмгольца в  ограниченном потоке не  сводит-
ся к  сумме двух невзаимодействующих переходных слоёв и  требует 
дальнейшего детального анализа.

Цели и  задачи
Основной целью данной работы является исследование влияния 

конечного размера потока на развитие неустойчивости Кельвина-
Гельмгольца в рамках идеальной одножидкостной магнитной гидро-
динамики. Поставленные задачи можно сформулировать следующим 
образом:

1.	 Исследование устойчивости потока в  трёхслойной системе 
в  зависимости от параметров плазмы при произвольной тем-
пературе и произвольном направлении распространения вол-
ны в плоскости параллельной границам раздела.

2.	 Исследование устойчивости цилиндрически симметричного 
потока плазмы в  продольном магнитном поле в  зависимости 
от  плотности, температуры и  напряжённости продольного 
магнитного поля.

3.	 Изучение нелинейной динамики плоскопараллельного потока 
плазмы посредством численного моделирования эволюции во 
времени решений МГД-системы уравнений.

Научная новизна достигнутых результатов
Исследования развития неустойчивости Кельвина-Гельмголь-

ца главным образом сосредоточены на модели переходного слоя или 
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тангенциального разрыва между двумя полубесконечными областя-
ми. Изучение динамики развития неустойчивости ограниченного 
в пространстве потока проводилось только для специальных случаев, 
что существенно ограничивает область применимости полученных 
ранее результатов. Данная диссертационная работа нацелена на де-
тальное теоретическое исследование неустойчивости Кельвина-Гель-
мгольца для ограниченного в пространстве потока плазмы. Исследо-
вание устойчивости сжимаемого потока плазмы конечной ширины 
в рамках трёхслойной модели с учётом направления распространения 
возмущения показало, что поток может быть неустойчив при низких 
скоростях звука для всех направлений волнового вектора относитель-
но колебаний с длиной волны больше или порядка ширины потока. 
Впервые для модели цилиндрического потока получено общее для 
всех типов колебаний условие устойчивости в  несжимаемом при-
ближении. Для случая конечной сжимаемости плазмы показано, что 
цилиндрический поток может быть неустойчив при низких скоростях 
звука в ограниченном интервале длин волн.

Исследования численных решений МГД-системы уравнений при 
возбуждении неустойчивости ансамблем случайных возмущений, 
шумом, показали преимущественное развитие решений, обладающих 
антисимметричными чертами и  приводящих к  искажениям магнит-
ного поля альфвеновского типа на оси симметрии потока. Установ-
лено, что в существенно сверхзвуковом, MfS > 2, плоскопараллельном 
потоке плазмы конечной ширины возможно образование крупномас-
штабной вихревой структуры, в  отличие от  переходного слоя между 
двумя полубесконечными областями.

Достоверность полученных результатов
Исследования влияния конечной ширины потока на развитие 

неустойчивости Кельвина-Гельмгольца проведено в  рамках двух 
хорошо известных моделей ограниченного в  пространстве потока: 
трёхслойная модель и цилиндрическая модель. Полученное автором 
общее дисперсионное уравнение для трёхслойной системы перехо-
дит в известные соотношения для предельных случаев несжимаемой 
плазмы и бесконечно широкого потока, рассмотренных ранее в рабо-
тах [Uberoi, 1986; Fejer, 1964], соответственно. Использованное в ис-
следовании дисперсионное уравнение для цилиндрического потока 
в продольном магнитном поле хорошо известно [Ershkovich, Nusinov, 
1972; Ershkovich, 1980; McKenzie, 1970].

Для анализа нелинейной динамики использовалось численное 
моделирование самосогласованной системы уравнений одножид-
костной МГД. Автором работы был предложен простой и надёжный 
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алгоритм для моделирования развития неустойчивости К‑Г. Вычис-
лительный код тестировался на задачах о распаде разрыва в одномер-
ном приближении и показал совпадение с аналитическим решением. 
Результаты численного моделирования неустойчивости К‑Г находят-
ся в хорошем согласии с результатами линейной теории как для до-
звуковых, так и  для сверхзвуковых потоков. В  ходе тестов успешно 
воспроизводились ранее известные результаты нелинейной динами-
ки развития неустойчивости К‑Г.

Научная и  практическая ценность
Исследование, выполненное в данной работе, позволяет коррек-

тно описать ограниченные в пространстве потоки плазмы конечной 
температуры при произвольной плотности плазмы потока и  окру-
жающего пространства, величине напряжённости магнитного поля 
и  направлении волнового вектора. Полученные в  диссертационной 
работе результаты наглядно показывают необходимость учёта конеч-
ного поперечного размера потока, особенно для низких температур. 
Анализ устойчивости потока плазмы конечной ширины при малых 
скоростях звука показал, что поток может быть неустойчив относи-
тельно колебаний с длинами волн порядка или больше поперечного 
размера потока. Данное исследование позволило объяснить низкоча-
стотные длинноволновые колебания магнитного поля в  переходной 
области плазменного слоя магнитосферы Земли [Grigorenko et al., 
2010], что невозможно сделать, опираясь на результаты, полученные 
в рамках модели двух полубесконечных областей, движущихся отно-
сительно друг друга.

Неустойчивость Кельвина-Гельмгольца развивается при нали-
чии в пространстве поперечной неоднородности скорости. Изучение 
ограниченного в пространстве потока показало, что взаимодействие 
переходных слоёв может способствовать развитию неустойчивости. 
Дальнейшие исследования взаимодействия переходного слоя с  не-
однородностями могут привести к новым результатам.

Апробация работы
Основные результаты работы были представлены на следующих 

российских и международных конференциях:
•	 52-я, 53-я и  55-я «Научная конференция МФТИ» в  секции 

космической физики (2010, 2011, 2013 гг.).
•	 13-я Конференция «Актуальные проблемы физики», ФИАН 

(2010 г.).
•	 14-я и 15-я Всероссийские научные школы «Нелинейные вол-

ны», ИПФ РАН (2010, 2012 гг.).
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•	 7-я,	 8-я	 и	 10	 «Конференция	 молодых	 учёных.	 Фундаментал-
ьные и прикладные космические исследования», ИКИ РАН 
(2010, 2011, 2013 гг.).

•	 5-я,	6-я,	7-я	и	8-я	Ежегодные	конференции	«Физика	плазмы
в Солнечной системе», ИКИ РАН (2010–2013 гг.).

•	 4-я	Международная	конференция	по	моделированию	потоков
в космической плазме «Astronum-2010»;

•	 1-я	 Европейская	 школа-конференция	 по	 вопросам	 численного 
моделирования космической погоды, SWIFF Summer School
2012.

•	 11-я	 Международная	 школа-симпозиум	 по	 численному	
моделированию процессов в космической плазме ISSS-11, 
NCU Taiwan, (2013 г.).

•	 25-я	 Конференция	 по	 вычислительной	 физике	 IUPAP
CCP 2013, Институт теоретической физики им. Л. Д. Ландау.

Основные положения, выносимые на защиту
1. Показано, что в рамках трёхслойной модели поток плазмы, 

ограниченный в пространстве, может быть неустойчив 
относительно колебаний с длинами волн больше или порядка 
поперечного размера потока при произвольном направлении 
волнового вектора даже при низких температурах.

2. Получено условие абсолютной устойчивости несжимаемого 
цилиндрического потока плазмы, общее для всех мод 
колебаний.

3. Показано, что цилиндрически симметричный поток плазмы 
конечной температуры может быть неустойчив при низких 
скоростях звука в ограниченном интервале длин волн, при-
чём колебания, приводящие к искажениям магнитного поля 
альфвеновского типа на оси симметрии потока, имеют значи-
тельно больший инкремент, чем осесимметричное колебание, 
соответствующее функции Бесселя с порядком m = 0.

4. Установлено, что в потоке преимущественным образом разви-
ваются колебания, носящие черты асимметричного решения, 
приводящие к осцилляциям магнитного поля альфвеновского 
типа на оси потока и его искажениям как целого. Показано, 
что асимметричные колебания на сильно нелинейной стадии 
приводят к проникновению плазмы потока в окружающее 
пространство даже в сильном магнитном поле, когда 
образование крупных вихревых структур невозможно.

5. Показано, что при больших магнитозвуковых числах Маха 
в сверхзвуковом потоке плазмы конечной ширины, в отличие 
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от переходного слоя между двумя полубесконечными 
областями, на сильно нелинейной стадии могут развиваться 
вихревые структуры.

Публикации и личный вклад автора
Все результаты, выносимые на защиту, были получены лично 

автором диссертации при поддержке научного руководителя. При 
непосредственном участии автора по теме диссертации опубликовано 
4 статьи в рецензируемых изданиях из перечня ВАК:

1. Буринская Т. М., Шевелёв М. М., Рош Ж.-Л. Неустойчивость 
Кельвина-Гельмгольца для ограниченного потока плазмы 
в продольном магнитном поле // Физика плазмы. 2011. Т. 37. 
С. 46.

2. Шевелёв М. М., Буринская Т. М., Неустойчивость Кельвина-
Гельмгольца для цилиндрического потока плазмы с
произвольной температурой // Физика плазмы. 2011. Т. 37. С.
1081.

3. Шевелёв М. М., Буринская Т. М. Нелинейная динамика 
неустойчивости Кельвина-Гельмгольца в потоке плазмы 
конечной ширины // Физика плазмы. 2013. Т. 39. С. 546.

4. Grigorenko E. E., Burinskaya T. M., Shevelev M. M., Sauvaud J.-A.,
Zelenyi L. M. Large-scale fluctuations of PSBL magnetic flux tubes 
induced by the field-aligned motion of highly accelerated ions 
// Annals of Geophysics. 2010. V. 28. P. 1273.

структура ДиссертаЦии и краткОе сОДержаНие
Структура диссертации: диссертация состоит из введения, трёх 

глав, заключения и списка цитированной литературы. Общий объём 
диссертации составляет 120 страниц, включая 35 рисунков и список 
литературы, содержащий 83 наименования.

краткое содержание
Во введении определён предмет исследования, обоснована 

актуальность проблемы, обозначены цели и задачи настоящей 
работы, представлены основные достигнутые результаты и список 
опубликованных по теме диссертации материалов.

В первой главе проведено исследование линейной стадии 
развития неустойчивости Кельвина-Гельмгольца в рамках трёхслойной 
модели плоскопараллельного потока плазмы. В п. 1.1 дано подробное 
описание трёхслойной модели и получено общее дисперсионное 
уравнение. 
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Схематично трёхслойная модель представлена на рис. 1. Вдоль 
оси Z пространство разделено на три области: z > a, a > z > –a, 
–a > z. Области z > a и –a > z являются полубесконечными, а область 
a > z > –a ограничена по оси Z. В каждой из областей плазма считает-
ся однородной, но параметры плазмы могут быть различны в разных 
областях. Индексы j = 1, f, 2 обозначают параметры, заданные в обла-
стях z > a, a > z > –a, –a > z соответственно.

Векторы напряжённости магнитного поля и  крупномасштаб-
ной скорости плазмы лежат в  плоскости (X, Y), перпендикулярной 
направлению неоднородности  Z. Углы между направлениями маг-
нитного поля и  осью  X обозначим ζj, углы между скоростями пото-
ка и осью X — φj, причём без нарушения общности можно положить 
φf ≡ 0, поток плазмы в ограниченной области направлен вдоль оси X.

Исследование устойчивости системы сводится к  анализу малых 
колебаний около положения равновесия. Линеаризованная система 
уравнений идеальной МГД, описывающая развитие в  системе коле-
баний с бесконечно малыми амплитудами, в каждой из областей име-
ет следующий вид:

0 02
0 0

( ) ( )
( ) ,

4 4
j j j j j

j j j Sj jC
t

ρ ρ
π π

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ç ÷çè ø ÷ç ÷çè ø

¶ × ×Ñ
+ ×Ñ =-Ñ + +

¶

v B b B b
U v  � (1)

0 0 0( ) ( ) ( ),j
j j j j j jt

¶
+ ×Ñ = ×Ñ - Ñ×

¶

b
U b B v B v � (2)

0 0( ) ( ),j
j j j jt

ρ
ρ ρ

¶
=- Ñ× - ×Ñ

¶
v U



 � (3)

где CSj — скорость ионного звука, ;Sj eC T Mγº  B0j, U0j и ρ0j — не-
возмущённые величины магнитного поля, скоростей и  плотности 

Рис. 1. Схематическое изображение трёхслойной системы
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плазмы в области j соответственно, величины b0j, v0j и  jρ  — малые от-
клонения от равновесных значений. Из уравнений (1)–(3) можно по-
лучить уравнение, описывающее отклонение полного давления 

2
0( ) 4 ,j Sj j j jCρ ρ π= + ×B b   суммы газокинетического и магнитного от-

клонений:
24 2

02 2 2
0 0

0

( )
( ) ( ) ,

4
j

j j j Sj Aj Sj j
j

p C V C p
t t

∆
πρ

æ ö æ ö÷ ÷ç ç æ ö÷ ÷ç ç ÷÷ ÷ çç ç ÷÷ ÷ çç ç ÷÷ ÷ ç ÷çç ç÷ ÷ è øç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø

é ù×Ñ¶ ¶ê ú+ ×Ñ = + ×Ñ + -ê ú
¶ ¶ê úë û

B
U U  � (4)

где VAj — альфвеновская скорость, 0 0 .4Aj j jV B πρº  В рамках ли-
нейного приближения малые отклонения b0j, v0j, jρ  могут быть выра-
жены через  ,jp  Учитывая, что уравнение (4) в декартовых координа-
тах допускает разделение переменных, решение для каждой из 
областей можно найти в следующем виде:

( )1 1 1

2 2 2

3 4

exp ( ) exp( ) ,
exp( ( ))exp( ) ,

exp( ) exp( ) exp( ) ,

x y

x y

f f f x y

p C k z a i t ik x ik y z a

p C k z a i t ik x ik y a z

p C k z C k z i t ik x ik y a z a

ω

ω

ωæ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

üï= - - - + + > ïïïï= + - + + - > ýïïï= + - - + + > >- ïïþ

для

для

для







� (5)
где C1, C2, C3, C4 — некоторые постоянные величины. Выражения для 
kj (j + 1,  f, 2) могут быть представлены с использованием безразмер-
ной частоты 0 fkUω ωº   и  модуля продольного волнового числа 

2 2 :x yk k kº +

( )

4

2 2
2 2 2 2

0
2 2 2 4

0

1,2 1,22
1,2

1,2

cos( )
1 ,

cos( )

cos ( )

4cos( )2 1
cos(

f
f

f sf Af f

Af sf f f

k k
C V U

V C U

u
k k

u

θ φ ω

θ φ ω

θ ζ

θ φ ω

θ

æ ö÷ç æ ö ÷ç ÷ç ÷ç ÷ ÷çç ÷ç ÷è øç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷æ öæ öç ÷÷ç÷ç ç ÷÷÷ çç ç ÷÷÷ç ç ÷ç ç ÷è ø è ø ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

- -
= -

é ù
ê ú- - + -
ê ú
ê ú

-ê úë û

- -
= -

-( )
1,2 1,2

1,2 1,2

2 2 2 2
1,2 0

2 2 2 4
1,2 0

.
)

cos ( )

S A f

A S f

C V U

V C U

φ ω

θ ζ

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

üïïïïïïïïïïïïïïïýæ ö ï÷ç ï÷ç ï÷ç ï÷ç ÷ ïç ÷ ïé ùç ÷ ï÷ç ïê - + -ú÷ç ï÷ç ê ú ï÷ç ÷ ïê úç ÷ ïç ÷- - ïê úç ÷÷ç ïè øê úë û ïþ

� (6)

В выражении (6) θ — угол между осью X и направлением волно-
вого вектора в плоскости (X, Y); cos(θ) ≡ kx / k. 
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Дисперсионное уравнение, описывающее устойчивость трёх-
слойной системы, выводится с использованием положения, что 
суммарное газокинетическое и магнитное давление, так же, как 
и смещение по оси Z, непрерывно переходят через границы раздела 
областей z = a и z = –a. Для решений, затухающих при z → ±∞, дис-
персионное уравнение имеет вид:

2 2
1 2 1 2 2 1 1 2th(2 ) ( ) 0.f f f f fk R R k k R k a k R k R k Ræ ö÷ç ÷ç ÷÷÷çççè ø

+ + + =  (7)

Здесь k1,2f определены соотношением (6) и использованы следу-
ющие безразмерные переменные:

( )
( )

2 2
1 1 1 1 1 1

2 2
2 2 2 2 2 2

2 2

cos( ) cos ( ),

cos( ) cos ( ),

(cos ) cos ( ).f f f

R u A

R u A

R A

ρ θ φ ω θ ζ

ρ θ φ ω θ ζ

θ ω θ ζ

üïï= - - - - ïïïïï
ý= - - - - ïïïï= - - - ïïïþ

(8)

A1,2f , u1,2 и ρ1,2 выражаются следующим образом

1 2

01

2 22
01 02

1 22 2 2
0 00 0 0

01 02 02
1 2 1 2

0 0 0 0

, , ,

, , , .

A AAf
f

f ff f f

f f f f

V VV
A A A

U U U

U U
u u

U U

ρ ρ

ρ ρ

ρρ
ρ ρ

ρ ρ

üïïï= = = ïïïï
ï

ýïïï= = = = ïïïïþ

(9)

Выражение (7) представляет собой общее дисперсионное 
уравнение для трёхслойной системы с учётом сжимаемости плазмы и
направления волнового вектора и векторов напряжённости магнитного 
поля. В несжимаемом пределе, CSj → ∞, уравнение (7) переходит в
дисперсионное уравнение, приведённое в статье [Uberoi, 1986]. 
Если ζj = φj = θ ≡ 0 и u1 = u2 = 0, то дисперсионное соотношение (7) 
эквивалентно соотношению, приведённому в работе [Буринская, 
2008] для волн, распространяющихся вдоль скорости потока в
продольном магнитном поле. В коротковолновом пределе kfa → ∞ 
выражении (7) распадается на два независимых уравнения, каждое 
из которых описывает волны, возникающие на границе между 
двумя полубесконечными областями сжимаемой плазмы в отсутствие
переходного слоя [Буринская, 2008].

Параграфы 2 и 3 посвящены анализу решений дисперсионного 
уравнения в зависимости от скорости звука для произвольного 
направления распространения волн. Рассматривается случай, когда 
крупномасштабное направленное движение плазмы существует только 
в ограниченной области, что соответствует распространению потока 
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плазмы конечной ширины 2a. Магнитное поле во всех областях на-
правлено вдоль скорости потока. В  п. 1.2 рассматривается случай, 
когда плазма по  разные стороны от  потока имеет одинаковые пара-
метры: ρ1 = ρ2, 

1 2A AV V=  и 
1 2

,S SC C=  где ρj задано отношениями (9), 
при этом уравнение (7) принимает следующий вид:

( )( )1 1 1 1th( ) th( ) 0.f f f f f fk R k R k a k R k R k a+ + = � (10)

Уравнение (10) задаёт два независимых типа колебаний, кото-
рые могут развиваться в системе: симметричное k1Rf + kf R1th(kf  a) = 0 
и  антисимметричное kf R1 + k1Rf  th(kfa) = 0. При симметричном ре-
шении границы потока одновременно движутся либо к центру пото-
ка, либо от центра. При антисимметричном решении одна из границ 
движется к центру потока, другая — от центра.

На рис. 2 представлены результаты расчёта инкремента неустой-
чивости при различных скоростях звука для k ≈ 1/a. Расчёты выпол-
нены для случая, когда параметры плазмы одинаковы во всех трёх об-
ластях: ρ1 = ρ2 = 1, 

1 2

2 2 2 2 2 2
0 0 0 0,1.Af f A f A fV U V U V U= = =  На рис. 2 

видно, что с понижением скорости звука инкремент неустойчивости 
уменьшается, но остаётся положительным для обеих мод и  для всех 
направлений распространения волны, за исключением строго пер-
пендикулярного к скорости потока.

Для малых значений скоростей звука, 2 2
0 0,25,SC U <  инкремент 

антисимметричного решения значительно превышает инкремент 
симметричного решения и остаётся существенным даже при нулевой 
температуре. Для сравнения на рис. 2 пунктирной линией показана 
зависимость инкремента от угла распространения волны для колеба-
ний на границе между двумя полубесконечными областями плазмы 
при CS = 0. Легко видеть, что величина инкремента антисимметрич-
ного решения больше величины инкремента для случая двух полу-
бесконечных областей, причём для всех направлений волнового 
вектора.

Рис. 2. Зависимости нормированного на U0 f /a инкремента от угла θ при раз-
личных скоростях звука для антисимметричной (a) и симметричной (б) мод. 
Параметры плазмы одинаковы во всех трёх областях. Отношение альфвенов-
ской скорости к скорости потока выбрано следующим: VA /U0f = 0,316. Указа-
но отношение квадрата скорости звука к  квадрату скорости потока. Пун-
ктирной линией представлена зависимость инкремента от угла θ для случая 
двух полубесконечных областей плазмы при 2 2

0 0,001.S fC U =  Расчёты вы-
полнены для возмущения с нормированным на полуширину потока волно-

вым числом равным единице, ka = 1
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а

б
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Таким образом, результаты показывают, что поток конечной ши-
рины может быть неустойчив относительно антисимметричных коле-
баний с длиной волны порядка поперечного размера потока для про-
извольных направлений распространения колебаний при больших 
значениях звукового числа Маха, 

12 2 2
0M 4.S S fC U

-æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
= >

Анализ устойчивости системы в зависимости от модуля волново-
го числа при различных углах распространения показывает, что для 
углов меньше некоторого критического θcr неустойчивость разви-
вается в  ограниченном диапазоне длин волн. Для θ > θcr неустойчи-
выми оказываются сколь угодно короткие волны, что является след-
ствием отсутствия переходного слоя [Miura, Pritchett, 1982]. Значение 
критического угла при выбранных параметрах плазмы определяется 
тем, что для θ < θcr неустойчивость К‑Г на границе между двумя по-
лубесконечными областями плазмами не развивается.

В  п. 1.3 рассматривается случай, когда плазма имеет различные 
параметры по разные стороны от потока. В этом случае развитие неу-
стойчивости также возможно при больших числах Маха, причём вол-
ны, распространяющиеся под углом меньше критического, неустой-
чивы в  ограниченном диапазоне длин волн. В  разделе подробно 
рассматривается влияние величины отношения плотности плазмы 
с одной стороны от потока к плотности плазмы в потоке. Анализ за-
висимости инкремента неустойчивости от угла распространения при 
различных плотностях показывает, что с  уменьшением плотности 
инкремент падает для всех направлений распространения, однако 
для волновых векторов, направленных под небольшим углом к  ско-
рости потока, падение инкремента наибольшее. В плазме с конечной 
сжимаемостью изменение плотности приводит к  соответствующему 
изменению напряжённости магнитного поля, которое определяется 
непрерывностью полного давления на границе потока: 
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малых значениях ρ1 альфвеновская скорость в области 1 может стать 
достаточно большой, чтобы на границе выполнилось условие устой-
чивости 

1 0 .A Af fV V U+ >  Результаты вычисления инкремента для низ-
ких плотностей плазмы с одной стороны от потока показывают, что 
развитие неустойчивости в системе возможно, если условие устойчи-
вости выполнено на одной из границ потока и не выполнено на дру-
гой. В слабом магнитном поле неустойчивость может развиваться для 
произвольного направления волнового вектора. Однако при увеличе-
нии напряжённости магнитного поля и  приближении к  порогу 
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устойчивости колебания с  длинами волн больше ширины потока, 
распространяющиеся вдоль скорости потока и под небольшим углом 
к нему, полностью стабилизируются, однако возмущения с волновы-
ми векторами, направленными под большими углами к скорости по-
тока, остаются неустойчивыми.

Параграф 1.4 посвящён анализу структуры магнитного поля, свя-
занного с возмущением. В работе наглядно продемонстрировано, что 
для несжимаемой плазмы амплитуда колебаний монотонно падает при 
удалении от границы потока. В плазме с конечной температурой окру-
жающее пространство вовлекается в колебательное движение, и глу-
бина проникновения увеличивается с уменьшением скорости звука.

Во второй главе рассматривается устойчивость цилиндрически 
симметричного потока в  продольном магнитном поле. В  п. 2.1 под-
робно описана цилиндрическая модель ограниченного в  простран-
стве потока и  получено дисперсионное уравнение для случая, когда 
магнитное поле направлено вдоль скорости потока. Анализ устой-
чивости проводится в цилиндрической системе координат. На рис. 3 
представлена геометрия исследуемой системы. Пространство разде-
лено на две области: r > a и r < a, в каждой из которых плазма одно-
родна, но плотность плазмы, скорость звука и  напряжённость маг-
нитного поля в различных областях могут отличаться. Поток плазмы 
распространяется в  области r < a вдоль оси симметрии  Z со скоро-
стью U0, окружающая плазма покоится.

Очевидно, что для каждой из областей r > a и r < a линеаризован-
ная система МГД-уравнений (1)–(3) , так же как и следствие (4), вер-
ны при условии соответствующей замены дифференциальных опера-
торов в цилиндрической системе координат.

Рис. 3. Геометрия цилиндрической модели
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Введём новое обозначение для индекса  j из уравнения  (4): j = in 
для области r < a и  j = out для области r > a. Общее решение уравне-
ния  (4) для цилиндрической геометрии может быть выражено через 
модифицированные функции Бесселя первого и второго рода, I и K 
соответственно, от комплексного аргумента:
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где 4Aj j jV B πρº  — альфвеновская скорость; CSj — скорость ион-
ного звука; ρj  — равновесное значение плотности в  области  j; 

0 fkUω ωº   — безразмерная частота; Im — модифицированная функ-
ция Бесселя первого рода порядка m; Km — модифицированная функ-
ция Бесселя второго рода порядка m; С1 и C2 — некоторые постоян-
ные. Чтобы решение было ограниченным, в  области r < a следует 
выбрать C2 ≡ 0, а в области r > a — C1 ≡ 0. Дисперсионное уравнение 
для системы получаем из условий непрерывности полного давления 
и радиального смещения на границе r = a:
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В выражении (12) mK ¢  и  mI ¢  обозначают производные соответствую-
щих функций Бесселя по аргументу, волновые числа kz in, kz out и без-
размерные величины ρ, Ain, Aout выражаются следующим образом:

2 2

22 2
0 0

1 , 1 ,

, , .

z in z in z out z out

A in A out out out
in

in in

k k k k

V V
A A

U U

λ λ

ρ ρ
ρ

ρ ρ

üï= - = - ïïïïýïï= = = ïïïþ

� (13)

Уравнение (12) описывает малые колебания цилиндрического 
потока сжимаемой плазмы в продольном магнитном поле. С точно-
стью до  замены системы координат (12) эквивалентно дисперсион-
ным уравнениям, полученным в работах [Ershkovich, 1980; McKenzie, 
1970]. Как и в случае плоскопараллельного потока, в коротковолно-
вом пределе, kza → ∞, дисперсионное уравнение для цилиндриче-
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ского потока переходит в уравнение для колебаний на границе между 
двумя полубесконечными областями плазмы.

В  п. 2.2 подробно исследована устойчивость системы в  прибли-
жении несжимаемой плазмы. При CSj → ∞ уравнение (12) значитель-
но упрощается и  сводится к  квадратному уравнению на ω, которое 
имеет следующие решения:
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ния (14) можно получить условие абсолютной устойчивости:

0 .Ain AoutU V V< + � (15)
Обратим внимание, что соотношение (15) эквивалентно условию 

устойчивости ограниченного потока плазмы в  рамках трёхслойной 
плоскопараллельной модели (см.  работы [Uberoi, 1986; Буринская, 
2008]).

Детальный анализ решений (14) представлен в п. 2.2 в виде диа-
граммы устойчивости, которая позволяет определить, какого типа 
колебания могут развиваться в  системе при заданных значениях 
плотности плазмы и  напряжённости магнитного поля в  потоке и  в 
окружающем пространстве.

Параграф 2.3 посвящён исследованию влияния конечной скоро-
сти звука в плазме на устойчивость цилиндрического потока для слу-
чая, когда параметры плазмы в потоке и в окружающем пространстве 
одинаковы.

На рис. 4 представлены зависимости нормированного инкре-
мента от  нормированного волнового числа для различных значений 
отношения квадрата скорости ионного звука к скорости потока. Рас-
чёты проведены для четырёх различных значений порядка функций 
Бесселя  m: на рис. 4а представлены расчёты для m = 0, на рис. 4б  — 
для m = 1, на рис. 4в — для m = 2 и на рис. 4г для m = 3.

Сравнивая рис. 4a и б для мод m = 0 и m = 1, соответственно, лег-
ко видеть, что колебания с  m = 1 при малых скоростях звука 

2 2
0 0,25SC U <  имеют значительно больший инкремент, чем колеба-

ния с m = 0. Из данных рис. 4 видно, как и в случае плоскопараллель-
ного потока, для малых значений скорости звука неустойчивость раз-
вивается в  ограниченном диапазоне волновых чисел, причём 
наиболее неустойчивыми оказываются волны с  длиной больше или 
порядка поперечного размера потока.
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Таким образом, цилиндрический поток может быть неустойчив 
для больших значений звукового числа Маха M 2S   относительно 
длинноволновых колебаний.

Результаты расчётов, выполненных для мод m = 2 и  m = 3 
(см.  рис. 4в и  г соответственно), показывают, что при увеличении 
порядка m значение инкремента при заданном значении kza повы-
шается, а  область волновых чисел, при которых возможно развитие 
неустойчивости, расширяется в сторону больших значений волновых 
чисел, более коротких волн.

�

�
Рис. 4. Зависимости нормированного инкремента γ /(U0kz) от kza, построен-
ные для различных значений скорости ионного звука. Параметры плазмы 
в  потоке и  вне его одинаковы: VA in /U0 = VA out /U0 = 0,316; ρ = 1,0; 

2 2 2 2
0 0 ,S in S outC U C U=  величины квадратов отношения скорости звука к ско-

рости потока указаны около каждой зависимости. Расчёты выполнены для 
четырёх различных значений параметра m: рис. 4а — m = 0; рис. 4б — m = 14; 

рис. 4в — m = 2; рис. 4г — m = 3
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Учитывая, что в  нашей модели между потоком плазмы и  окру-
жающим пространством отсутствует переходной слой и  корректное 
описание коротких волн не представляется возможным, изучение ко-
лебаний с порядком m > 1 не проводится.

Отметим, что в  некоторых работах, например [Ershkovich, 1980; 
Grigorenko et al., 2010], приближение несжимаемой плазмы исполь-
зуется для описания устойчивости цилиндрического потока в сжима-
емой плазме относительно длинноволновых колебаний с  порядком 
m ≥ 1. Действительно, расчёты показывают, что при kza →  0 инкре-
менты для несжимаемой плазмы близки к  инкрементам для плазмы 
с  конечной скоростью звука, если m ≥ 1. Однако даже для kz a ≈ 0,5 
инкременты могут отличаться. В  п. 2.3 приведён пример, когда при 
низкой температуре максимальным инкрементом обладают волны, 
которые в  несжимаемом пределе были устойчивы. По  этой причи-
не пользоваться несжимаемым приближением для описания длин-
новолновых возмущений цилиндрического потока плазмы следует 
с большой осторожностью.

В  п. 2.4 приведён анализ устойчивости винтовой моды в  низко-
температурной плазме 0SC U  в зависимости от плотности окружа-
ющей плазмы. Наибольший интерес представляют именно колеба-
ния с  m = 1, так как только винтовая мода приводит к  смещению 
центра масс и искажению оси симметрии потока, закручиванию его 
по спирали как целого. Показано, что при уменьшении относитель-
ной плотности ρout / ρin инкремент длинноволновых колебаний пада-
ет, а  коротковолновых  — увеличивается, диапазон волновых чисел, 
при которых возможно развитие неустойчивости, расширяется в сто-
рону больших значений, и  длина волны, при которой достигается 
максимальный инкремент, уменьшается. При увеличении относи-
тельной плотности наблюдается обратный эффект: максимум зависи-
мости инкремента от  волнового числа смещается в  более длинные 
волны, а более короткие волны становятся устойчивыми. Для корот-
коволновых колебаний увеличение и уменьшение плотности не при-
водит к  изменению фазовой скорости, она остаётся равной альфве-
новской скорости в  потоке с  учётом доплеровского сдвига. На 
фазовой скорости длинноволновых колебаний изменение плотности 
сказывается существенным образом: чем больше значение относи-
тельной плотности, тем меньше фазовая скорость. Воспользовав-
шись приближением kz a → 0, можно оценить фазовую скорость 
длинноволновых колебаний 0 (1 ).ph out inV U ρ ρ+

В  п. 2.5 проведено исследование структур собственных мод не-
устойчивости К‑Г для цилиндрического потока. Результаты иссле-
дования свидетельствуют, что в  несжимаемой плазме возмущения 
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монотонно затухают при удалении от  границы потока. При учёте 
конечной скорости звука в системе затухание носит осцилляторный 
характер, причём, чем меньше скорость звука в  системе, тем боль-
шая область окружающего пространства вовлекается в  колебатель-
ное движение вместе с  потоком. Увеличение параметра m приводит 
к  формированию поверхностных колебаний, которые затухают бы-
стрее при удалении от потока, чем больше значение m.

В третьей главе исследуется нелинейная динамика развития не-
устойчивости К‑Г для потока плазмы, ограниченного в пространстве, 
в  рамках трёхслойной модели. Основным инструментом исследова-
ния нелинейной стадии развития неустойчивости К‑Г является чис-
ленное моделирование системы уравнений МГД [Frank et al., 1996; 
Min, 1997; Otto, Fairfield, 2000; Lai, Lyu, 2006]. В  п. 3.1 дан краткий 
обзор существующих и  широко используемых методик моделирова-
ния гидродинамической и  магнитогидродинамической систем урав-
нений.

В  п. 3.2 приведено описание исследуемой системы и  используе-
мого вычислительного метода. Схематически система представлена 
на рис. 5. Невозмущённый поток плазмы в центральной области ши-
риной 2a движется в положительном направлении со скоростью U/2, 
окружающая плазма движется в  противоположном направлении 
с той же скоростью.

С  точностью до  выбора системы отсчёта данная конфигурация 
эквивалентна распространению потока плазмы в положительном на-
правлении со скоростью U в ограниченной области.

Рис. 5. Схематическое изображение исследуемой системы



21

Магнитное поле однородно и направлено вдоль потока. Ширина 
переходной области между потоком и  окружающей плазмой состав-
ляет  2Δ. Изменение продольной скорости в  каждой из переходных 
областей описывается гиперболическим тангенсом. Аналитически 
распределение продольной скорости во всём пространстве может 
быть записано следующим образом:

0,5 tanh tanh 1 .x
z a z aV U

∆ ∆

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

+ -
= - -

Безразмерные переменные заданы таким образом, чтобы, двигаясь 
с  единичной скоростью, возмущение преодолевало расстояние рав-
ное единичной длине.

В  направлении  X, вдоль потока, заданы периодические гранич-
ные условия, по оси Z — граничные условия непроницаемой стенки, 
нулевой поток. В  области, близкой к  границе, на численное реше-
ние МГД-системы уравнений наложено сжимающее отображение, 
которое позволяет снизить амплитуду возмущений при отражении 
от  границ. Таким образом, численная сетка содержит центральную 
физически значимую область и  два прилегающих к  границе погло-
щающих слоя, где результат вычислений не описывает корректно по-
ведение системы. Изучение решений системы уравнений проводится 
только в физически значимой области. Если амплитуда возмущений 
в поглощающем слое или в непосредственной близости от него ока-
зывается сравнимой с амплитудой физически значимых возмущений 
в  центральной области, вычисление эволюции решения во времени 
прекращается.

Интегрирование системы производится конечно-разностным 
методом, гарантирующим монотонность решения на основе прин-
ципа коррекции потоков [Zalesak, 1979]. Для получения опорного 
монотонного решения, необходимого для реализации [Zalesak, 1979], 
используется приближённый метод [Harten, 1983]. Устойчивые не-
монотонные схемы высокого порядка строятся при помощи рекон-
струкции значений потока в  полуцелых точках [Harten et al., 1983] 
с использованием результатов [Colella, Woodward, 1984] для повыше-
ния точности шага по времени без применения методов Рунге-Кутты.

Параграф  3.3 посвящён исследованию развития периодических 
возмущений в  зависимости от  длины волны и  напряжённости маг-
нитного поля. Задавая периодическое начальное возмущение малой 
амплитуды, можно проводить исследования развития определённых 
собственных режимов колебаний системы. Анализ динамики раз-
вития решений при двух различных типах начального возмущения, 
симметричного и  антисимметричного, показал, что взаимодействие 
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границ потока оказывает слабое влияние на формирование вихре-
вых слоёв для осцилляций с длинами волн порядка ширины потока. 
Данный результат подтверждает предположения, сделанные в  рабо-
те [Min, 1997], что неустойчивость К‑Г для коротких волн развива-
ется на разных границах потока независимым образом. Однако раз-
личные начальные условия приводят к различным типам колебаний 
в  центральной области потока: при антисимметричном начальном 
возмущении на оси потока возникают колебания магнитного поля 
альфвеновского типа, при симметричном начальном возмущении 
центральная область потока остаётся неискажённой.

При возбуждении колебаний с длиной волны вдвое больше ши-
рины потока различия между динамикой развития симметричного 
и  антисимметричного начальных возмущений становятся значи-
тельными. При развитии симметричной моды вихри вытягиваются 
вдоль направления распространения потока, тогда как с  развитием 
антисимметричной моды вихри имеют примерно одинаковые раз-
меры в  продольном и  поперечном направлениях. Следует подчер-
кнуть, что в случае симметричного колебания даже для длинных волн 
существует определённая центральная область потока, которая со-
храняет крупномасштабную направленную компоненту скорости. 
Укрупнение вихрей для антисимметричного начального возмущения 
приводит к  тому, что в  вихревое движение вовлекается значительно 
большая область окружающей плазмы, чем для симметричного воз-
мущения, и увеличивается вероятность проникновения плазмы пото-
ка в окружающее пространство и наоборот.

Из работ, посвящённых исследованию развития неустойчивости 
К‑Г в  переходном слое между двумя полубесконечными областями, 
известно, что сильное продольное магнитное поле препятствует об-
разованию вихревой структуры [Frank et al., 1996]. Исследование раз-
вития неустойчивости в сильном магнитном поле для ограниченного 
в  пространстве потока также показывает, что вихри не  образуются. 
Однако при антисимметричном начальном возмущении возникают 
крупномасштабные искажения границ потока, которые на сильно 
нелинейной стадии приводят к  образованию узких струй плазмы из 
области потока в окружающее пространство.

В  п. 3.4 рассматривается вопрос о  формировании вихревой 
структуры при возбуждении неустойчивости ансамблем случайных 
отклонений, шумом. В  реальных условиях возмущения не  бывают 
строго периодическими, строго симметричными или антисимме-
тричными. Таким образом, чрезвычайно важным является вопрос 
о  развитии неустойчивости при возбуждении апериодическими воз-
мущениями.
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Первая часть п. 3.4 посвящена изучению формирования вихре-
вой структуры в  потоке плазмы, движущемся со скоростью близкой 
к  скорости звука CS /U0 ≈ 1. Исследование проведено в  зависимости 
от  отношения ширины переходного слоя между потоком и  окружа-
ющей плазмой и  поперечным размером потока. Показано, что для 
Δ /a = 0,15 на сильно нелинейной стадии образуются вихревые струк-
туры, расположенные асимметричным образом. В ходе ряда экспери-
ментов с различными случайными начальными отклонениями не вы-
явлено закономерности при образовании вихрей. Таким образом, для 
потока плазмы с шириной много больше размера переходной области 
между потоком и окружающей плазмой влияние границ потока друг 
на друга незначительно. Для узкого потока плазмы, Δ /a = 0,5, в ходе 
ряда вычислений установлено, что в системе развиваются преимуще-
ственно антисимметричные решения типа змейки, которые приводят 
к искажению потока как целого.

Ключевым фактором, влияющим на формирование вихревой 
структуры при развитии неустойчивости К‑Г в переходном слое меж-
ду областями полубесконечной плазмы является температура пото-
ка. Во второй части п. 3.4 проведён анализ численного решения для 
случая существенно сверхзвукового потока, MfS > 2. Исследования 
развития неустойчивости для случая двух полубесконечных областей 
показывают, что вихревая структура в  таком потоке не  формирует-
ся [Lai, Lyu, 2006]. Проведённые расчёты для случая ограниченного 
в пространстве потока, показывают, что развитие неустойчивости на 
сильно нелинейной стадии приводит к искажению потока как целого 
и образованию крупномасштабных вихрей.

На рис. 6 представлены силовые линии магнитного поля для 
двух последовательных моментов времени: t = 3200 (см.  рис. 6а) 
и  t = 4000 (см.  рис. 6б). Для удобства восприятия рисунок повторен 
дважды в  горизонтальном направлении, в котором заданы периоди-
ческие граничные условия. Расчёт выполнен для случая, когда плот-
ности плазмы в  потоке и  в окружающем пространстве одинаковы, 
при следующих значениях звукового числа Маха MS = 3,0 и альфве-
новского числа Маха MA ≡ U0 /VA = 10,0, где VA — альфвеновская ско-
рость, соответствующее число Маха для быстрого магнитного звука 
MfS ≈ 2,8 > 2. Отношение ширины переходной области к поперечно-
му размеру потока выбрано Δ / a = 0,1. В качестве начального возму-
щения использовался ансамбль случайных отклонений. На рис. 4а 
отчётливо видны области, где магнитные силовые линии, находя-
щиеся на краю потока (пунктирные линии), закручены. Эти области 
расположены строго антисимметричным образом, что свидетельству-
ет о развитии в системе антисимметричного колебания.
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На оси потока наблюдаются колебания магнитного поля аль-
фвеновского типа значительной амплитуды. С  развитием нелиней-
ной стадии неустойчивости К‑Г формируются вихревые структуры 
(см.  рис. 6б). Обратим внимание, что силовая линия, которая в  на-

а

б

Рис. 6 Силовые линии магнитного поля, построенные в  физически значи-
мой вычислительной области от некоторого начального ансамбля случайных 
возмущений для двух моментов времени: t = 3200 (а) и t = 4000 (б). Штриха-
ми обозначены магнитные линии, которые в начальный момент находились 
на границе потока, где продольная скорость обращается в нуль. Штрихпун-
ктирная линия соответствует магнитной линии, которая в  начальный мо-
мент времени проходила через центр потока. В  направлении  X, в  котором 
заданы периодические граничные условия, рисунок повторен дважды. Вы-
числения выполнены при следующих параметрах системы: a = 30; D = 3; 

D /a = 0,1; MS = 3,0; MA = 10,0



25

чальный момент проходила через центр потока (штрихпунктирная 
линия), искажена настолько сильно, что в некоторых областях удале-
на от своего начального положения более чем на полуширину потока. 
Таким образом, в холодной плазме для ограниченного в пространстве 
потока, вследствие влияния друг на друга границ потока, развивается 
антисимметричное решение даже для потока с шириной существен-
но больше размера переходной области, и формируются крупномас-
штабные вихри.

В заключении сформулированы положения, выносимые на защиту.
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