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статьи, вошедшие в настоящий сборник, основаны на докладах, представленных на 
расширенном семинаре «методы суперкомпьютерного моделирования», который прохо-
дил 1–3 марта 2014 г. в тарусе на базе гостиницы «Интеркосмос» Государственного бюд-
жетного учреждения науки Института космических исследований Российской академии 
наук (ИкИ Ран). Это очередной семинар из серии расширенных семинаров, посвящён-
ных вычислительным технологиям в естественных науках. на первом из них рассматри-
вались вопросы компьютерного моделирования актуальных задач физики и механики, 
его труды изданы в 2009 г. в выпуске 1 (труды семинара по вычислительным технологи-
ям в естественных науках. вып. 1. вычислительная физика / Под ред. Р. Р. назирова. м.: 
кду, 2009. 288 с.); второй был посвящён обсуждению физических и медицинских аспек-
тов исследования сложных нелинейных физических процессов в организме человека 
(методы нелинейного анализа в кардиологии и онкологии: Физические подходы и клини-
ческая практика. вып. 2 / Под ред. Р. Р. назирова. м.: кду, 2010. 206 с.); на третьем об-
суждались проблемы компьютерного моделирования задач биологии и химии (труды се-
минара по вычислительным технологиям в естественных науках. вып. 3. вычислительная 
химия и биология / Под ред. Р. Р. назирова, л. н. Щура. м.: кду, 2010. 118 c.); на чет-
вёртом — проблемы технического зрения (техническое зрение в системах управления мо-
бильными объектами-2010: труды научно-технической конференции-семинара. вып. 4. 
/ Под ред. Р. Р. назирова. м.: кду, 2011, 328 с.). на пятом семинаре обсуждались во-
просы моделирования событий глобальных масштабов (труды семинара по вычисли-
тельным технологиям в естественных науках. системы глобального масштаба / Под ред. 
Р. Р. назирова, л. н. Щура. м.: ИкИ Ран, 2011, 148 c.). Шестой семинар был посвящён 
исследованиям в области перспективных компьютерных систем с акцентом на обсужде-
нии концептуальных подходов, разработке новых методов и устройств (вычислительные 
технологии в естественных науках. Перспективные компьютерные системы: устройства, 
методы и концепции / Под ред. Р. Р. назирова, л. н. Щура. м.: ИкИ Ран, 2011, 192 c.). 
на седьмом семинаре обсуждались алгоритмы и методы в области вычислительной фи-
зики, причём особый акцент делался на обсуждении полученных новых физических ре-
зультатов. материалы этого семинара можно найти на страницах семинара http://www.iki.
rssi.ru/seminar/. восьмой семинар получил название «Инфокоммуникационные техноло-
гии в научных исследованиях» и его материалы были изданы в двойном номере журнала 
«Информационное общество» (вып. 1-2, 2013). важная особенность проводимых нами 
расширенных семинаров состоит в привлечении молодёжи к активному участию в каче-
стве докладчиков. как правило, более половины докладов делаются молодыми исследова-
телями. семинар поддержан грантом Российского научного фонда (РнФ) (проект № 14-
21-00158) «Разработка алгоритмов и методов для задач математического моделирования на 
суперкомпьютерных системах, включая гибридные».
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МатеМатическое Моделирование на суПеркоМПьютерах 
(вМесто Предисловия)

читателю предлагаются избранные статьи, написанные на основе пригла-
шённых докладов на очередном, 9-м, расширенном семинаре по вычисли-
тельным методам в естествознании. семинар под названием «методы супер-
компьютерного моделирования» был проведён 1–3 октября 2014 г. на базе 
гостиницы «Интеркосмос» в тарусе Института космических исследований 
Российской академии наук (ИкИ Ран) и был посвящён методам и практи-
ке разработки и применения методов моделирования на суперкомпьютерах 
для решения задач в различных областях естественных наук, а также вопро-
сам применения новых информационных и телекоммуникационных техно-
логий при проведении исследований в области естественных наук. особое 
внимание было уделено новым разработкам, идеям и методам, а также ярким 
результатам, добиться которых без применения современных методов прове-
дения моделирования и без использования новых информационных и теле-
коммуникационных технологий было бы затруднительно или невозможно.

особенность проводимых нами научных семинаров состоит в активном 
участии молодых научных сотрудников и аспирантов, число которых состав-
ляет примерно половину участников. также в его рамках проводились науч-
но-учебные семинары с приглашёнными студентами, которые делают первые 
шаги в научных исследованиях по тематике семинара. Проведение семина-
ра поддержано Российским научным фондом (РнФ) (проект № 14-21-00158 
«Разработка алгоритмов и методов для задач математического моделирова-
ния на суперкомпьютерных системах, включая гибридные», руководитель 
Щур л. н.).

Представленные на семинаре доклады были разбиты на пять секций: вы-
числительная физика (восемь докладов); математическое моделирование (че-
тыре доклада); информационные системы для науки (пять докладов); методы 
и алгоритмы (два доклада); гибридные вычисления (три доклада).

научная программа конференции открылась секцией «вычислительная 
физика», на которой моисеенко сергей Григорьевич (ИкИ Ран, москва) 
представил доклад «моделирование магниторотационных процессов в кол-
лапсирующих сверхновых и развитие магнито-дифференциально-рота-
ционной неустойчивости» [8]. особое внимание докладчик уделил методу 
вычислений с перестройкой расчётной сетки с учётом локального выпол-
нения законов сохранения. в докладе дружинина олега александровича 
(Институт прикладной физики Российской академии наук (ИПФ Ран), 
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нижний новгород) «Прямое численное моделирование турбулентного воз-
душного потока над взволнованной водной поверхностью» [9] представлен 
развитый автором подход к проблеме с интересным граничным условием 
в виде периодической поверхности воды, а также результаты моделирова-
ния. в докладе Бараша льва Юрьевича (Институт теоретической физики им. 
л. д. ландау Российской академии наук (ИтФ Ран), научный центр Ран 
в черноголовке) «Эффективная проводимость двумерных замощений пло-
скости: сравнение аналитических и численных результатов» [10] был изло-
жен метод вычисления проводимости композитных систем, основанный на 
решении соответствующих дифференциальных уравнений на проводимость. 
на основе метода были проведены вычисления для тех случаев, которые ис-
следовались ранее аналитически. доклад сатанина аркадия михайловича 
(нижегородский государственный университет им. н. И. лобачевского, 
г. нижний новгород) «динамика туннелирования ландау-Зинера» [11] 
была изложена теория амплитудной спектроскопии. в докладе Щура льва 
николаевича (ИтФ Ран, научный центр Ран в черноголовке) «алгоритм 
ванга-ландау: случайное блуждание по спектру энергии и эффективная па-
раллелизация» [12] обсуждались тонкости алгоритма вычисления плотности 
состояний в спектре энергии спиновых систем. меньшутин антон Юрьевич 
(ИтФ Ран, научный центр Ран в черноголовке) «многомерное обобщение 
модели DLA» [13] изложил пути расширения построенного ранее алгорит-
ма моделирования структур роста на большие размерности. доклад муняева 
вячеслава олеговича (нижегородский государственный университет им. 
н. И. лобачевского (ннГу)) «Генерация субгармоник в квантовых джозеф-
соновских цепях» [14] был посвящён резонансным состояниям в джозеф-
соновских цепях, в частности, была предложена схема интерференции в три 
канала. Бобков сергей алексеевич (национальный исследовательский центр 
(нИЦ) «курчатовский институт», москва) представил доклад «методы 
классификации дифракционных изображений для эксперимента XFEL» 
[15], в котором обсуждались алгоритмы обработки экспериментальных диф-
ракционных изображений: эти изображения будут получать на строящей-
ся в Германии установке по генерации монохроматического рентгеновского 
пучка.

секцию «математическое моделирование» открыл доклад Глызина 
сергея дмитриевича (Ярославский государственный университет им. 
П. Г. демидова (ЯрГу), научный центр Ран в черноголовке) «численные 
методы оценки ляпуновских экспонент и ляпуновской размерности аттрак-
тора уравнения «реакция-диффузия» в гантелеобразной области» [16]. его 
молодой коллега алешин сергей владимирович (ЯрГу, научный центр 
Ран в черноголовке) изложил в докладе «Параллельные алгоритмы в за-
даче об оценке инвариантных числовых показателей аттракторов систем 
дифференциальных уравнений с запаздыванием» [17] эвристические ме-
тоды оценки ляпуновских показателей для систем с запаздыванием. два 
других доклада секции были посвящены практическим задачам. ноздрин 
дмитрий алексеевич (национальный исследовательский университет 
высшая школа экономики (нИу вШЭ), москва) в докладе «алгоритм 
управления распределением потоков мощностей в замкнутой энергосисте-
ме электросети» [18] подробно изложил методы оптимизации электросило-
вых систем, а меньшутин антон Юрьевич (ИтФ Ран, научный центр Ран 
в черноголовке) «анализ больших данных сотовых операторов» [19] предло-
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жил использование анонимизированных данных сотовых операторов для оп-
тимизации транспортных потоков.

секция «Информационные системы для науки» открылась докладом 
долгова Бориса вячеславовича (академинформ, москва) «Использование 
IT-технологий и инфраструктур для агрегации научной информации. опыт 
канады, нидерландов, Германии» [20], в котором были изложены прин-
ципы мониторинга научных сетей с целью оптимизации инфраструктуры 
для научной информации. доклад карбачинского Игоря олеговича (нИу 
вШЭ) «Проблемы построения систем защиты от спама в Интернете» [21] 
изложил способы анализа потоков данных из сети Интернет для построе-
ния эффективной системы защиты информации. доклад Зензинова андрея 
александровича (московский государственный университет (мГу) имени 
м. в. ломоносова) «Гибридный подход к моделированию средств обеспече-
ния информационной безопасности Grid/Cloud-систем» [22] был посвящён 
построению систем имитационного моделирования узлов компьютерных си-
стем и анализу её устойчивости к неправомерным действиям. климов Павел 
алексеевич (вычислительный центр им. а. а. дородницына Российской ака-
демии наук (вЦ Ран), москва) представил доклад «организация эффектив-
ного сетевого доступа к ресурсам дата-центра в распределённой инфоком-
муникационной инфраструктуре» [23]. Роганов владимир александрович 
(мГу) в докладе «динамическое распараллеливание программ: новые архи-
тектуры, методы и приложения» [24] поделился опытом динамического рас-
параллеливания программ.

небольшая, но важная и интересная секция «методы и алгорит-
мы» состояла из двух докладов. Панкратова маргарита александровна 
(нижегородский государственный университет им. н. И. лобачевского 
(ннГу)) в докладе «архитектурно-зависимая декомпозиция в методиках 
суперкомпьютерного моделирования» [25] изложила итерационный метод 
для решения задачи оптимизации декомпозиции параллельных расчётов. 
кривчиков максим александрович (мГу) представил доклад «к формальной 
верификации программных комплексов суперкомпьютерного моделирования 
с использованием предметно-ориентированных языков» [26].

внимание слушателей была повышенным в ходе работы секции 
«Гибридные вычисления», на котором было представлено три доклада. в до-
кладе «Использование Multi-GPU для многомерного численного интегриро-
вания методом монте-карло» [27] Бараш лев Юрьевич (ИтФ Ран, научный 
центр Ран в черноголовке) изложил результаты тестирования разработан-
ного программного обеспечения для классической задачи численного ин-
тегрирования методом монте-карло, которые показали хорошую масшта-
бируемость метода вплоть до доступного числа графических узлов на отече-
ственном суперкомпьютере «ломоносов». Глызин дмитрий сергеевич (ЯрГу, 
научный центр Ран в черноголовке) в докладе «Использование гибридных 
кластерных вычислений в численном решении задачи о фазовом переходе» 
[28] представил подход для моделирования процессов переноса тепла при 
строительстве фундаментов сооружений в условиях многолетней мерзлоты. 
демидов денис евгеньевич (казанский филиал межведомственного супер-
компьютерного центра Российской академии наук (казФ мсЦ Ран)) в до-
кладе «Реализация генератора вычислительных ядер OpenCL/CUDA в библи-
отеке VexCL» [29] представил разработанную им библиотеку для оптимиза-
ции программирования на языке OpenCL.
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особое событие семинара – это двухчасовые воспоминания академика 
Исаака марковича халатникова, в которых он рассказывал о жизни и судьбе 
своего учителя, величайшего физика-теоретика, лауреата нобелевской пре-
мии по физике, академика льва давидовича ландау. Исаак маркович, из-
вестный физик-теоретик, которому 17 октября 2014 г. исполнилось 95 лет, 
был ближайшим учеником и соратником ландау. воспоминания халатнико-
ва поражали точностью дат, имён и чёткостью оценок. одна из участниц се-
минара заметила, что никогда и не мечтала встретить современника легендар-
ного ландау. мы планируем издать воспоминания академика халатникова 
отдельно, после завершения работы по переводу аудиоматериала в тексто-
вый [30].

мультимедийные версии докладов можно найти по ссылке [31].
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оценка инвариантных чиСловых показателей аттракторов 
СиСтем дифференциальных уравнений С  запаздыванием
С. В. Алешин
ярославский государственный университет им. П. г. демидова  
(яргу им. П. г. демидова)
научный центр ран в черноголовке

среди инвариантных характеристик динамических систем большую роль играют 
ляпуновские показатели и ляпуновская размерность. анализ спектра показателей 
ляпунова широко применяется для исследования сложной динамики в системах 
обыкновенных дифференциальных уравнений и в моделях, сводящихся к отображе-
ниям. в конечномерном случае, по теореме оселедеца, линеаризованная на аттрак-
торе система обыкновенных дифференциальных уравнений всегда является правиль-
ной по ляпунову, и, тем самым, верхний предел может быть заменён обычным, что 
позволяет эффективно вычислять показатели ляпунова. в статье рассматривается 
вопрос вычисления показателей ляпунова для систем дифференциальных уравне-
ний с запаздывающим аргументом, для которого данная теорема, вообще говоря, 
не работает. Приводятся результаты тестирования разработанного алгоритма для 
уравнения хатчинсона. отмечено хорошее совпадение результатов численного мо-
делирования с утверждениями аналитического плана. Иллюстрируется применение 
алгоритма к некоторым задачам. в частности, рассматривается система уравнений 
ланга-кобаяши на возможность получения режима гиперхаоса.

Исследование выполнено при поддержке Российского научного фонда (РнФ) 
(проект № 14-21-00158).

Ключевые слова: показатели ляпунова, системы дифференциальных уравнений 
с запаздывающим аргументом, уравнение хатчинсона, модель ланга-кобаяши.

введение

определение показателей ляпунова можно найти в книге Б. Ф. Былова и др. 
(1966). для линейной системы из n уравнений, записанной в векторной 
форме,

d ( ) ,
d
x A t x
t
=  (1)

где nx Î  — вектор действительных чисел длины n, а A(t) — n×n матрица, по-
казатель решения определяется формулой

1lim ln ( ) .
t

x t
t

χ
¥

=
→

случаи, когда показатели удаётся найти аналитически, исключитель-
но редки. для вычисления старшего показателя обычно применяют метод 
Бенеттина [Benettin et al., 1980]. дальнейшее развитие данный метод полу-
чил в работе [Wolf et al., 1985]. в ней в вычислительный алгоритм авторы до-
бавили перенормировку начальных условий по алгоритму Грамма-Шмита 
[Гантмахер, 1966], что позволило вычислять спектр показателей ляпунова.
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в конечномерном случае, по теореме оселедеца [оселедец, 1968], ли-
неаризованная на аттракторе система вида (1) всегда является правильной 
по ляпунову, и, тем самым, верхний предел может быть заменён на обычный, 
что позволяет эффективно вычислять показатели ляпунова. в случае уравне-
ний с запаздывающим аргументом и краевых задач такую теорему доказать 
не удаётся. Поэтому при разработке алгоритмов вычисления ляпуновских 
экспонент важно иметь модельное уравнение с запаздыванием, для которого 
спектр этих экспонент может быть вычислен каким-либо другим способом. 
наличие такой задачи позволяет протестировать разработанный алгоритм 
и убедиться в его работоспособности.

в настоящей статье описывается расширение стандартного алгоритма для 
вычисления нескольких первых показателей ляпунова для систем дифферен-
циальных уравнений с запаздывающим аргументом вида:

( )d , ( ), ( ) ,
d
x F t x t x t
t

τ= -

где F (t, x(t), x(t – τ)) — достаточно гладкая функция.
Приводятся результаты тестирования указанного алгоритма на примере 

уравнения хатчинсона [Hutchinson, 1948]. Иллюстрируется применение раз-
работанного алгоритма для вычисления спектра ляпуновских экспонент си-
стемы ланга-кобаяши [Глазков, 2008].

оцениваемые инвариантные характеристики отображений не являют-
ся в строгом смысле именно показателями ляпунова. но для случая равно-
весия в уравнении хатчинсона, как будет показано ниже, получены результа-
ты, иллюстрирующие «близость» оцениваемых характеристик и ляпуновских 
экспонент.

алгоритМ Построения сПектра Показателей ляПунова  
для систеМ диФФеренциальных уравнений  
с заПаздываюЩиМ аргуМентоМ

опишем алгоритм получения первых K показателей ляпунова для систем 
дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом следующего 
вида:

( )0
0 0( )

d
, , ,(

d
)

x
F t x x t

t
t τ= -  (2)

где для 0 ) ;( Jtt x" Î  J — размерность системы.
в качестве фазового пространства примем пространство непрерывных на 

отрезке [–τ, 0] функций в ,J  а именно ,[ .;]0 JC τ
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø- 

для решения системы (2) численными методами требуется перейти от не-
прерывного времени к дискретному. для этого выберем N + 1 ≥ K точек, с по-
мощью которых разобьём отрезок длины τ на N равных частей. длина каждой 
части будет равна δ = τ/N.

в качестве численного метода для решения системы (2) с начальными 
условиями

0 0 0,  [ , 0],   ( ) ( ) ( ) Jx f fφ φ φ τ φ= Î - Î  (3)
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выберем метод дормана-Принса восьмого порядка (DOPRI853) [Hairer et al., 
2008] с постоянным шагом (в качестве длины шага выберем δ).

Будем решать данную систему (2) с соответствующим начальным услови-
ем (3) выбранным методом до момента времени θ — времени достаточного 
приближения траектории решения к аттрактору. При этом на промежутке 
t ∈ [θ – τ, θ] получим решение 0

0 ( ) ,Jtx Î  которое в дальнейшем будет высту-
пать в качестве начального условия. Используя его, получим решение 

( ) ,Jtx* Î  на котором будем оценивать ляпуновские показатели.
дополним систему уравнений (3) с начальным условием 0

0 ( )x t  следующи-
ми K идентичными системами

,( ) ( ) ( )ii ix t tAx Bx t τ= + -  (4)
где

{ };ijA a=  
( ), ,

(
;

( ) ( )
)

i
ij

j

F t x x t
a

x

t

t

τ* *¶ -
=

¶
 { };ijB b= , 

( ), ( ) ( )
(

,
;

)
i

ij
j

F t x xt t
b

x t

τ

τ
* *¶ -

=
¶ -

1, , ,i K= ¼  1, , ;j J= ¼

( ) 1 1 1

1 1

, , , , , , , ,( ) ( )
, ,

, , ,
( ) ( )

( ) ( ) .
( ( ) ( ) ( ) ), , (,

T

j J

J j J

F t x x x t x t
F t x x t

F t x

t

x x t x t

t
t

t t

τ τ
τ

τ τ

æ öæ ö ÷ç ÷ç ÷÷ç ç ÷÷çç è ø ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç* * ÷ç ÷ç ÷çè ø

¼ - ¼ - ¼
- =

¼ - ¼ -

они представляют собой линеаризованные на решении ( )x t*  системы 
уравнений (2). для каждого уравнения из K×J уравнений системы

0
, ( ) ,i j

KJx
N

φ =  (5)

при 
( 1) ( )( ) ,( ) ,N iJ j N iJ j

KJ KJ
φ θ τ θ τ

é ù+ - +ê úÎ - + - +ê úë û
 i = 1, …, K, j = 1, …, J и 

0
, ( 0)i jx φ =  (6)

— в противоположном случае.
таким образом:
1) евклидова норма начального условия i-й системы уравнений из (4) 

равна единице:

( )0 2
, ,

0 1
1 , 1, , ;

N J

i i j k
k j

x t x i K
= =

= = = ¼åå  (7)

2) скалярное произведение начального условия i-й системы уравнений 
на s-ю равно нулю :i s¹

0 0 2 2
, , , , ,

0 1
( ), ,

N J

i s i j k s j k i s
k j

x x x xt δ
æ ö÷ç

= =

÷ç ÷ç ÷çè ø
= =åå  (8)

где δi,s — символ кронекера; 2
, ,i j kx  — квадрат значения функции 0

, ( )i jx φ  в точ-
ке (θ – 1) + kN/K + vN/(KJ), k = 1, …, N, v = 1, …, J.

Решая совместно систему (2) с начальным условием 0
0 0( ) ( )x xφ φ=  и си-

стемы уравнений (4) с начальными условиями (5), (6) (φ ∈ [θ – τ, θ] на проме-



13

оценка инвариантных числовых показателей аттракторов систем дифференциальных уравнений…

жутке t ∈ [θ, θ + T] получаем для каждой из систем решения 1( )  J
i tx Î  

(i = 0, …, K).
учитывая, что величины k

ix  ведут себя экспоненциальным образом, не-
обходимо время от времени их перенормировывать. отметим, что проблему 
представляет как неограниченный рост, так и стремление решения к нулю. 
выбор времени перенормировки T можно осуществлять двумя различными 
способами: через равные промежутки времени или динамически [Глызин, 
2007].

далее на промежутке t ∈ [θ + T – τ, θ + T] ортонормируем полученные 
решения 1( ),ix t  i = 1, …, K + 1 методом Грама-Шмидта [Гантмахер, 1966]. При 
этом после процедуры ортогонализации и до начала процедуры нормирова-
ния вычисляем и запоминаем величины

1 1 ( ).i x tξ = орт  (9)
Затем повторно решаем систему (2), (4), где в качестве начальных усло-

вий используем полученные ортонормированные решения.
Посчитав

1lim , 1, , 1,
M k

ik
i M

i K
TM

ξ
λ =

¥
= = ¼ +

å
→

 (10)

получаем оценку показателей ляпунова.
Перейдём к результатам тестирования алгоритма.

результаты тестирования Приведённого алгоритМа  
на ПриМере уравнения хатчинсона

Подробные результаты тестирования алгоритма приведены в работе [алешин, 
2012]. Повторим кратко основные результаты. вычислительные эксперимен-
ты проводились для уравнения хатчинсона, динамика которого была ранее 
изучена в работе [Глызин, 2007]. оно имеет следующий вид:

( )0 00 1 1( ,( ))rx xx t t= - -  (11)
где r > 0.

ненулевые решения уравнения (11) асимптотически устойчивы при 

0,
2

r πé ù
ê úÎ ê úë û

, причём, при 1 0,r e-é ùÎê úë û  монотонно, а при 1,
2

r e π-é ù
ê úÎ ê úë û

 решение стре-

мится к единице колебательным образом. в этом случае показатели ляпунова 
для уравнения хатчинсона совпадают с действительными частями решений 
следующей системы уравнений:

cos 0,
sin 0.

r e

r e

τ

τ

τ ω

ω ω

-

-

ìï + =ïïíï + =ïïî
 (12)

действительные части τi решения данной системы при r, равных 1,5 и 1,0, 
представлены во вторых столбцах табл. 1 и 2. Будем называть их эталонными 
значениями.
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для уравнения (11) линеаризованные уравнения имеют следующий вид:

( )0 0( ( ) ( ) ( ).1 1) 1i iix tr x t x rx x tt= - - - -  (13)
для всех опытов использовались следующие параметры:
•	 количество	вычисляемых	показателей	Ляпунова	K = 10;
•	 время	выхода	на	аттрактор	θ	=	150;	
•	 время	перенормировки	вектора	начальных	условий	T = 4;
•	 количество	пересчётов	показателей	Ляпунова	M = 5000; 
•	 начальное	условие	x0(φ) = 1/2 sin φ + 1, где φ ∈ [–1, 0].

Таблица 1. Первые десять показателей ляпунова для уравнения  
хатчинсона при R = 1,5 и их разность с эталонными значениями

i τi λi σi

1 –0,0328 –0,0331 0,0003
2 –0,0328 –0,0332 0,0004
3 –1,6509 –1,6521 0,0012
4 –1,6509 –1,6521 0,0012
5 –2,2447 –2,2462 0,0015
6 –2,2447 –2,2462 0,0015
7 –2,6130 –2,6145 0,0015
8 –2,6130 –2,6145 0,0015
9 –2,8811 –2,8827 0,0016

10 –2,8811 –2,8827 0,0016

Таблица 2. Первые десять показателей ляпунова для уравнения  
хатчинсона при R = 1 и их разность с эталонными значениями

i τi λi σi

1 –0,3181 –0,3186 0,0005
2 –0,3181 –0,3187 0,0006
3 –2,0623 –2,0637 0,0014
4 –2,0623 –2,0637 0,0014
5 –2,6532 –2,6548 0,0016
6 –2,6532 –2,6548 0,0016
7 –3,0202 –3,0219 0,0017
8 –3,0202 –3,0219 0,0017
9 –3,2878 –3,2895 0,0017

10 –3,2878 –3,2895 0,0017

Перейдём к результатам численного моделирования.

результаты численного Моделирования

численное моделирование проводилось для системы уравнений ланга-
кобаяши [Глазков, 2008] динамики полупроводникового лазера, учитываю-
щей воздействие отражённого излучения на резонатор:
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0( )

2

d  (1 ) e ( ),
d
d  (1 ) ,
d

i tE v i EZ E t h
t
Z Q Z Z E
y

ω ωα γ -ìïï = + + -ïïïíïï = - - +ïïïî

 (14)

где E(t) — комплексная амплитуда электрического поля; Z(t) — инверсия но-
сителей, γ > 0 — интенсивность внешнего излучения; ω и ω0 — оптические 
частоты задающего и синхронизируемого лазера соответственно; Q — превы-
шение током накачки первой пороговой величины; v — отношение времени 
затухания инверсии носителей и инверсии фотонов в резонаторе; α — коэф-
фициент уширения линии, отвечающий за нелинейное взаимодействие меж-
ду амплитудой и фазой поля.

для проведения вычислений перепишем систему уравнений (14) относи-
тельно вещественной и мнимой частей, и делая замену E(t) = E(t) eiωt, полагая 
E = x0 + iy0, имеем

( ) ( )

( ) ( )

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0
2 2

0 0 0 0 0

cos ( ) sin ( ) ;

cos ( ) sin ( ) ;

(1 ) .

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

x y vz x y

x t h h y t h y t h h

y x vz y x

y t h h x t h h

z Q z z x y

ω α

γ ω ω ω ω

ω α

γ ω ω ω ω

æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

ìï =- + - +ïïï é ùï + - - - - - - -ê úï ë ûïïï = + + +íïï é ùï + - - + - -ê úï ë ûïïï = - - - +ïïî







 (15)

линеаризованная на решениях , , ,, ,i i ix y z* * *  система уравнений ланга-
кобаяши имеет следующий вид:

( ) ( )

( ) ( )

0 0 0 0

0 0

0 0 0 0

0 0

2 2
0 0 0 0 0 0

cos ( ) sin ( ) ;

sin (

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) cos ( ) ;

 2(1 ) 2(1 )

) (

1

)

i i i i

i i

i i i i

i i

i i i i

x vz x y vz vz x y

h x t h y t h h

y vz y x vz vz y x

x t h h y t h h

z z x x z y y z x y

α ω α

γ ω ω ω ω

α ω α

γ ω ω ω ω

æçççè

= - + + - +
é ù+ - - - - -ê úë û

= + + + - +
é ù+ - - + - -ê úë û

=- + + + + + +





 .æ öö÷ç ÷÷÷ç ÷÷÷ç øè ø

ìïïïïïïïïïíïïïïïïïïïî

 (16)

на рисунке изображена зависимость первых пяти показателей ляпунова 
от параметра α. его значения изменялись в промежутке от 11 до 19. красной 
линией нанесён график старшего показателя ляпунова (λ1). остальные по-
казатели, занумерованные в порядке возрастания (сверху вниз), изображены 
кривыми, нанесёнными, соответственно, зелёной, синей, фиолетовой и голу-
бой линиями.

При значениях параметра α от 11 до 12 старший показатель ляпунова си-
стемы ланга-кобаяши положительный, второй и третий — близки к нулю, 
третий и четвёртый — отрицательны. на этом промежутке установлен хаоти-
ческий колебательный режим.

на промежутке от 12 до 12,6 хаотические колебания многократно сме-
няются периодическими, что видно из резких провалов значений старшей 
ляпуновской экспоненты до нуля. далее при росте значений α до 14,7, как 
и в первом случае, есть один положительный показатель, два нулевых и два 
отрицательных.
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на промежутке от 14,7 до 17,46 присутствуют два положительных, два ну-
левых и один отрицательный показатель. наличие двух положительных пока-
зателей ляпунова указывает на появление режима гиперхаоса [Kaplan, Yorke, 
1979].

далее, при α от 17,46 до 17,5 находится промежуток, на котором хаотиче-
ский режим сменяется периодическим, но при дальнейшем росте параметра 
вновь возвращается режим гиперхаоса.

заключение

в статье рассмотрен вопрос вычисления показателей ляпунова для систем 
дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом. описан алго-
ритм получения нескольких первых ляпуновских экспонент. Приведён те-
стовый пример. Исследована система уравнений ланга-кобаяши на возмож-
ность получения режима гиперхаоса.
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Эффективная проводимоСть двумерных  
замощений плоСкоСти: Сравнение  
аналитичеСких и  чиСленных результатов
Л. Ю. Бараш, И. М. Халатников
институт теоретической физики им. л. д. ландау российской академии наук  
(итФ ран), научный центр ран в черноголовке

Представлен численный метод для получения эффективной проводимости двумерных 
замощений плоскости многоугольниками. для периодических структур используется 
сеточный метод с релаксацией для решения уравнения лапласа с соответствующими 
условиями сшивки на границах между областями компонент с разными проводимо-
стями и с соответствующими периодическими граничными условиями. метод по-
зволяет определить эффективную проводимость с высокой точностью как в области 
применимости теории возмущений, так и в случаях, когда проводимости компонент 
существенно различны. Полученные результаты хорошо согласуются с имеющимися 
аналитическими результатами.

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (РнФ) (проект 
№ 14-21-00158).

Ключевые слова: композитные материалы, эффективная проводимость, теория 
макроскопически неоднородных сред, уравнение лапласа.

введение

теория проводимости макроскопически неупорядоченных сред насчитывает 
более ста лет, её возникновение связано с именами максвелла и Рэлея 
[Rayleigh, 1892]. в первых теоретических работах были рассмотрены слабоне-
однородные среды и системы с малой концентрацией включений сфериче-
ской формы (см., напр., [ландау, лифшиц, 2005]). в дальнейшем для вычис-
ления проводимости были предложены различные приближённые аналитиче-
ские подходы, наиболее удачным из которых является теория эффективной 
среды Брюггемана (см, напр., обзор [Kirkpatrick, 1973]). Значительный инте-
рес к таким системам также связан с изучением фазового перехода металл-ди-
электрик по концентрации включений [Efros, Shklovskii, 1976]. в двумерном 
случае для проводимости бинарных систем был получен ряд важных точных 
аналитических результатов, таких как соотношение взаимности [дыхне, 1970; 
Keller, 1964]. Из соотношения взаимности следует, что для случайно-неодно-
родной двумерной среды с равными концентрациями компонент (а также для 
системы со структурой шахматной доски) эффективная проводимость равна 
среднему геометрическому из проводимостей компонент. двумерные случай-
ные системы и периодические решётки относятся к одному классу универ-

Бараш лев Юрьевич — младший научный сотрудник ИтФ им. л. д. ландау Ран, научный 
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сальности вблизи точки фазового перехода [дыхне, 1970; емец, 1989]. 
аналитическое решение задачи о проводимости было также найдено для ряда 
двумерных двоякопериодических систем, в основном, с диэлектрическими 
или идеальнопроводящими включениями [емец, 1986]. для структуры шах-
матной доски известна точная зависимость эффективной проводимости 
от параметра 2 1h σ σ=  (здесь σ1 и σ2 — проводимости компонент компози-
та), а также асимптотика электрического поля рядом с углами решётки, при-
водящая к нарушению линейного режима протекания тока при небольших 
значениях h [дыхне, 1970; емец, 1989; сатанин и др., 1996]. Имеется весьма 
обширная литература, посвящённая нахождению различных приближений 
для эффективной проводимости для гетерогенных систем (см., напр., 
[Torquato, 2002]). отметим также развитие метода двухточечных корреляци-
онных функций для определения эффективной проводимости стохастических 
систем [Li et al., 2006], успешные применения математических методов из те-
ории случайных блужданий для определения эффективной проводимости 
стохастических систем [Fel, Khanin, 2002]. в последние 10 лет теория эффек-
тивной проводимости активно применяется для исследования задач нанотех-
нологий: для определения эффективной проводимости композитных матери-
алов с углеродными нанотрубками, с графеновыми нанолистами, для нахож-
дения эффективной теплопроводности коллоидных наножидкостей и во 
многих других исследованиях [Bagchi, Nomura, 2006; Prasher, 2006; Xie et al., 
2008].

в 2000 г. была разработана диаграммная техника, на основе которой были 
получены эффективные проводимости двумерных композитных систем в слу-
чаях, когда различие в проводимостях компонент композита мало по срав-
нению с самими проводимостями [Khalatnikov, Kamenshchik, 2000]. в насто-
ящей работе представлен численный метод, который позволяет определить 
эффективную проводимость с высокой точностью как в области примени-
мости теории возмущений, так и в случаях, когда проводимости компонент 
существенно различны. ниже проведено тестирование развитого подхода для 
двумерной структуры шахматной доски с двухцветными и трёхцветными рас-
красками и сравнение с имеющимися аналитическими результатами. в даль-
нейшем планируется рассмотрение более сложных систем.

Метод численного оПределения  
эФФективной ПроводиМости

Закон ома для изотропной среды имеет вид  .σ φ=-j Ñ  для стационарного 
распределения токов имеет место уравнение непрерывности div j = 0. 
следовательно, ln 0.∆φ σ φ+ × =Ñ Ñ  Представим потенциал φ в виде 
φ = –E·r + ψ(x, y), где среднее поле ,φ=-E Ñ  т. е. 0.ψ =Ñ  угловые скоб-
ки обозначают здесь усреднение по всей плоскости. Итак, получаем уравне-
ние для величины ψ(x, y):

ln ( ) 0.∆ψ σ ψ+ × - + =EÑ Ñ  (1)
для изотропного распределения проводимости эффективная проводи-

мость σeff определяется соотношением J = σeff E, где .=J j  Зная функ-
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цию ψ(x, y), можно определить эффективную проводимость, используя соот-
ношение

( ) .effσ σ ψ σ σ ψ= = - - + = -E j E EÑ Ñ  (2)
Заметим, что если ψ(x, y) — периодическая функция обоих координат — x 

и y, то 0.ψ =Ñ  действительно, 
1 1d d d d 0,x y y x

y S y S y
ψ ψ ψæ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

¶ ¶ ¶
= = =

¶ ¶ ¶ò ò ò  

где интегрирование производится по элементарной ячейке площади S. точно 
так же, 0.xψ¶ ¶ =  верно и обратное утверждение: если 0ψ =Ñ  для задачи 
с периодическим замощением плоскости, то ψ(x, y) — периодическая функ-
ция на плоскости. действительно, при сдвиге на период замощения в любом 
направлении задача не меняется. следовательно, φ меняется на константу, 
но ψ остаётся прежним, так как иначе бы не выполнялось условие 0. ψá ñ=Ñ  
для нахождения эффективной проводимости в такой задаче достаточно най-
ти величину ψá ñÑ  в каждой области постоянной проводимости и применить 
соотношение (2).

для задачи с периодическим замощением плоскости уравнение (1) сво-
дится к уравнению лапласа Δψ = 0 в каждой области постоянного σ и соот-
ветствующим условиям сшивки между областями. выведем условие сшивки 
для случая горизонтальной границы между областями (рис. 1). Без ограниче-
ния общности граница проходит по линии y = 0, рядом с которой выполняет-
ся σ(y) = σ2 + (σ1 – σ2) θ(y), где θ(y) — функция хевисайда. тогда 

1 2( ) ( ).y yσ σ σ δ¶ ¶ = -  следовательно,

1 2( ) ( )
d 0, 

( ) y
y

E y
y y

ε

ε

σ σ δ ψ
∆ψ

σ

æ öæ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç
-

÷ç ÷ç è øè ø

- ¶
+ - + =

¶ò

1 2

0 0

2( ) 1 0,
( ) 2yE

y y y y

ε

ε

σ σψ ψ ψ

σ

æ öæ öæ ö æ ö ÷ç ÷ç ÷÷ ÷ ÷ç ç çç ÷÷ ÷ ÷ç ç çç ÷÷ ÷ ÷ç ç çç ÷÷ ÷ ÷ç ç ç ÷ç ÷ ÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷ç ÷÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ÷ ÷ç ç ÷ç ÷è ø è øç ÷÷ç è øè ø- + -

-¶ ¶ ¶
+ - + + =

¶ ¶ ¶

1 2 1 2
0 0

( ) .yE
y y
ψ ψ

σ σ σ σ
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è+ -ø

¶ ¶
- = -

¶ ¶
 (3)

таким образом, на границе между областями, изображёнными на рис. 1, 
величина ψ(x, y) непрерывна, а yψ¶ ¶  имеет скачок, определяемый форму-
лой (3). для решения уравнения (1) применим в каждой области сеточный 
метод с релаксацией, с соответствующими условиями сшивки на границах 
между областями и с соответствующими периодическими граничными усло-
виями. Имеем в каждой области уравнение 

2 2

2 2
1 . 

t x y
ψ ψ ψ

κ

¶ ¶ ¶
= +

¶ ¶ ¶
 (4)

Разностные представления для вторых произ-
водных на равномерной сетке имеют вид

Рис. 1. сшивка величины ψ на границе между областя-
ми c проводимостями σ1 и σ2
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2
, 1, , 1,2

1  2ˆ ,x i j i j i j i j
xh

δ ψ ψ ψ ψæ ö÷ç ÷ç ÷çè ø+ -= - +

2
, , 1 , , 12

1  2ˆ .y i j i j i j i j
yh

δ ψ ψ ψ ψæ ö÷ç ÷ç ÷çè ø+ -= - +

как известно, неявный метод с переменой направлений для решения 
уравнения состоит из двух частей. на первом шаге метода производная по x 
учитывается неявно, и разностным представлением уравнения (4) является

1/2
, , 2 1/2 2

, ,
ˆ ˆ .

2

n n
i j i j n n

x i j y i j
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ψ ψ
δ ψ δ ψ

κ

+
+-

= +

Это выражение можно переписать в виде 

1 2 1 2 1 2
1, , 1, , 1 , , 1

2 2 .n n n n n n
i i j i j i i j j i j i j j i j

t t
i jc e

h
d

h
d c eψ ψ ψ ψ ψ ψ

κ κ
+ + +

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
- + - +

¢ ¢ ¢¢ ¢¢+ - + = +¢ ¢ +¢-  (5)

Здесь 21 ;i i xc e h¢ ¢= =  22 ; i xd h¢=-  21 ;j j yc e h¢¢ ¢¢= =-  22 . j yd h¢¢=  Правая часть 
выражения (5) известна, поскольку ψ на шаге n известно. для каждого j при-
меняем прогонку для решения системы уравнений (5), и получаем ψ на шаге 
n + 1/2.

на втором шаге метода производная по y берётся неявно, и разностным 
представлением для уравнения (4) становится

1 21
, , 1 22 2 1
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 ̂  .
2

ˆ
nn
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Это выражение можно переписать в виде

1 2 1 2 1 21 1 1
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- + - +
¢¢ ¢¢ ¢¢ ¢ ¢ ¢+ + + = + + +  (6)

Правая часть выражения (6) известна, поскольку ψ на шаге n + 1/2 из-
вестно. для каждого i применяем прогонку для решения системы уравнений 
(6), и получаем ψ на шаге n + 1.

для периодических граничных условий вместо трёхдиагональной матри-
цы A линейного уравнения, решаемого методом прогонки, имеем матрицу 
вида

1 1 1
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

как показано в работе [Karniadakis, Kirby, 2003], метод решения такой си-
стемы уравнений сводится к обычному алгоритму прогонки, применённому 
для усечённой матрицы



22

Л. Ю. Бараш, И. М. Халатников

1 1

2 2 2

2 2 2

1 1

0 0
0 0

.
0 0
0 0 0

0

c

n n n

n n

d e
c d e

A
c d e

c d

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç
- - -

÷ç ÷ç ÷è ø- -

=





     





результаты вычислений

для двумерной двухцветной шахматной доски результат численного опре-
деления эффективной проводимости совпадает с формулой келлера-дыхне. 
Это проверено численно для многих пар значений σ1, σ2.

для двумерной трёхцветной шахматной доски результат вычислений эф-
фективной проводимости при 1 2 1σ σ σ-   совпадает с результатами работы 
[Khalatnikov, Kamenshchik, 2000] для всех рассмотренных раскрасок и поряд-
ков теории возмущений. на рис. 2 изображены замощения плоскости, рас-
смотренные в работе [(Khalatnikov, Kamenshchik, 2000]. отметим, что для за-
мощения плоскости, приведённого на последнем рисунке, вычисленная эф-
фективная проводимость совпадает с результатом, полученным в работе 
[Khalatnikov, Kamenshchik, 2000] при помощи теории возмущений, но не со-
впадает с приближённым значением эффективной проводимости, получен-
ным при помощи теории среднего поля Брюгеммана, предполагающей кру-
глую форму включений.

Рис. 2. Замощения плоскости, рассмотренные в работе  
[Khalatnikov, Kamenshchik, 2000]

Рис. 3. вычисленные значения величин ψ и xψ¶ ¶  вдоль горизонтальной границы 
для структуры двухцветной шахматной доски с σ1 = 1,3, σ2 = 0,7 и периодом 2π
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компьютерное моделирование подтверждает интегрируемую расходи-
мость в локальном электрическом поле вблизи углов границ областей со сте-
пенной зависимостью, приведённой в работе [сатанин и др., 1996]. на рис. 3 
приведены графики величин ψ и xψ¶ ¶  вдоль горизонтальной границы, ко-
торые иллюстрируют расходимость локального электрического поля вблизи 
углов границ структуры двухцветной шахматной доски с σ1 =1,3, σ2 = 0,7 и пе-
риодом 2π. Расходимости не влияют на построение теории возмущений для 
эффективной проводимости по малому параметру 1 2 1( ) 1 hσ σ σ- = - , по-

скольку они интегрируемы и показатель степени 
12 arctg 
2

h

h

-
 в этом случае 

мал. в силу интегрируемости особенностей локального поля, расходимость 
не возникает в самой величине ψ, определяемой численно.

Проведённые расчёты показывают, что развитый метод хорошо работа-
ет для периодических замощений плоскости со структурой шахматной доски 
с двухцветными и трёхцветными раскрасками и может быть применён к более 
сложным случаям.
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method with relaxation for solving Laplace equation with corresponding matching conditions 
between components and corresponding periodic boundary conditions. The method allows 
one to obtain effective conductivity with high accuracy both when perturbation theory is ap-
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иСпользование технологии mulTi-gpu для многомерного 
чиСленного интегрирования методом монте-карло
Л. Ю. Бараш, Л. Н. Щур
институт теоретической физики им. л. д. ландау российской академии наук  
(итФ ран), научный центр ран в черноголовке

Задача многомерного численного интегрирования методом монте-карло имеет 
многочисленные приложения. Применение современных методов вычислений с ис-
пользованием гибридных вычислительных систем с графическими процессорами 
позволяет значительно увеличить производительность при выполнении задач инте-
грирования. вычисление многомерного интеграла методом монте-карло с исполь-
зованием одиночного графического процессора даёт повышение производительности 
в 40–100 раз по сравнению с использованием центрального процессора. также проде-
монстрировано линейное увеличение производительности вычислений монте-карло 
при увеличении числа узлов гибридной вычислительной системы с графическими 
процессорами.

Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ (проекты № 12-07-13121 
и 13-07-00570), а также с использованием ресурсов суперкомпьютерного комплекса 
мГу имени м. в. ломоносова.

Ключевые слова: статистические методы, метод монте-карло, случайные числа, 
графический процессор, численное интегрирование.

введение

численные методы монте-карло активно применяются для научно-при-
кладных расчётов и прикладных целей, а также в задачах вычислительной 
статистики, в операционных исследованиях, вычислительной физике, кван-
товой физике, физической химии, структурной механике, вычислительных 
финансах и в других областях фундаментальных и прикладных исследований. 
например, это класс задач компьютерного моделирования свойств новых ма-
териалов, в том числе наноматериалов, и моделирования квантовых статисти-
ческих систем. Это задачи прохождения потока элементарных частиц в твёр-
дых, жидких, газообразных и плазменных средах. Это класс задач протекания, 
например, проблема повышения эффективности извлечения нефти и газа 
из нефтегазоносных месторождений или задача распространения инфекции 
в различных средах, таких как ботанический сад или компьютерные сети.

При моделировании по методу монте-карло производительность вычис-
лений может быть повышена на много порядков при использовании парал-
лельных вычислительных систем, а особенно при использовании гибридных 
вычислительных систем с ускорителями вычислений на основе графических 
процессоров.

в настоящей статье это показано на примере использования гибридных су-
перкомпьютеров для решения классической задачи многомерного численного 
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интегрирования методом монте-карло. Эта задача имеет приложения в фи-
зике частиц, где многомерное численное интегрирование широко применяет-
ся для обработки данных с ускорителей элементарных частиц. например, при 
обработке данных с Большого адронного коллайдера обнаружение новых со-
бытий распада привело к экспериментальному подтверждению существова-
ния бозона хиггса, за предсказание которого была присуждена нобелевская 
премия двум теоретикам — П. хиггсу и Ф. Энглеру — в октябре 2013 г. в бан-
ковском секторе многомерное численное интегрирование используется как 
часть программного обеспечения, применяемого при построении прогнозов. 
многомерное численное интегрирование — это классическая задача исполь-
зования метода монте-карло, которая выбрана эталоном для проверки эф-
фективности программно-аппаратных решений, методов и алгоритмов.

Рассмотрим простейший пример задачи, в которой требуется много-
мерное интегрирование методом монте-карло. Предположим, что известна 
зависимость от координаты и скорости полной энергии десяти взаимодей-
ствующих частиц. в трёхмерном пространстве каждая частица имеет три ком-
поненты скорости и три компоненты координаты. если рассматривать дви-
жение относительно центра масс и относительные координаты, то в данном 
примере полная энергия является функцией 54 координат. следовательно, 
для вычисления средней энергии на одну частицу необходимо вычислить ин-
теграл в 54-мерном пространстве.

Известно, что зависимость ошибки от числа n точек интегрирования для 
обычного численного метода вычисления интегралов убывает как n–a в одно-
мерном случае (значение величины a зависит от выбранного метода). в раз-
мерности d ошибка ведёт себя как n–a/d, т. е. убывает тем медленнее, чем 
больше размерность пространства. напротив, при вычислении многомерных 
интегралов по методу монте-карло ошибка убывает как n–1/2 вне зависимо-
сти от размерности интеграла. Заметим, что вычислительное время прибли-
зительно пропорционально n и в классических методах интегрирования, и в 
методе монте-карло. Поэтому для малой размерности d детерминированные 
методы численного интегрирования, такие как метод симпсона, являют-
ся предпочтительными, если область интегрирования не слишком сложна. 
численное интегрирование по методу монте-карло даёт преимущества для 
вычисления многомерных интегралов. для вычисления интегралов большой 
размерности метод монте-карло в настоящее время не имеет альтернативы.

численное интегрирование МетодоМ Монте-карло

Рассмотрим, например, двумерный интеграл

( , ) d d ,
R

F f x y x y=ò  (1)

где R обозначает область интегрирования. для его вычисления простым ме-
тодом монте-карло следует построить прямоугольник, покрывающий об-
ласть R, и сгенерировать n случайных точек (xi, yi), равномерно распреде-
лённых внутри прямоугольника. для оценки интеграла следует использовать 
формулу
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1
( , ) ( , ),

n

n i i i i
i

AF f x y H x y
n =

= å  (2)

где A — площадь прямоугольника; H(x, y) — функция хэвисайда, т. е. 
H(x, y) = 1, если (x, y) ∈ R, и H(x, y) = 0, если это не так. выражение для Fn 
представляет площадь области R, умноженную на среднее значение функ-
ции f(x, y) в R.

чтобы оценить ошибку вычислений, полезно вычислить выборочную 
дисперсию 2,σ  определяемую как

22

1

1 ( ) ,
1

n

i
i

f x f
n

σ æ ö÷ç ÷ç ÷
=

çè ø= -
- å  (3)

где 
1

1 ( ).
n

i
i

f f x
n =

= å  число (n – 1) записано в знаменателе по следующим со-

ображениям. чтобы вычислить выборочную дисперсию, нужно посчитать 
значения функции в n точках и вычислить по ним f, следовательно, останется 
только n – 1 — независимая переменная для вычисления 2.σ  При больших 
значениях n выборочная дисперсия стремится к дисперсии 

22 2 ,f fσ = -  
где 2 2

1

1 ( ) .
n

i
i

f f x
n =

= å
можно показать, что реальная ошибка вычисления интеграла для про-

стого метода монте-карло при больших n ведёт себя как

.
1m

n n

σ σ
σ = »

-
 (4)

следовательно, имеется всего два способа уменьшить ошибку интегри-
рования по методу монте-карло: либо увеличить число пробных точек, либо 
уменьшить дисперсию.

один из способов уменьшения дисперсии заключается в следующем: 
вместо равномерного заполнения области интегрирования пробными точ-
ками, более плотно заполнять пробными точками те области, где значение 
функции f(x) является бо`льшим по величине или быстро меняется. такие вы-
борки точек называются выборками по значимости.

строго говоря, в области интегрирования вводится положительная функ-
ция распределения p(x), такая что ( ) d 1, 

R

p x x =ò  тогда интеграл можно пере-

писать в виде 
( )
( )

( ) d ,
R

f x
F p x x

p x

é ù
ê ú= ê ú
ê úë û

ò  выборку пробных точек производить 

не равномерно, а согласно распределению вероятности p(x), а интеграл вы-
числять при помощи суммы

1

( )1 .
( )

n
i

n
ii

f x
F

n p x=

= å  (5)

Идея заключается в таком выборе p(x), чтобы дисперсия отношения 
( ) ( )f x p x  была минимальной. для этого форма p(x) выбирается так, чтобы 
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она повторяла форму f(x) везде, где можно, особенно в областях, где величи-
на f(x) велика. в результате отношение ( ) ( )f x p x  является медленно меняю-
щейся функцией, имеющей малую дисперсию.

другой способ уменьшения дисперсии — так называемая стратифициро-
ванная выборка. Эта техника заключается в разбиении полной области инте-
грирования на подобласти, интегрирование по методу монте-карло в каждой 
подобласти и, затем, суммирование результатов. Разобьём область интегри-
рования M = [0, 1]d на k областей Mj , где j = 1, 2, …, k. в каждой области Mj 
производится интегрирование по методу монте-карло с количеством точек, 
равным Nj . для интеграла получаем оценку

,
11

vol( )
( ),

jNk
j

N j n
njj

M
F f x

N ==

= åå  (6)

а вместо дисперсии 2( ( ))f Nxσ  имеем теперь выражение
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точный выбор подобластей и числа точек в каждой подобласти может, 
по сравнению с простым методом монте-карло, привести к резкому умень-
шению дисперсии, в то же время неправильный их выбор может привести и к 
увеличению дисперсии. как правило, общая дисперсия минимизируется, 
если числа точек в каждой подобласти пропорциональны ( ( )) .

jM
f xσ

реализация алгоритМа численного интегрирования  
МетодоМ Монте-карло

для проведения расчётов многомерного численного интегрирования было 
создано программное обеспечение при помощи технологий MPI и CUDA. 
в процессе разработки были использованы программные коды из статей 
[Hahn, 2007; Kanzaki, 2011], также использовались разработанные нами би-
блиотеки случайных чисел RNGSSELIB [Barash, Shchur, 2013] и PRAND 
[Barash, Shchur, 2014]. в результате разработано прикладное программное 
обеспечение GINT, которое реализует метод монте-карло для многомерного 
численного интегрирования для параллельных гибридных систем с ускорите-
лями на основе графических процессоров.

Программа многомерного интегрирования имеет следующую структуру. 
для каждой переменной диапазон её значений разбивается на интервалы, та-
ким образом, область интегрирования разбивается на прямоугольную сетку, 
состоящую из гиперкубов. в каждом из них производится интегрирование 
по методу монте-карло, а дисперсии, вычисленные в этих гиперкубах, ис-
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пользуются для определения нового разбиения диапазона значений каждой 
переменной на интервалы на следующей итерации, в частности, для опреде-
ления оптимального числа пробных точек в каждом из гиперкубов на следу-
ющей итерации. дисперсия для полного интеграла уменьшается от итерации 
к итерации. схема вычислений выглядит следующим образом.

1) инициализация параметров;
2) генерация N пробных точек, каждая из которых является вектором из 

k случайных чисел, если размерность равна k;
3) вычисление подынтегральной функции на множестве пробных точек;
4) суммирование значений подынтегральной функции и их квадратов 

для всей области интегрирования, а также в каждом гиперкубе; вычис-
ление средних величин и дисперсий;

5) оптимизация сетки и других параметров после вычисления 
N значений;

6) повторение шагов 2–5 вплоть до M итераций.

При этом на всех итерациях, кроме первой, используется выборка по зна-
чимости с плотностью распределения вероятности, равной

( )
( ) .

( ) d

f x
p x

f x x
=
ò

чтобы не хранить гигантский объём данных о функции p(x), для каждой 
переменной используется своя одномерная функция распределения, которую 
ищем таким образом, чтобы выполнялось условие

1 1 1 2 2(( ) () ) ).(, , d d dp u u p u p u p u= 

После нескольких итераций оптимальная сетка будет, в конце концов, 
найдена. таким образом, в программе используются хорошо известные ме-
тоды уменьшения дисперсии, выборка по значимости и стратифицированная 
выборка.

наиболее существенную часть компьютерного времени (около 99 %) за-
нимают шаги 2 и 3, и именно эти шаги вычисления можно значительно уско-
рить при помощи гибридной вычислительной системы с графическими про-
цессорами. для этого на каждой итерации управляющий узел (master) раздаёт 
задания (наборы гиперкубов) остальным узлам (slave). каждый из остальных 
узлов производит вычисления с помощью процессора GPU (генерацию проб-
ных точек при помощи генераторов псевдослучайных чисел, вычисления 
подынтегральной функции на множестве пробных точек и средних величин 
и дисперсий в каждом гиперкубе) и возвращает обобщённые вычисленные 
данные управляющему узлу. Этот узел затем окончательно выполняет шаги 4 
и 5 для всей области интегрирования, вычисляет значение интеграла и по-
грешность интегрирования и переходит к следующей итерации в том случае, 
если точность всё ещё не достигает требуемой.

Подынтегральная функция задаётся на языке программирования с++ 
в виде float func (float* vars, float weight), где vars содержит массив значений 
всех переменных, а weight — весовая функция. также задаются следующие 
параметры вычисления: ncall — число пробных точек на каждой итерации; 
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itmx — максимальное число итераций; acc — требуемая точность в течение 
каждой итерации; nBlockSize — число нитей в каждом блоке нитей в GPU. 
для itmx и nBlockSize значения используются напрямую, в то же время зна-
чения ncall и acc вычисляются из заданных пользователем значений как 
ncall=1024*ncall0, acc=0.00001*acc0.

Программа компилируется в три этапа: сначала запускаются компилято-
ры mpicxx и nvcc в режиме компиляции (-c) для отдельных частей программы, 
соответствующих использованию MPI и CUDA, а затем компоновщик mpicxx 
компонует все части программы в общий запускаемый файл.

Программа создаёт следующие выходные данные: 1) значение вычислен-
ного интеграла; 2) значение точности вычисленного результата, вычисленное 
при помощи «хи-квадрат»-статистики.

результаты тестирования ПрограММы

тесты показали, что вычисление многомерного интеграла методом монте-
карло с использованием одиночного графического процессора даёт повы-
шение производительности в 40–100 раз по сравнению с использованием 
центрального процессора. При этом на системе, состоящей из большого ко-
личества вычислительных узлов, скорость расчёта увеличивается пропорцио-
нально количеству узлов. для тестирования программы использовалось одно-
временно от 1 до 750 GPU. время выполнения задачи на одном узле состави-
ло 21 700 с.

на рис. 1 и 2 приведены графики масштабируемости, т. е. графики эф-
фективности параллелизации   (1) ( )k T T N=  в зависимости от N. Здесь 
T(N) — время вычисления многомерного интеграла с заданной точностью 
(не зависящей от N) при запуске вычисления в режиме использования 
N-mpi-узлов.

Рис. 1. Зависимость эффективности параллелизации k = T(1) / T(N) от N, где T(N) — 
время вычисления многомерного интеграла с заданной точностью (не зависящей 
от N) при запуске вычисления в режиме N-mpi-узлов. Звёздочки обозначают вычисле-
ния на суперкомпьютере «ломоносов» московского государственного университета 
имени м. в. ломоносова (мГу) [воеводин, 2012], квадратики — вычисления на су-
перкомпьютере K-100 Института прикладной математики им. м. в. келдыша Россий-

ской академии наук (ИПм им. м. в. келдыша Ран)
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число mpi-узлов может превышать число графических процессоров су-
перкомпьютера в связи с тем, что каждый mpi-узел выполняется на одном 
ядре CPU, следовательно, каждый графический процессор обрабатывает вы-
числительные запросы от нескольких mpi-узлов. Это соответствует архитек-
туре GPU-раздела суперкомпьютера. видно, что для N, меньших некоторо-
го N0, зависимость, по существу, линейна. Это особенно хорошо видно на 
рис. 1. на рис. 2 для N, бо`льших N0, эффективность параллелизации выходит 
на насыщение, а также присутствуют флуктуации. тестирование показывает, 
что величина N0 зависит от величины T(1) При увеличении требуемой точ-
ности расчёта увеличивается время расчёта на одиночном узле T(1), а также 
величина N0. Это объясняется тем, что при запуске малых задач на большом 
числе узлов доля расходов на синхронизацию вычислений становится боль-
шой по сравнению с расходами на вычисление интеграла. Это соответствует 
отмеченному выше насыщению кривой эффективности параллелизации при 
N > N0. При увеличении T(1) увеличиваются расходы на вычисление интегра-
ла, поэтому для заданного N доля расходов на синхронизацию падает, следо-
вательно, величина N0 растёт, что отодвигает переход от линейной зависимо-
сти к насыщению вправо.
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Проведён анализ информационного обмена информационно-вычислительных ре-
сурсов, объединённых опорной телекоммуникационной сетью Российской академии 
наук в московском регионе. на его основе определены требования для разработки 
телекоммуникационных решений для доступа к ресурсам дата-центра. Предложены 
архитектурные решения для организации телекоммуникационной компоненты дата-
центра с целью обеспечения надёжной работы и доступа к ресурсам дата-центра из 
российских научных сетей. создан прототип телекоммуникационного узла доступа 
дата-центра.

Работа выполнена в рамках Проекта «Исследование вопросов эффективного се-
тевого доступа к оборудованию дата-центра в распределённой инфокоммуникацион-
ной инфраструктуре» Программы фундаментальных исследований № 14 Президиума 
Ран «Проблемы создания распределённой информационно-вычислительной среды 
на основе развития GRID-технологий, облачных вычислений и современных теле-
коммуникационных сетей».

Ключевые слова: научные телекоммуникации, научные сети, инфокоммуникаци-
онная инфраструктура, дата-центры.

введение

современные тенденции развития информационно-коммуникационных 
технологий (Information and Communication Technologies) (Икт): облачные 
вычисления, обработка больших данных, суперкомпьютерные вычисле-
ния — требуют, с одной стороны, концентрации вычислительных ресурсов 
в дата-центрах, а с другой — роста внешнего информационного обмена да-
та-центров. так, концепция облачных вычислений подразумевает аутсорсинг 
Ит-сервисов и, как следствие, прямую их концентрацию в «облаках», т. е. 
специализированных дата-центрах. обработка больших данных изначально 
(Data-Grid Большого адронного коллайдера) строилась на идее распределён-
ного хранения данных и распределённых же вычислений, однако выполня-
емых на совокупности «вычислительных ферм», каждая из которых может 
рассматриваться как отдельный дата-центр. а суперкомпьютерный центр 
есть дата-центр, использующий суперкомпьютерные ресурсы. облачные 
вычисления требуют огромного информационного обмена с клиентами, 
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а резервирование облачного сервиса в нескольких географически разнесён-
ных дата-центрах обуславливает консолидированный информационный об-
мен между ними для репликации данных. технология обработки больших 
данных предполагает интенсивный информационный обмен между «вы-
числительными фермами». суперкомпьютерные центры должны принимать 
и отдавать большие объёмы исходных данных или результатов. таким обра-
зом, для эффективной работы вышеупомянутых технологий телекоммуни-
кационная компонента дата-центра имеет критическое значение. Целью на-
стоящей работы является исследование телекоммуникационных решений для 
обеспечения надёжной работы и высокопроизводительного доступа к ресур-
сам дата-центра.

Первая часть настоящей работы анализирует трафик опорной телеком-
муникационной сети Ран и определяет факторы, которые следует принимать 
во внимание при проектировании подключения дата-центра к телекоммуни-
кационной сети. во второй части определяются требования к интеграции да-
та-центров и телекоммуникационных сетей, рассматриваются схемы подклю-
чения дата-центров, обеспечивающие их надёжную и эффективную работу.

анализ инФорМационного обМена инФорМационно-
вычислительных ресурсов и дата-центров оПорной 
телекоММуникационной сети российской акадеМии наук 
в МосковскоМ регионе

Источником данных для настоящего исследования являлась опор-
ная телекоммуникационная сеть Российской академии наук (отс Ран) 
в московском регионе, объединяющая значительное число информационно-
вычислительных ресурсов. в качестве базы для анализа была использована 
статистика, собираемая по протоколу NetFlow [Cisco Systems…, 2004] с основ-
ных маршрутизаторов отс Ран. NetFlow — сетевой протокол, разработан-
ный для учёта сетевого трафика компанией Cisco Systems, он имеет три ос-
новных компонента:

•	 сенсор	 —	 датчик,	 осуществляющий	 фоновый	 процесс	 на	 устройстве	
(например, маршрутизаторе), собирающий информацию о проходя-
щем трафике и направляющий её коллектору;

•	 коллектор	—	серверная	программа,	принимающая	данные	от	сенсоров	
и сохраняющая их в файлах для дальнейшей обработки;

•	 система	обработки	и	представления	данных,	которая	читает	файлы,	соз-
данные коллектором, и выдаёт отчёт в удобной для человека форме.

анализ собранных данных выявил, что примерно 44 % трафика прихо-
дится на протокол http [Fielding et al., 1999], 8 % — на https [Rescorla, 2000], 
5…6 % — на SSH [Ylonen, 2006] и столько же — на Remote Desktop Protocol 
[MS-RDPBCGR, 2014] (рис. 1).

трафик http/https может быть порождён как посещениями пользовате-
лей сайтов, так и приложениями облачных дата-центров, причём различить 
их по собираемым Netflow данным невозможно. Поэтому основное внимание 
было посвящено протоколу ssh, который используется и для доступа к вычис-
лительным ресурсам, как суперкомпьютерным, так и систем обработки боль-
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ших данных, и для защищённого трансфера данных между файловыми систе-
мами или хранилищами данных таких ресурсов.

в частности, ssh является основным протоколом для доступа к суперком-
пьютерам межведомственного суперкомпьютерного центра Ран, одного из 
крупнейших суперкомпьютерных центров в стране.

в ходе исследований проведён анализ трафика головного узла суперком-
пьютера мвс100к. Головной узел используется пользователями для поста-
новки заданий в очередь и обмена данными с локальной файловой системой. 
доступ пользователей осуществляется по протоколу SSH (tcp/22).

Была сделана выборка потоков по порту 22 протокола TCP, адресом на-
значения или отправления которых, являлся головной узел кластеров супер-
компьютера мвс100к в мсЦ Ран.

Потоком в протоколе NetFlow считается набор пакетов, передаваемый 
с определённого порта одного хоста на другой определённый порт другого хо-
ста в течение некоторого интервала времени. Информация о потоках собира-
лась с маршрутизаторов в коллектор с интервалом 5 мин. число потоков мож-
но рассматривать в качестве меры времени, которое пользователи используют 
для интерактивной работы с суперкомпьютером, включающей передачу дан-
ных, постановку задач в очередь, наблюдение за прохождением задач и про-
чие действия.

статистика потоков была отфильтрована для исключения сетевых атак, 
направленных на подбор пароля по протоколу SSH. в качестве критерия 
фильтрации использовалось условие превышения потоком некоторого мини-
мального значения трафика, выбранного равным 100 байтам.

Произведено следующее разделение потоков и трафика по адресатам:
•	 внутри	ОТС	РАН,
•	 с	российскими	научными	сетями,
•	 с	зарубежными	научными	сетями,
•	 с	коммерческими	интернет	сервис-провайдерами.

для определения организационной принадлежности адресов использова-
лись базы данных whois [Daigle, 2004].

на научно-образовательные сети приходятся 40 % потоков, из них 
18 % — на институты отс Ран, остальные 60 % — обычный Интернет 
(рис. 2), т. е. бо`льшую часть времени пользователи работают с суперкомпью-
тером из сетей коммерческих провайдеров (из домашних сетей).

совершенно другая картина для трафика (рис. 3). на научно-образова-
тельные сети — 79 % входящего и 92 % исходящего трафика, из которых 53 % 
входящего и 76 % исходящего трафика приходится на институты отс Ран. 
на обычный Интернет приходится 21 % входящего и 8 % исходящего трафи-
ка. можно объяснить это тем, что пользователи предпочитают хранить дан-
ные и результаты работы на серверах своих институтов, в то время как соб-
ственно интерактивное взаимодействие с машиной производится из домаш-
них сетей.

следует также отметить, что объём исходящего трафика (88 %) почти 
в 7,5 раз превышает объём входящего (12 %), что может объясняться специфи-
кой задач моделирования, преимущественно решаемых на суперкомпьютерах.

относительно малым (1,5 % входящего и 2,5 % исходящего трафика) яв-
ляется обмен с зарубежными научно-образовательными сетями.
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Рис. 1. соотношение трафика отс Ран между протоколами

Рис. 2. соотношение потоков суперкомпьютера  
между научными сетями и Интернет

Рис. 3. соотношение трафика суперкомпьютера  
между научными сетями и Интернет
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таким образом, высокопроизводительная вычислительная система в сети 
является значительным источником данных, причём наиболее интенсивный 
информационный обмен осуществляется с институтами пользователей су-
перкомпьютера. кроме того, значительную долю трафика суперкомпьютера 
составляет обмен данными с Институтом прикладной математики (ИПм) 
им. келдыша (13 %) и московским государственным университетом имени 
м. в. ломоносова (мГу) (8 %), которые также располагают мощными супер-
компьютерными ресурсами. Известно, что у этих систем значительное число 
общих пользователей, и они предпочитают использовать для своих задач все 
доступные ресурсы для решения своей задачи. Это требует дублирования ре-
зультатов и исходных данных на локальных файловых системах разных супер-
компьютеров, что объясняет приведённые цифры информационного обмена 
между суперкомпьютерными ресурсами.

средняя скорость передачи данных с головного узла суперкомпьютера 
составляет 57 мбит/с, однако пиковая скорость достигает 749 мбит/с. таким 
образом, обмен данными с головным узлом обладает значительной неравно-
мерностью и для обеспечения качества сервиса следует предусмотреть соот-
ветствующий запас пропускной способности.

таким образом, при проектировании телекоммуникационных сетей для 
подключения суперкомпьютеров следует учитывать:

•	 интенсивность	 обмена	 данными	 с	 институтами,	 использующими	 су-
перкомпьютер, научно-образовательными сетями и другими высоко-
производительными вычислительными системами;

•	 тенденцию	к	преобладанию	исходящего	трафика	над	входящим;
•	 интенсивность	и	неравномерность	информационного	обмена	с	голов-

ным узлом суперкомпьютера.

Большинство требований могут быть удовлетворены интеграцией да-
та-центра с телекоммуникационными узлами научно-образовательной сети, 
в которой эти узлы являются концентраторами трафика и объединены высо-
коскоростными магистральными каналами.

Подключение дата-центра  
к научной сети

высокопроизводительная научная телекоммуникационная сеть представляет 
собой совокупность узлов и точек подключения, объединённых оптически-
ми линиями связи и общим управлением. узел представляет собой систему 
активного телекоммуникационного оборудования, осуществляющего функ-
ции транзитной передачи данных. точка подключения разграничивает ответ-
ственность между телекоммуникационной сетью и институтом, организацией 
или иными сетями и может также включать активное сетевое оборудование 
под общим управлением. узлы могут также выполнять роль точек подключе-
ния институтов, а также внешних сетей.

к телекоммуникационным сетям предъявляются требования про-
изводительности, надёжности, безопасности, гибкости управления 
и масштабируемости.
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на физическом уровне требование высокой производительности удов-
летворяется использованием волоконно-оптических линий связи, потенци-
ально обеспечивающих пропускную способность в десятки и сотни гигабит 
в секунду. в сетевой инфраструктуре Ран используется оборудование, обе-
спечивающее скорость передачи данных 10 Гбит/с по одному волокну. При 
использовании аппаратуры волнового уплотнения возможно использование 
нескольких длин волн, что позволяет достичь пропускной способности одно-
го волокна в десятки и сотни гигабит в секунду. волновое уплотнение эффек-
тивно на дальних магистральных линиях длиной в сотни километров, в город-
ских условиях при развитой системе коллекторов телефонной канализации 
использование оптических кабелей с большим количеством волокон пока 
является наиболее дешёвым решением. При использовании агрегации линий 
связи на канальном уровне можно получить пропускную способность в де-
сятки гигабит в секунду на одном канале. в настоящее время на рынке пред-
ставлены решения интерфейсов 40 Гбит/с и появляются решения 100 Гбит/с 
(Alcatel Lucent, Cisco Systems), обеспечивающие пропускную способность 
100 Гбит/с в одном трансивере. Эти решения более эффективны, чем агрега-

Рис. 4. схема узла доступа с резервированием на основе маршрутизаторов

Рис. 5. схема узла доступа с резервированием с использованием  
коммутаторов с протоколом MLAG
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ция 10-гигабитных каналов, однако их стоимость весьма высока, хотя и срав-
нима с решениями на основе волнового уплотнения.

для обеспечения надёжности необходимо использовать резервирование 
как линий связи, так и активного оборудования. для магистральных линий 
связи целесообразно использование кольцевой топологии или циклических 
графов. в узлах подключения суперкомпьютеров обязательным является ду-
блирование маршрутизаторов (коммутаторов) и подключение интерфейсно-
го узла или узлов хранилищ данных двумя интерфейсами к каждому из них. 
для обеспечения непрерывной передачи данных при отказе канала/порта/
узла/маршрутизатора должны использоваться протоколы, обеспечивающие 
горячее резервирование или непрерывный информационный обмен (HSRP, 
VRRP [Li et al., 1998], динамическая маршрутизация).

для обеспечения высокого уровня надёжности подключение ресурсов 
сверхвысокой производительности следует осуществлять к узлам сети (узлам 
доступа), отвечающим следующим требованиям:

•	 каждый	 узел	 доступа	 соединяется	 каналами	 связи,	 как	 минимум,	
с двумя другими узлами доступа;

•	 каналы	 связи	 между	 узлами	 доступа	 не	 имеют	 общих	 участков,	 т.	е.	
не используют разные порты одного устройства (коммутаторов, обору-
дования волнового уплотнения и т. д.) и волокна в одном кабеле;

•	 в	состав	каждого	узла	доступа	входят	два	маршрутизатора;
•	 каждый	маршрутизатор	связан	хотя	бы	одним	каналом	с	другим	узлом	

доступа;
•	 маршрутизаторы	узла	доступа	связаны	друг	с	другом	двумя	каналами;
•	 каждый	 интерфейсный	 или	 головной	 узел	 дата-центра	 (или	 его	 важ-

нейших информационно-вычислительных ресурсов) подключён 
к каждому из маршрутизаторов узла доступа, при этом на них и марш-
рутизаторах узлов доступа настроена динамическая маршрутизация.

на рис. 4 и 5 приведены возможные варианты схем узла доступа 
дата-центра.

схема, приведённая на рис. 5, позволяет обеспечить более эффективное 
использование интерфейсов информационно-вычислительных ресурсов за 
счёт использования многокоммутаторного протокола агрегирования MLAG 
[Shefer, 2014].

заключение

Проведён анализ статистики информационного обмена опорной телекомму-
никационной сети Российской академии наук и её информационно-вычис-
лительных ресурсов, определены требования для разработки телекоммуника-
ционных решений для доступа к дата-центрам. Предложены архитектурные 
решения для высокопроизводительных научных телекоммуникационных се-
тей, обеспечивающие надёжную работу и доступ к высокопроизводительным 
дата-центрам и информационно-вычислительным ресурсам. Реализован про-
тотип телекоммуникационного узла для дата-центра вычислительного центра 
им. а. а. дородницына Российской академии наук, подключённого к опор-
ной телекоммуникационной сети Российской академии наук в москве.
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2 институт автоматизации проектирования российской академии наук (иаП ран)

Эффективное и безопасное использование распределённых информационных си-
стем на базе технологий облачных и грид-вычислений требует оценки и оптимизации 
средств обеспечения их безопасности. в этих целях представляется целесообразным 
проводить моделирование исследуемых систем и сценариев поведения при различных 
условиях их эксплуатации. в настоящее время широко распространена дискретно-
событийная симуляция, которая не подходит для тестирования реальных программ-
ных средств. в этой связи авторы предлагают подход к проведению натурного, ими-
тационного, виртуального и аналитического моделирования, а также их объединения 
в рамках гибридного режима моделирования. такой подход позволяет исследовать 
поведение распределённых систем с разных сторон, учитывая особенности архитекту-
ры, программного обеспечения (По), назначения систем и условий их эксплуатации. 
в статье также представлен прототип программной среды с поддержкой гибридного 
режима моделирования.

Ключевые слова: грид-вычисления, облачные вычисления, распределённые вы-
числительные системы, информационная безопасность, моделирование, натурное 
моделирование, имитационное моделирование, виртуальное моделирование, гибрид-
ное моделирование.

введение

Разработка и поддержка программного обеспечения (По) для больших рас-
пределённых компьютерных систем требует большого внимания к его каче-
ству и безопасности. к настоящему времени для обеспечения безопасности 
ресурсов грид- (Grid) и облачных (Cloud) систем создано большое число раз-
ноуровневых методов и средств. вместе с тем, обеспечение надёжной защиты 
таких систем от деструктивных информационных воздействий является очень 
сложной задачей. для её эффективного решения необходимо оценивать 
и корректировать уровень защищённости распределённых систем на разных 
архитектурных уровнях. Это обстоятельство побудило авторов начать работы 
по проектированию и реализации программной среды для гибридного моде-
лирования Grid- и Cloud-систем. При помощи такой среды в рамках одной 
модели могут быть одновременно эффективно представлены и опробованы 
сразу несколько уровней системы при небольших затратах на сам процесс 
исследования.

Подход к гибридному моделированию уже хорошо зарекомендовал себя 
и активно используется в научных исследованиях и в промышленных отрас-
лях. в частности, такой подход можно встретить в космической отрасли, где 
он позволяет изучать сразу большое число различных режимов поведения 
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сложной системы без реального запуска космического аппарата. в случае 
Grid- и Cloud-систем для построения гибридной модели были выбраны 
натурное, Имитационное, виртуальное и аналитическое моделирование, что 
и дало, по первым буквам перечисленных слов, сводное название предлагае-
мой среде моделирования — нИва.

среда моделирования нИва не предполагает высокой квалификации 
и навыков программирования её пользователей, обладает графическим ин-
терфейсом и визуализацией процесса моделирования. включая механизмы 
поддержки различных подходов, нИва предоставляет удобный инструмента-
рий для проведения исследований программных и архитектурных решений на 
направлении безопасности Grid/Cloud-систем.

1. суЩествуюЩие Подходы

сама по себе тема моделирования распределённых вычислительных систем 
не нова и имеет многолетнюю историю. вскоре после появления распреде-
лённых вычислений были созданы средства для их изучения на основе дис-
кретно-событийного моделирования, которое, по-видимому, является наи-
более универсальным подходом и прекрасно зарекомендовало себя в области 
изучения сетей передачи данных.

на настоящее время наибольшую известность и широкое распростране-
ние получили специализированные программные средства SimGrid [Casanova 
et al., 2008], GridSim [Buyya, Mushred, 2002], CloudSim [Calheiros et al., 2011]. 
При помощи этих средств было проведено немало научных, а также практи-
ческих исследований, призванных выявить и объяснить наличие «узких мест» 
в конкретных распределённых системах, например [Yaser Mansouri et al., 
2013]. среди российских средств аналогичного назначения следует отметить 
систему, разработанную в российском Институте системного программиро-
вания Ран [Грушин, Поспелов, 2010]. в этих средах распределённая система, 
как правило, представляется совокупностью входящих в неё объектов верхне-
го уровня, т. е. вычислительных узлов, межузловых соединений и так далее.

для решения поставленной задачи не было необходимости создавать 
новый дискретно-событийный имитатор (симулятор). в качестве базового 
симулятора для гибридной системы моделирования было принято решение 
использовать SimGrid. его роль и функциональные возможности в качестве 
базового симулятора будут описаны ниже. отметим, что средства GridSim 
и CloudSim написаны на языке программирования Java, в то время как 
SimGrid реализован на языке C. с этих позиций SimGrid выглядит более под-
ходящим решением для неинтерактивного проведения больших серий экспе-
риментов. кроме этого, SimGrid позволяет моделировать как Grid-системы, 
так и Cloud, в то время как GridSim ориентирована на моделирование имен-
но Grid-систем, а CloudSim — Cloud-систем. следует также отметить, что 
у SimGrid существует графический интерфейс для задания конфигураций 
распределённых систем, реализованный в виде плагина для среды разработки 
Eclipse.

с широким распространением поддержки виртуализации в аппаратуре 
связан и активно развивается подход на основе виртуального моделирования. 
в этом случае в исследуемой модели при помощи системы виртуальных ма-
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шин, связанных между собой виртуальными сетями, имитируется аппарат-
ный уровень.

на настоящее время существуют работы, представляющие результаты ис-
следований вложенных облачных систем [Spillner et al., 2012]. При таком под-
ходе происходит запуск виртуальных систем на виртуальных машинах, входя-
щих в инфраструктуру облачной системы. конечно, есть и другие подходы, 
например аналитическое и натурное моделирование. если при моделирова-
нии ставится цель охватить большое число узлов (например, моделировать 
большие сегменты Интернет), и при этом интересует макроуровень, то можно 
попытаться использовать аналитические методы из теории систем массового 
обслуживания, сети Петри и т. д. в отличие от них натурное моделирование 
поможет адекватно изучать даже такие тонкие явления в программном обе-
спечении как уязвимости типа Race Condition. каждый из перечисленных 
подходов хорош на своём уровне, однако ни один из них не способен, во всей 
полноте, эффективно охватить весь спектр возможных взаимодействий, ко-
торые имеют место в больших распределённых системах. Подходы, обеспечи-
вающие полноценное, комплексное моделирование Grid/Cloud-технологий 
с использованием методов и средств виртуализации, изучены пока слабо.

Принимая во внимание изложенные выше соображения, представляется 
целесообразным попытаться объединить все эти подходы. При этом следует 
иметь в виду, что всё перечисленное выше программное обеспечение для мо-
делирования Grid- и Cloud-систем требует высокой квалификации програм-
миста для определения и анализа интересующих активностей. вместе с тем, 
большинство подобных средств не имеет даже механизмов для графического 
представления сетевой конфигурации, что на практике очень важно. По этой 
причине главными приоритетами при разработке среды нИва были под-
держка гибридного режима моделирования и удобство работы пользователя.

2. Функциональное назначение

среда моделирования Grid/Cloud-систем, именуемая нИва, предоставляет 
пользователю средства для натурного, имитационного, виртуального и ана-
литического моделирования распределённых вычислительных систем как 
в интерактивном, так и в неинтерактивном режимах, с возможностью визу-
ализации и специализированной постобработки полученных результатов. 
сочетание различных моделей позволяет проводить комплексное исследова-
ние больших распределённых систем, а также погружать их в близкий к ре-
альному контекст глобальной сети. в этом случае пользователю предоставля-
ются возможности:

•	 при	помощи	натурного	моделирования	можно	оценить	реальную	вы-
числительную эффективность счётных узлов и используемого интер-
коннекта на реальном оборудовании;

•	 используя	 технологии	 виртуального	 моделирования,	 провести	 необ-
ходимые эксперименты с дистрибутивом, оценить совместимость По, 
провести эффективное тестирование на известные уязвимости;

•	 применяя	 имитационную	 модель,	 смоделировать	 поведение	 значи-
тельного количества узлов Grid/Cloud, а также последствия возможных 
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атак и динамику распространения скрыто внедрённых программ типа 
вирусов;

•	 реализуя	 аналитические	 описания,	 моделировать	 Grid-систему,	 как	
составную часть Интернета, задав при помощи формул вероятность 
внешних воздействий и интенсивность приходящих из глобальной 
сети запросов.

Цикл работы оператора состоит из следующей последовательности дей-
ствий: выбора/редактирования конфигурации; выбора/редактирования сце-
нария в соответствующих графических редакторах; загрузки конфигурации 
перед запуском сценария (их связывание происходит динамически по именам 
узлов); запуска процесса моделирования с визуализацией, либо без таковой, 
с возможным последующим детальным анализом полученных результатов. 
Процесс интерактивного моделирования может быть в любой момент при-
остановлен оператором (например, для детального изучения состояния моде-
лируемой системы), выполняться по шагам (в терминах квантов виртуального 
времени), либо досрочно прекращён (например, для редактирования конфи-
гурации). существует также возможность запрограммировать автоматиче-
скую остановку процесса моделирования при возникновении определённых 
условий.

Результатом серии проведённых запусков в неинтерактивном режиме 
является отчёт. на основании отчёта может быть принято решение о при-
годности или непригодности предлагаемых средств и стратегий защи-
ты, а также могут быть выработаны рекомендации для дальнейшего повы-
шения надёжности и защищённости разрабатываемых или реальных Grid/
Cloud-систем.

Разумеется, любой среде моделирования присущ и ряд ограничений. 
ограничения на размер моделируемых систем диктуются доступным объ-
ёмом оперативной памяти, а также быстродействием используемой аппарат-
ной платформы. однако преимущества гибридного подхода позволяют ино-
гда обходить отмеченный недостаток, предоставляя возможность для анали-
тического моделирования отдельных подсистем на основе имеющихся о них 
эмпирических или статистических данных. как следствие, гибридный подход 
позволяет охватить практически все случаи рассматриваемых Grid/Cloud-
систем ценой потери точности.

3. гибридное Моделирование

общим знаменателем между различными симуляторами в данном случае вы-
ступает имитационная модель, как наиболее универсальная. такой подход 
избавляет от необходимости отвечать на сложный вопрос о прямом взаимо-
действии множества разнородных симуляторов. он требует лишь минималь-
ных усилий по созданию «имитационных представителей» для тех сущностей, 
которые должны взаимодействовать напрямую, но располагаются в разных 
симуляторах. в качестве базового симулятора для имитационного моделиро-
вания используется современная, активно развивающаяся среда разработки 
SimGrid с открытым исходным кодом. она дополнена разработанными ав-
торами средствами для интерактивной визуализации, графическим редакто-
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ром сценариев и библиотекой шаблонов, реализующих типовые активности 
в Grid/Cloud-системах.

Гибридное моделирование позволяет задействовать одновременно не-
сколько симуляторов. организовать взаимодействие симуляторов можно по-
разному. в рассматриваемой системе было принято решение сделать это на 
базе имитационной модели.

с позиции архитектуры системы взаимодействие симуляторов выглядит 
следующим образом.

1. один из имитационных симуляторов (в нашем случае SimGrid) явля-
ется главным, и все моделируемые сущности (за исключением моде-
лируемых аналитически) имеют представление в виде узлов в имита-
ционной модели. вместе с тем, некоторые из сущностей также имеют 
представление в виде реальных процессов на виртуальных машинах 
или на реальных узлах, в случае виртуального или натурного модели-
рования, соответственно.

2. если узел помечен как выполняющийся на внешнем симуляторе, то 
вместо типовой логики вызова действий SimGrid занимается лишь 
переназначением задач во внешний симулятор и наоборот. При этом 
внешний симулятор общается с SimGrid по несложному коммуника-
ционному протоколу.

3. внешние симуляторы получают полную конфигурацию системы с на-
значенными действиями. По этой причине они либо обращаются к дру-
гим узлам «натурным» образом (т. е. проводят реальные DDoS-атаки, 
пересылают реальный вредоносный код), либо пересылают сообщение 
в SimGrid, если целевой узел оказался лишь имитацией.

4. Поскольку в случае натурного и виртуального моделирования дей-
ствия не имитируются, а выполняются реально (физически), поддерж-
ка этих действий требует реализации сопрягающей логики. Это озна-
чает, что при получении, например, сообщения с вредоносным кодом 
от имитационной модели в задачу натурного симулятора входит её 
преобразование в реальный вредоносный код. как следствие, во мно-
гих случаях может оказаться проще проводить независимое моделиро-
вание в этих моделях и затем сравнивать полученные результаты для 
повышения уровня их достоверности.

4. ключевые ПрограММные коМПоненты

структурно программная среда нИва представляет собой связку ключевых 
компонентов для решения следующих задач:

•	 определение	 конфигурации	 и	 сценария	 использования	 Grid/Cloud-
систем;

•	 преобразование	(трансляция)	конфигурации	и	сценария	в	низкоуров-
невую программу на языке C для запуска под управлением моделиру-
ющего ядра;

•	 запуск	 результирующей	 программы	 в	 составе	 одного	 или	 нескольких	
симуляторов;

•	 визуализация	 и	 протоколирование	 существенных	 происходящих	
событий;
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•	 пост-обработка	 результатов	 и	 выполнение	 последующих	 команд	
оператора (интерактивный режим) или управляющего командного 
файла(неинтерактивный режим).

4.1. графический редактор конфигураций Eclipse/SimGrid

Редактор конфигураций Grid/Cloud-систем входит в состав используемо-
го базового пакета SimGrid и позволяет задавать и модифицировать типовые 
конфигурации Grid/Cloud-систем при работе в интегрированной среде раз-
работки Eclipse. среда Eclipse традиционно используется в качестве оболоч-
ки во многих средствах моделирования, а также включает в себя средства для 
коллективной работы разработчиков (имеет поддержку для работы с сетевы-
ми репозиториями). на рис. 1 и 2 показаны примеры задания конфигураций 
систем, соблюдающих топологию «звезда» и «дерево», соответственно.

Рис. 1. Интерфейс редактора конфигураций Eclipse/SimGrid («Звезда»)

Рис. 2. Интерфейс редактора конфигураций Eclipse/SimGrid («дерево»)
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4.2. графический редактор сценариев

Редактор сценариев (средство определения активностей в Grid/Cloud-среде) 
имеет простой графический интерфейс и позволяет определить сценарий 
использования распределённой системы как совокупность параллельно ра-
ботающих распределённых активностей. Под активностью здесь и далее по-
нимается совокупность взаимодействующих процессов в распределённой си-
стеме, сообща решающих какую-либо задачу. Примерами активностей могут 
служить взаимодействующие пользовательские процессы в ходе выполнения 
вычислительного задания, а также совокупность вредоносных действий зло-
умышленника при проведении спланированной атаки. на рис. 3 левая часть 
представляет собой список существующих активностей, правая — список 
шаблонов действий (составных частей активностей), редактирование же вы-
бранной активности осуществляется в центральной части.

активности состоят из действий. некоторые действия являются подго-
товительными, т. е. выполняются перед началом моделирования. Это очень 
важный момент, существенно упрощающий работу оператора, так как вместо 
частого изменения конфигурации достаточно видоизменить (или деактиви-
ровать) активность, незначительно модифицирующую конфигурацию рас-
пределённой системы перед стартом.

Графический интерфейс редактора сценариев позволяет также осущест-
влять просмотр развёрнутой конфигурации (рис. 4), не дожидаясь запуска на 
моделирование.

Графический редактор сценариев реализован в виде программы на язы-
ке Java при помощи набора стандартных технологий — Swing, JavaBeans и с 
использованием хорошо зарекомендовавших себя библиотек. для упрощения 
работы оператора многие операции по редактированию сценария выполня-
ются перетаскиванием объектов при помощи мыши.

Рис. 3. Параметры активности в редакторе сценариев



48

В. А. Васенин, В. А. Роганов, А. А. Зензинов

4.3. сервер визуализации «сцена»

для интерактивной визуализации процесса моделирования разработан сервер 
«сцена», выступающий как универсальное средство отображения состояния 
моделируемой системы. Используемый векторный формат SVG поддержива-
ет масштабирование и позволяет отображать сложные совокупности графиче-
ских элементов с возможностью их выборочной детализации (рис. 5).

сервер «сцена» поддерживает концепцию «визуальных переменных». 
к их числу относятся параметры, которые изменяются во время моделиро-
вания задействованными симуляторами и отображаются сценой непосред-
ственно при их изменениях (загруженность/доступность узлов, поражение 
узла вирусом и т. д.). ещё одной особенностью сцены является возможность 
её запуска на отдельном мониторе (проекторе) в качестве серверного процес-
са с возможностью параллельного обслуживания нескольких симуляторов.

сервер визуализации «сцена» реализован на языке Java и позволяет груп-
пе процессов отображать состояние моделируемой системы. При этом один 
из этих процессов заявляет себя как главный и устанавливает начальную 
картинку, передавая URI файла с графикой в формате SVG, в котором мо-
жет присутствовать логика обработки запросов на отрисовку изменений на 
языке JavaScript. каждый процесс, участвующий в ходе моделирования, будь 
то процесс-симулятор или реальный процесс в Grid/Cloud среде, может по-
сылать запросы на отрисовку отдельных графических признаков (изменение 
цвета, надписей и так далее), а также получать информацию об изменениях 
на «сцене». Последнее может быть также востребовано в ходе более продви-
нутой интерактивной визуализации.

Рис. 4. Просмотр развёрнутой конфигурации
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4.4. система виртуального моделирования

виртуальное моделирование основано на работе с виртуальными объектами, 
такими как виртуальные машины и виртуальные сети. для управления этими 
объектами используется хорошо зарекомендовавшая себя кроссплатформен-
ная библиотека libvirt.

система развёртывания [Zenzinov, 2013] представляет собой комплекс 
программ, написанных на языке Python. она реализует следующие функции:

•	 развёртывает	виртуальные	машины	по	заданной	конфигурации;
•	 запускает	 виртуальные	 машины	 с	 сетевым	 сервисом	 для	 выполнения	

заданий;
•	 по	 завершении	 выполнения	 сценария	 система	 развёртывания	 произ-

водит останов виртуальных машин и удаление временных файлов.

входными данными для создания набора виртуальных машин являет-
ся общая конфигурация для виртуальных машин, конфигурация виртуаль-
ных сетей и набор шаблонов дисковых образов с предустановленными опе-
рационными системами и необходимым По. конфигурационные файлы 
в данном случае имеют формат JSON и создаются редактором сценариев 
автоматически.

Используемый в системе сетевой сервис позволяет в режиме виртуаль-
ного или гибридного моделирования выполнять на виртуальных машинах 
различные задания. такой подход предоставляет возможность использовать 
в процессе моделирования реальное По, проводить более детализированные 
сценарии работы распределённой системы. для использования какого-ли-
бо дополнительного По необходимо изменить исходные шаблоны дисковых 
образов.

Рис. 5. сервер визуализации «сцена»
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4.5. расширение функциональных возможностей среды моделирования

Поскольку технологии, используемые в создании распределённых компью-
терных систем, наряду со средствами и методами их защиты, постоянно со-
вершенствуются, то и среда моделирования Grid/Cloud-систем должна быть 
расширяемой. Программный интерфейс среды нИва позволяет расширять 
её функциональные возможности с относительно небольшими временны`ми 
и ресурсными затратами. доступны следующие возможности расширения:

•	 создание	новых	шаблонов	действий;
•	 расширение	сервера	визуализации	«Сцена»;
•	 в	случае	гибридного	моделирования	—	реализация	совместной	работы	

имитационного моделирования и реальных программ, запускаемых во 
время моделирования на реальных или виртуальных узлах.

5. эксПериМенты

для иллюстрации работы среды моделирования были проведены следующие 
эксперименты.

5.1. гибридное моделирование штатного режима работы Grid-системы

в этом эксперименте Grid-система состоит из пользовательского узла, узла 
распределения заданий (мастер-узел) и вычислительных узлов. типичный 
сценарий штатной работы такой системы следующий. Пользователь посылает 
в систему задачу, мастер-узел распределяет работу между вычислительными 
узлами. Последние в данном эксперименте были смоделированы виртуально, 
в то время как остальные моделировались имитационно.

в качестве типовой вычислительной задачи было выбрано численное вы-

числение интеграла 
10

2

0

3 dx xò  методом симпсона. на мастер-узле вычисли-

тельное задание представлено в виде небольшой программы на языке Python. 
мастер-узел рассылает его виртуальным узлам через сетевой сервис, а затем 
они выполняют задание.

При помощи утилиты virt-manager для управления виртуальными маши-
нами можно следить за ходом выполнения задач, а именно — за получением 
задачи, запуском программы и выводом результата.

6.2. вирусная атака на облачную систему типа «инфраструктура как сервис»

второй эксперимент представляет собой моделирование вирусной атаки из 
внешней сети против облачной системы вида «инфраструктура как сервис» 
(IaaS). Экспериментальная система оснащена системой обнаружения вторже-
ний (сов), а также узлом, отвечающим за облачную инфраструктуру. в на-
стоящих облачных системах такой узел управляет виртуальной инфраструк-
турой. в рамках данного эксперимента виртуальные машины моделируются 
имитационным образом.
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Эксперимент проводился в двух режимах: сов включена; сов выключе-
на. в первом случае сов успешно блокирует распространение вируса по ин-
формационной системе. в другом случае можно наблюдать заражение систе-
мы в соответствии с заданными параметрами вероятности заражения. в ходе 
эксперимента некоторые заражённые узлы уничтожаются. вероятность унич-
тожения также задаётся отдельным параметром.

следует отметить, если узел, отвечающий за облачную инфраструктуру, 
будет уничтожен, то приписанные к нему виртуальные машины также станут 
недоступными и прекратят свою активность. Это поведение хорошо согласу-
ется с поведением реальных облачных систем.

5.3. неинтерактивный запуск серии экспериментов

чтобы продемонстрировать возможность неинтерактивного запуска серии 
экспериментов были выбраны сценарии с распространением вируса и атакой 
вида «отказ в обслуживании» (DDoS) на Grid/Cloud-системы в шести различ-
ных конфигурациях. Эти конфигурации включают в себя три вида облачных 
систем: IaaS («инфраструктура как сервис»); PaaS («платформа как сервис»); 
SaaS («программное обеспечение как сервис»). они отличаются между собой 
архитектурными элементами и способом распределения вычислительных за-
даний. кроме облачных систем, рассматривались Grid-системы с тремя раз-
личными сетевыми топологиями: «кольцо»; «звезда»; «линия». как и в преды-
дущем разделе, рассматривались два случая: сов включена; сов выключена. 
суммарно это даёт 24 различные конфигурации.

По завершении выполнения экспериментов система выдаёт пользовате-
лю отчёт, который содержит информацию о произошедших в ходе экспери-
мента событиях, а также итоговые результаты: число успешно выполненных 
задач; число невыполненных задач; число «упавших» узлов; доля успешных 
заданий для каждой конфигурации системы.

в таблице представлен пример таких результатов в случае вирус-ата-
ки при отключённой сов. Эти результаты полностью зависят от заданных 
параметров.

Пример результатов серии экспериментов с вирус-атакой

Конфигурация информационной системы

IaaS PaaS SaaS Ring Star Line
Число выполненных заданий

23 33 51 15 47 5
Число невыполненных заданий

10 5 0 13 1 18
Доля успешных заданий, %

69,70 86,84 100 53,57 97,92 21,74
Число «упавших» узлов

2 1 2 1 4 1
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заключение

в результате проделанной работы был разработан прототип программной 
среды для моделирования Grid/Cloud-систем с поддержкой нескольких режи-
мов симуляции. в дополнение к широко используемому дискретно-событий-
ному моделированию использование технологий виртуализации позволяет 
оценивать эффективность средств обеспечения безопасности. такой подход 
позволяет принимать во внимание особенности реальных программ, кото-
рые могут содержать в себе уязвимости. в сочетании с остальными режимами 
моделирования это даёт новые уникальные возможности. Разрабатываемая 
система может использоваться как инструментарий для исследований таких 
задач как оценка безопасности программного обеспечения информационных 
систем, поиск оптимальных конфигураций для защиты систем от конкретных 
видов атак. следует отметить, что среда нИва может использоваться и в за-
дачах, не связанных с тематикой информационной безопасности.

кроме практической значимости исследования, связанные с разработ-
кой представленной программной среды, имеют теоретическое значение. 
возникает целый ряд вопросов, обусловленных гибридной природой моде-
лирования распределённых компьютерных систем и систем безопасности. 
Предстоит ответить на вопросы, связанные с взаимодействием симулято-
ров, найти и изучить возможные эффекты, возникающие в процессе такого 
взаимодействия.
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Рассматривается феномен многомодового диффузионного хаоса, одним из признаков 
которого является увеличение ляпуновской размерности аттрактора распределённых 
эволюционных динамических систем при уменьшении коэффициента диффузии. 
для иллюстрации этого эффекта рассматривается краевая задача типа «реакция-диф-
фузия» в области, состоящей из двух прямоугольных частей, связанных между собой 
перемычкой. Ширину перемычки примем бифуркационным параметром задачи, она 
меняется так, что мера области сохраняется. Изучены условия возникновения хао-
тических колебаний и построена зависимость инвариантных характеристик аттрак-
тора задачи от ширины перемычки. Параметр диффузии при этом выбран так, что за 
счёт уменьшения ширины перемычки может появиться пространственно неоднород-
ный хаотический аттрактор. для полученного аттрактора вычисляются ляпуновские 
экспоненты и ляпуновская размерность. Показано, что величина размерности при 
уменьшении параметра растёт до некоторого предела, кроме того выяснилось, что 
увеличение размерности связано с усложнением распределения по пространственной 
переменной устойчивых режимов системы.

Исследование выполнено при поддержке Российского научного фонда (проект 
№ 14-21-00158).

Ключевые слова: диффузионный хаос, аттрактор, ляпуновская размерность, урав-
нение Гинзбурга-ландау, бифуркация.

введение

Формирование пространственно неоднородных структур в однородных сре-
дах обычно связано с изучением модельных краевых задач, имеющих общее 
название уравнения «реакция-диффузия». данный феномен был впервые 
описан математически аланом тьюрингом в работе [Turing, 1952], посвящён-
ной явлению диффузионной неустойчивости пространственно однородных 
решений. теорема тьюринга-Пригожина [Nicolis, Prigogine, 1977] описы-
вает ситуацию, когда при определённом изменении диффузионного пара-
метра системы пространственно однородное решение теряет устойчивость, 
а в его окрестности появляются устойчивые пространственно неоднородные 
режимы.

Рассмотрим параболическую краевую задачу вида

 ( ),u D u F u
t

ν ∆
¶

= +
¶

 0,u

Ω¶

¶
=

¶n
 (1)
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где Δ — оператор лапласа; ;kuÎ  k ≥ 2; D = diag{d1, …, dk}; dj > 0; j = 1, …, k; 
ν > 0 — параметр, отвечающий за пропорциональное уменьшение коэффици-
ентов диффузии; n — внешняя нормаль к достаточно гладкой границе Ω¶  
ограниченной области ;mΩÌ  m ≥ 1; F(u) — гладкая вектор-функция. 
краевую задачу (1) принято называть системой «реакция-диффузия», она 
служит математической моделью многих биофизических и экологических 
процессов (см., напр., [ахромеева и др., 2007; мищенко и  др., 2005; Nicolis, 
Prigogine, 1977]).

Под термином «диффузионный хаос» будем понимать странный аттрак-
тор краевой задачи (1), нетривиально зависящий от пространственной пере-
менной. в настоящее время существуют две концепции диффузионного ха-
оса — маломодовый и многомодовый хаос. Первый из них может возникать 
в системе (1) при «средних» значениях параметра ν, а второй — при ν → 0.

Интерес к маломодовому хаосу инициирован известными работами 
Э. лоренца [Lorenz, 1963], а также д. Рюэля и Ф. такенса [Ruelle, Takens, 
1971], а затем й. курамото [Kuramoto, 1978], в которых был поставлен общий 
вопрос: можно ли связать стохастические режимы в распределённой системе, 
имеющей бесконечно много степеней свободы, с наличием странного аттрак-
тора в системе небольшого числа обыкновенных дифференциальных уравне-
ний. (обычно эта система представляет собой каким-то образом упрощённую 
модель исходной системы.) в ряде случаев это действительно удаётся сделать. 
для примера сошлёмся на известное уравнение Гинзбурга — ландау, для ко-
торого сформулированный вопрос был решён в работах с. П. курдюмова, 
Г.Г малинецкого и т. с. ахромеевой (см. обзор в книге [ахромеева и др., 2007]) 
для некоторых типов краевых условий. точнее говоря, в этих работах числен-
ными методами был обнаружен странный аттрактор в трёхмерной системе, 
получающейся из уравнения Гинзбурга — ландау на отрезке с граничными 
условиями неймана в результате двухмодовой галеркинской аппроксимации. 
другой пример — анализ странных аттракторов простейших конечно-разност-
ных аппроксимаций краевых задач вида (1) на отрезке (см. [Глызин, 1997]).

многомодовый диффузионный хаос сначала был теоретически описан 
в статье [колесов, 1988], посвящённой исследованию динамики нелиней-
ных осцилляторов, слабо связанных через диффузию. численный анализ 
данной модели проделан в работах автора [Глызин, 2009; 2013], из резуль-
татов которых вытекает важное следствие: если в системе (1) на отрезке при 
ν → 0 наблюдается диффузионный хаос, то его ляпуновская размерность не-
ограниченно растёт. отметим также численный анализ уравнения Гинзбурга-
ландау, приведённый в работе [Гапонов-Грехов, 1987] для периодических 
краевых условий.

для уточнения понятия многомодового диффузионного хаоса восполь-
зуемся формулировками из статьи [Глызин и др., 2010]. Будем предполагать, 
что отвечающая системе (1) точечная модель, т. е. система обыкновенных 
дифференциальных уравнений

( ), u F u=  (2)
имеет экспоненциально орбитально устойчивый цикл

0( ,)u u t=  0d
 0
d
u
t
¹  (3)
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некоторого периода T0 > 0. Понятно, что такая ситуация является типичной. 
учитывая, что цикл (3) сохраняется и в распределённой модели (1), для из-
учения его устойчивости линеаризуем уравнение из (1) на нём и применим 
к получившейся линейной краевой задаче метод Фурье по системе собствен-
ных функций оператора лапласа. в результате приходим к системе

0  , ( )h A z ht Dé ù= -ë û
  (4)

где 
0 )0 (

( ) ( ) ;
tu u

A F ut
=

¢=  параметр z принимает дискретные значения νλk, 
k = 0, 1, …; 0 = λ0 < λ1 ≤ λ2 ≤ … — занумерованные в порядке возрастания соб-
ственные значения оператора –Δ в области Ω с граничными условиями 
неймана. всюду ниже для удобства будем считать параметр z в (4) непрерыв-
но меняющимся на полуоси z ≥ 0. обозначим, далее, через μs, s = 1, …, k, 
мультипликаторы системы (4) и положим 

1 0

1( ) max  Re ln ( ) .ss k
z z

T
α µ

£ £

ì üï ïï ï= í ýï ïï ïî þ
 (5)

Заметим, что α(0) = 0, так как при z = 0 система (4) (в силу экспоненци-
альной устойчивости цикла (3) для точечной модели (2)) имеет простой еди-
ничный мультипликатор, которому отвечает решение Флоке 0( ),h u t=   а все 
остальные её мультипликаторы лежат в круге { }: 1 .µ µÎ <

в дальнейшем нам потребуется следующее определение, введённое в ста-
тье [Глызин и др., 2010]. следует отметить, что аналог данного определения 
впервые был введён в работе [колесов, 1985].

Определение. Будем говорить, что параболическая краевая задача (1) име-
ет многомодовый диффузионный аттрактор, если выполняются следующие 
ограничения:

а) точечная модель (2) имеет экспоненциально орбитально устойчивый 
цикл (3);

б) найдутся такие 0 ≤ z1 < z2, что функция (5) строго положительна на ин-
тервале z1 < z < z2;

в) при всех достаточно малых ν > 0 динамическая система, порождаемая 
краевой задачей (1) в фазовом пространстве ( ; ),kC Ω   ,Ω Ω Ω= È¶  
имеет хаотический аттрактор Aν, ляпуновская размерность dL(Aν) ко-
торого стремится к +∞ при ν → 0.

как уже отмечалось выше, условие а) типично для краевых задач вида (1), 
возникающих в различных биофизических и экологических приложениях. 
требование α(z) > 0 при z ∈ (z1, z2), фигурирующее в условии б), обеспечи-
вает неустойчивость цикла (3) в рамках распределённой модели (1) при всех 
достаточно малых значениях параметра ν. что же касается условия в), яв-
ляющегося самым главным из всех трёх, то оно гарантирует реализуемость 
при ν → 0 феномена многомодового диффузионного хаоса. учитывая, что 
термин «хаотический аттрактор» допускает различные интерпретации, будем 
для определённости придерживаться понятия хаоса, предложенного в работе 
[колесов, Розов, 2009]. отметим, что упомянутую в условии в) ляпуновскую 
размерность dL(Aν) будем вычислять через характеристические показатели ат-
трактора Aν по известной формуле каплана-йорке [Frederickson et al., 1983]. 
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опираясь на приведённое определение, в статье [Глызин и др., 2010] сформу-
лирована концепция диффузионного хаоса, заключающаяся в установлении 
самого факта существования динамических систем с многомодовым диф-
фузионным аттрактором (см. [Глызин и др., 2010], а также [Глызин, 2013], 
где собраны несколько примеров многомодового диффузионного хаоса). 
численное обоснование данного явления нетрудно получить для простых об-
ластей, например, как в упомянутой выше работе для отрезка. в случае пло-
ских невыпуклых областей ситуация существенно сложнее. в данной работе 
рассматривается задача об устойчивых режимах динамической системы типа 
«реакция-диффузия» в ситуации, когда при сохранении меры области опре-
деления меняется её граница. в частности, подробно рассмотрен случай ган-
телеобразной области. краевые задачи параболического типа в такой области 
были рассмотрены ранее в статьях хосе арриета [Arrieta, 1995a, b] и серии бо-
лее поздних его статей с соавторами [Arrieta et al., 2006; 2009]. в этих публи-
кациях, однако, ставилась несколько иная задача, заключавшаяся в исследо-
вании ситуации, когда ширина перемычки, соединяющей области, стремится 
к нулю.

с целью более осмысленного подбора параметров задачи сделаем неко-
торые дополнительные предположения. в первую очередь, область определе-
ния пространственной переменной для простоты выберем в виде двух прямо-
угольных частей, связанных между собой перемычкой. Ширину перемычки 
примем бифуркационным параметром задачи, причём максимальное значе-
ние этого параметра соответствует исходной прямоугольной области. далее, 
предполагается, что параметры точечной (не зависящая от пространствен-
ной переменной) системы находятся вблизи бифуркации андронова-хопфа 
и, тем самым, задача имеет пространственно однородный цикл. следующее 
предположение состоит в том, что в задаче возможна диффузионная потеря 
устойчивости однородного цикла и параметр диффузии для указанной выше 
прямоугольной области выбран вблизи, но больше критического значения 
параметра диффузии.

таким образом, основная решаемая в работе задача состоит в выяснении, 
при каком значении ширины перемычки пространственно однородный ре-
жим теряет устойчивость и какие при этом появляются устойчивые режимы.

в случае появления неупорядоченных колебаний численно определяется 
набор инвариантных числовых характеристик аттрактора (ляпуновских экс-
понент) с тем, чтобы по ним судить о сложности бифурцирующих простран-
ственно неоднородных режимов.

одним из основных результатов, полученных на этом пути, является тот 
факт, что увеличение ляпуновской размерности аттрактора тесно связано 
с усложнением пространственного распределения аттрактора. Иначе говоря, 
в более сложном случае имеется более изрезанный профиль распределения 
переменных по пространственной области, что позволяет и в данной ситуа-
ции говорить о многомодовом диффузионном хаосе.

выбор ПараМетров задачи на основе асиМПтотических Методов

Рассмотрим краевую задачу (1) в ситуации, когда соответствующая ей точеч-
ная задача близка к бифуркации андронова-хопфа:
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как и выше, 2( , ) : ,ku u t x += ´  →  0 1ε<   — положительный малый па-
раметр, k×k матрица A0 имеет пару собственных чисел на мнимой оси ±iω, 
причём все остальные собственные числа данной матрицы лежат в левой ком-
плексной полуплоскости, k×k матрица A1 такова, что собственные числа ма-
трицы A0 + εA1 переходят в правую комплексную полуплоскость при ε > 0. 
вектор-функции векторного аргумента F2(u, u), F3(u, u, u) линейны по каждо-
му аргументу, гладкая функция *( )F u  имеет порядок малости по u выше тре-
тьего. введём собственный вектор a, соответствующий собственному числу iω 
так, что (A0 –iωE)a = 0, в свою очередь собственный вектор сопряжённой за-
дачи 0 0TA i E bω

æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø+ =  выберем при дополнительном условии (a, b) = 1, где 
(*, *) — скалярное произведение в унитарном пространстве.

хорошо известно, что система (6) с помощью замены

( )
3 2

2 3

( , , )  ( , )exp( ) ( , )exp( )

), ,( (, )

u t x s x i t a s x i t a

u s x u s x

ε ε ξ ω ξ ω

ε ε

= × + - × +

+ + +¼
 

(7)

где s = εt, в результате приравнивания коэффициентов при степенях ε  на 
третьем шаге приводится к укороченной квазинормальной форме (см. 
[васильева и др., 1985]):

2
1( , )  ( , ) ,Da b A a b d

s
ξ

ν ∆ ξ ξ ξ ξ
¶

= + +
¶

 0,
n

Ω

ξ

¶

¶
=

¶


 (8)

где d = d0 + ic0 — первая ляпуновская величина, определяемая нелинейностью 
задачи. нетрудно найти

2 0 2 0 2 1 2 1
0 0

3 3 3

, , , ,  
 

, ,  , , ,  
( ) ( ) ( ) ( )

,
( ) ( ) ( ), ,

F a w F w a F a w F w a
d i c

F a a a F a a a F a a a b

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø

+ + + +
+ =

+ + +
 (9)

где ( )1
0 0 2 2,( ) ( ) ;, w A F a a F a a-=- +  1

1 0 2(2 ) ).,(w i A F a aω -= -

основное предположение, принимаемое на этом этапе, состоит в том, 
что d0 < 0. учтём, кроме того, что собственные числа матрицы A0 + εA1 пере-
ходят при ε > 0 в правую комплексную полуплоскость, что гарантирует поло-
жительность величины Re(A1a, b). в этой ситуации, выполняя в системе (8) 
замены ( )1 0 1 Re ( , ) exp m( , ,I )A a b d A a b sξ η= - ×  τ = Re(A1a, b)s, получим урав-
нение Гинзбурга-ландау вида

2
1 2(1  )  (1  ) ,i c i cη

ν ∆ η η η η
τ

¶
= - + - +

¶
 0,

Ω

η

¶

¶
=

¶n
 (10)

где νRe(Da, b)/Re(A1a, b) снова обозначено ν; c1 = –Im(Da, b)/(Re(A1a, b)× 
×Re(Da, b)); c2 = –c0 /d0. относительно уравнения (10) известно, что его гру-
бым режимам соответствуют, при достаточно малых ε, грубые режимы исход-
ной системы (6) той же устойчивости [васильева и др., 1985].
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уравнение (10) имеет однородный цикл

2exp( ),ic iη τ α= - +  const.α=  (11)
в точечной модели (в отсутствие диффузионного слагаемого) цикл (11) 

является орбитально асимптотически устойчивым. Исследование устойчиво-
сти этого цикла для задачи (10) (ν ≠ 0) даёт следующее условие: цикл (11) 
устойчив (неустойчив) в рамках краевой задачи (10) при * 0ν ν- >  (<0), где

1 2
* 2

1 1

2( 1)
0,  

1

c c

c
ν

λ
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

-
= >

+
 (12)

учитывая положительность параметра ν и положительность величины λ1, 
из соотношения (12) следует, что для появления диффузионной неустойчиво-
сти цикла необходимо выполнение условия

1 2 1.c c >  (13)
Предпринятый анализ позволяет уточнить постановку задачи для чис-

ленного эксперимента. Рассмотрим уравнение Гинзбурга-ландау (10) в обла-
сти Ω (рис. 1). Будем считать, что недеформированная область Ω представляет 
собой квадрат со стороной единица. Зафиксируем параметры с1 = 0,5, с2 = 8 
так, что выполнено неравенство (13).

в этой ситуации величина λ1 = –π2 и, тем самым, критическое значе-
ние ν, вычисленное по формуле (12), даёт 2

* 6 ( 1,25) 0,4863.ν π= »  выберем 
ν = 2, заведомо превосходящим порог *,ν  и рассмотрим процесс потери 
устойчивости однородного цикла при уменьшении ширины полосы, связыва-
ющей прямоугольники в Ω.

результаты численного счёта

Предположим, что у краевой задачи (10) величина ν относительно мала, одна-
ко больше, чем критическое значение *,ν  при котором однородный цикл те-
ряет устойчивость. выберем область определения пространственной пере-
менной Ω в виде двух соединённых перемычкой прямоугольников (см. 
рис. 1).

Рис. 1. область определения Ω
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Будем считать, что прямоугольники имеют фиксированную длину A 
и ширину B, а перемычка имеет длину L и ширину W. теперь будем умень-
шать W и, соответственно, увеличивать L таким образом, чтобы произведе-
ние LW оставалось неизменным. Рассмотрим характер потери устойчивости 
однородного цикла при указанном изменении Ω и определим инвариантные 
числовые характеристики возникающих при этом аттракторов задачи.

для численной оценки решений краевой задачи (10) будем использовать 
разностные аппроксимации по пространственным переменным. Построим 
разностную модель, аппроксимирующую (10), для этого отнесём начало ко-
ординат на плоскости изменения пространственной переменной в левый 
нижний угол области Ω, затем разобьём область Ω на прямоугольники раз-
мером не более чем δx×δy, где δx = A/N, δy = (L + 2B)/M. далее, узлами сет-
ки будем считать точки (xi, yi) с координатами xi = (i – 0,5)δx, yj = (j – 0,5)
δy, i = 1, …, N – 1, j = 1, …, M – 1. для точек (xi, yj) ∈ Ω, вместо краевой зада-
чи (10), заменяя оператор лапласа его разностным аналогом, выпишем систе-
му обыкновенных дифференциальных уравнений

, 1, 1, , , 1 , 1 ,
1 2 2

2
, 2 , ,

2 2
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( ) ( )
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i j i j i j i j i j i j i j
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æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç
- + - +
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(14)

где (i, j) ∈ Ind, а множество индексов Ind определяется следующим образом:

{ }{ }( , )  1, , 1 ,  {1, , 1}, ( , ) .i jInd i j i N j M x y Ω= Î ¼ - Î ¼ - Î  (15)
Граничные условия непроницаемости моделируются стандартным обра-

зом: на внешней границе области Ω считаем, что

( ) ( )
0, 1, , 1, ,

,0 ,1 1 , , 1 1

, 1, , 1,
 ( , ) ,  ( , ) , 1, ,

,
1.

j j N j N j

i i i i M i M i M

j M

x y x y i N

η η η η

η η Ω η η Ω

-

- -

üï= = = ¼ - ïïýï= Î = Î = ¼ - ïïþ
 (16)

на границе перемычки и на границах прямоугольников, к ней примыка-
ющих, приблизим краевые условия по аналогии с (16), учитывая с помощью 
линейных аппроксимаций тот факт, что граница проходит не посередине рас-
стояния между узловыми точками. Получившуюся систему обыкновенных 
дифференциальных уравнений будем решать методами дормана-Принса 8(5) 
порядка (см. [Dormand, Prince, 1980]).

Поведение решений системы (14) с уменьшением ширины перемычки 
довольно быстро усложняется, поэтому возникает потребность в вычисле-
нии некоторых инвариантных характеристик аттрактора задачи, определяю-
щих его хаотичность. алгоритм определения спектра ляпуновских экспонент 
и ляпуновской размерности базируется на известной мультипликативной эр-
годической теореме оселедца [оселедец, 1968], согласно которой для конеч-
номерной динамической системы величина старшего ляпуновского показате-
ля не зависит от начальной точки на аттракторе (точнее говоря, он одинаков 
для почти всех начальных значений по некоторой инвариантной мере). в на-
шем случае бесконечномерная задача (10) заменена конечномерной системой 
обыкновенных дифференциальных уравнений (14) и их ляпуновские экспо-
ненты могут, вообще говоря, не совпадать. в связи с этим дополнительный 
интерес представляет вопрос об адекватности модели (14).
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для вычисления ляпуновских экспонент системы (14) будем пользо-
ваться методом Беннетина [Benettin et al., 1976; Wolf et al., 1985] (точнее, его 
вариантом, изложенным в работе [Глызин и др., 2005]). для оценки ляпу-
новской размерности будем пользоваться формулами каплана-йорке (см. 
[Frederickson et al., 1983]).

результаты численного эксПериМента

Перейдём к описанию численного эксперимента, относящегося к одно-
му из основных результатов статьи. вычисления для краевой задачи (10) 
в области Ω выполнялись при следующих значениях параметров: c1 = 0,5, 
c2 = 8, ν = 2, выбор которых обоснован выше. Размеры области Ω предпо-
лагались равными A = 1, B = 1/3, площадь перемычки при этом не меняется 
(LW = 1/3), а параметры разбиения принимались равными N = 200, M = 200. 
введём бифуркационный параметр

.W
A

µ =  (17)

система (14)–(16) решалась численно при различных μ в промежутке от 1 
до 0,2. нижняя граница μ = 0,2 выбрана из соображений сохранения точно-
сти применяемой разностной схемы.

выполненные расчёты показали, что при уменьшении μ на проме-
жутке от 1 до 0,62 остаётся устойчивым пространственно однородный 
цикл. Иллюстрацией этому служит рис. 2a, на котором изображена про-
екция фазовой кривой устойчивого режима системы (14) на плоскость 
(Re η5,5, Re η150,55). Близость кривой к биссектрисе первого координатного 
угла как раз и означает, что колебания в различных точках области Ω синхро-
низированы. При μ ≈ 0,62 пространственно однородный цикл мягко теря-
ет устойчивость, при этом рождается пространственно неоднородный цикл. 
Значение μ ≈ 0,6 является следующим критическим, поскольку при μ < 0,6 
колебательные режимы, устанавливающиеся в системе (14), становятся 
неупорядоченными.

 
 а б

Рис. 2. Проекция фазового портрета системы (14): a — μ = 0,62, пространственно  
однородный цикл; б — μ = 0,59, пространственно неоднородный цикл
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 а б

Рис. 3. Проекция фазовых портретов решений системы (14): a — μ = 0,45; б μ = 0,22

Рис. 4. График зависимости старшего ляпуновского показателя λ1(μ)  
аттрактора системы (14) от относительной толщины перемычки μ

Рис. 5. График зависимости ляпуновской размерности dL(μ)  
аттрактора системы (14) от относительной толщины перемычки μ
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При значениях, близких к μ = 0,6 (рис. 2б, построенный для μ = 0,59), ко-
лебательный режим устроен так, что на протяжении длительных промежутков 
времени значения в различных точках области синхронизированы, это при-
водит к тому, что на указанном рисунке в окрестности биссектрисы первого 
координатного угла наблюдается уплотнение траекторий системы.

дальнейшее уменьшение μ приводит к усложнению колебательных ре-
жимов (рис. 3). степень их сложности находит своё отражение в построен-
ных для аттрактора системы (14) графиках зависимости от μ старшего ля-
пуновского показателя λ1 и ляпуновской размерности dL. нетрудно видеть 
(рис. 4, 5), что после возникновения при μ < 0,6 у системы хаотического ат-
трактора величина λ1(μ) колеблется в относительно узких пределах, а значе-
ние dL(μ) после промежутка от μ ≈ 0,6 до μ ≈ 0,32, где оно почти не меняется, 
при μ < 0,32 растёт.

усложнение аттрактора системы можно проиллюстрировать и с помо-
щью графиков пространственного распределения амплитуды решения систе-
мы (14) при различных значениях относительной толщины перемычки 
и фиксированном t. на рис. 6 в узлах решётки области Ω построены величины 

 
 а б

 
 в г

Рис. 6. Пространственное распределение амплитуды решения системы (14) при раз-
личных значениях относительной толщины перемычки и фиксированном t: a — 

μ = 0,61; б — μ = 0,59; в — μ = 0,38; г — μ = 0,22
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, ( ) ,i j tη  где (i, j) ∈ Ind. нетрудно видеть, что режимы, получающиеся при ма-
лых μ (см. рис. 6в, г, построенные при μ = 0,33 и μ = 0,22 соответственно), 
оказываются существенно более изрезанными по сравнению с режимами, 
возникающими при значениях μ, близких к критическому значению, при ко-
тором теряет устойчивость пространственно однородный цикл (см. рис. 6a, б, 
построенные при μ = 0,61 и μ = 0,59 соответственно).

заключение

Подводя итог, следует отметить, что исследуемое уравнение Гинзбурга-
ландау (10) может обладать многомодовым хаотическим аттрактором не толь-
ко за счёт уменьшения коэффициента диффузии, но и в результате изменения 
геометрии области определения пространственной переменной. один из ос-
новных результатов численного анализа состоит в том, что увеличение ляпу-
новской размерности аттрактора тесно связано с усложнением его простран-
ственного распределения. Это означает, что в более сложном случае имеется 
более изрезанный профиль распределения переменных по пространственной 
области, что позволяет говорить о многомодовом диффузионном хаосе.

Задача о многомодовом диффузионном хаосе и его инвариантных ха-
рактеристиках пока ещё далека от полного решения. Поставленную в статье 
задачу необходимо решать в более сложных областях и при меньших значе-
ниях параметра диффузии. Это потребует, с одной стороны, сеток с большим 
числом узлов для адекватного представления аттрактора со сложным про-
странственным распределением, и с другой, вычисления большего числа ля-
пуновских экспонент для оценки ляпуновской размерности. на этом пути не-
обходимо использовать широкие возможности, открывающиеся в результате 
применения гибридных параллельных вычислительных систем.
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The phenomenon of multimode diffusion chaos is considered. For a number of examples it 
is shown, that the Lyapunov dimension of the attractor of a distributed dynamical system in-
creases as the diffusion coefficient tends to 0. Then we consider a boundary problem of reac-
tion-diffusion type in the domain consisting of two rectangular areas connected by a bridge. 
The bridge width is a bifurcation parameter of the problem and is changed in such way that 
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Представлена методика, используемая в библиотеке с открытым исходным кодом 
VexCL для автоматической генерации вычислительных ядер OpenCL из выражений 
языка программирования C++. данная методика позволяет значительно упростить 
написание программ, использующих графические ускорители для повышения эффек-
тивности научных расчётов. Показано преимущество такого подхода по сравнению 
с использованием библиотек с фиксированным программным интерфейсом.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты № 12-07-0007 и 12-01-
00333a), а также за счёт средств субсидии, выделенной в рамках государственной под-
держки казанского федерального университета в целях повышения его конкуренто-
способности среди ведущих мировых научно-образовательных центров.

Ключевые слова: C++, OpenCL, GPGPU, VexCL.

введение

Применение видеокарт для научных расчётов в последнее время приобре-
тает всё большую популярность. основными программными платформа-
ми здесь являются NVIDIA CUDA и OpenCL. CUDA — это проприетарная 
программно-аппаратная архитектура, разрабатываемая компанией NVIDIA 
и поддерживающая вычисления общего назначения на видеокартах NVIDIA. 
OpenCL — это открытый стандарт для разработки кроссплатформенных при-
ложений, использующих современные многоядерные процессоры, видео-
карты и аппаратные ускорители. обе платформы имеют как достоинства, так 
и недостатки. CUDA предлагает более полный набор библиотек для научных 
расчётов, но работает только с аппаратным обеспечением NVIDIA. OpenCL 
поддерживает гораздо более широкий набор оборудования, но низкоуров-
невый программный интерфейс OpenCL требует бо`льших усилий со сторо-
ны разработчика. ещё одно важное отличие CUDA от OpenCL заключается 
в принципе работы с вычислительными ядрами (функциями, исполняющи-
мися на вычислительных устройствах; англ. computational kernels). Платформа 
компании NVIDIA компилирует вычислительные ядра в код PTX во время 
компиляции основной программы. PTX — это псевдоассемблер, который во 
время выполнения преобразуется в машинный код для конкретного устрой-
ства, на котором выполняется вычислительное ядро. так как PTX — это 
низкоуровневый язык, то окончательный этап компиляции в машинный 
код занимает незначительное время. в стандарте OpenCL вычислительные 
ядра компилируются во время выполнения программы из высокоуровневого 
C-подобного языка. Это ведёт к увеличению времени инициализации про-
грамм, использующих OpenCL, и обычно считается недостатком OpenCL. 
однако данная особенность позволяет генерировать во время выполнения 
программы вычислительные ядра, оптимизированные под конкретную вы-
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числительную задачу. Последняя особенность активно используется в би-
блиотеке с открытым исходным кодом VexCL (https://github.com/ddemidov/
vexcl), разработанной для упрощения применения технологии OpenCL в вы-
числительных программах C++.

в данной работе представлена методика, используемая в VexCL для ав-
томатической генерации вычислительных ядер OpenCL из выражений языка 
C++. на примере параметрического исследования системы лоренца показа-
на эффективность данного подхода по сравнению с библиотеками NVIDIA 
CUBLAS и Thrust [Bell, Hoberock, 2011; http://thrust.github.com].

библиотека VExCL

VexCL — это библиотека с открытым исходным кодом, разработанная в казФ 
мсЦ Ран и предназначенная для упрощения разработки C++ приложе-
ний, использующих технологию OpenCL. Библиотека предоставляет удобную 
и интуитивную нотацию для записи векторных выражений и позволяет ис-
пользовать вычислительные мощности современных видеокарт и арифмети-
ческих ускорителей. в работах [Ahnert et al., 2014; Demidov et al., 2013] пред-
ставлено сравнение удобства использования и производительности VexCL 
с существующими аналогами.

Базовым классом библиотеки VexCL является контейнер 
vex::vector<T>, искапсулирующий массив элементов типа T в памяти вы-
числительного устройства. Экземпляры данного класса можно комбиниро-
вать с помощью широкого набора выражений языка C++, таких как ариф-
метические и логические операторы, встроенные и определённые пользова-
телем функции. также предоставляются операции умножения разреженной 
матрицы на вектор, генерации случайных чисел, сортировки и префиксного 
сканирования массивов, быстрого преобразования Фурье и др. каждое век-
торное выражение приводит к автоматической генерации, компиляции и ис-
полнению вычислительного ядра OpenCL. так, выражение

x = 2 * y - sin(z);

где x, y и z — экземпляры класса vex::vector<double>, соответствует 
следующему вычислительному ядру:

kernel void vexcl_vector_kernel
(
  ulong n,
  global double * prm_1,        // x
  int prm_2,                    // 2
  global double * prm_3,        // y
  global double * prm_4         // z
)
{
  for(ulong idx=get_global_id(0); idx<n; idx+=get_global_size(0))
  {
    prm_1[idx] = ( ( prm_2 * prm_3[idx] ) - sin( prm_4[idx] ) );
  }
}
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При реализации данной функциональности была использована техника 
шаблонов выражений C++ [Veldhuizen, 1995], описанная ниже.

Шаблоны выражений

техника шаблонов выражений была впервые реализована в библиотеке 
классов C++ для научных расчётов Blitz++. Использование этой техни-
ки позволило получить производительность, сравнимую с Фортраном 77/90 
[Veldhuizen, 1995]. для иллюстрации основной идеи рассмотрим следующий 
пример. Пусть требуется реализовать небольшой предметно-ориентирован-
ный язык, упрощающий выполнение арифметические действий над вектора-
ми. так, выражение

x = y + z;

где x, y и z — экземпляры класса vector, должно быть эквивалентно и равно 
по производительности следующему циклу:

for(int i = 0; i < n; ++i)
    x[i] = y[i] + z[i];

на первый взгляд, очевидное решение заключается в перегрузке операто-
ра сложения:

vector operator+(const vector &a, const vector &b) {
    vector tmp( a.size() );
    for(int i = 0; i < a.size(); ++i)
        tmp[i] = a[i] + b[i];
    return tmp;
}

к сожалению, такой подход, несмотря на свою простоту, имеет суще-
ственные недостатки: требуется выделение динамического временного мас-
сива и выполнение дополнительных операций обращения к памяти при за-
писи и чтении промежуточных результатов. так, при выполнении операции 
a = x + y + z потребуется два временных вектора и вдвое больше опера-
ций обращения к памяти, чем необходимо. Это приводит к значительному 
снижению эффективности программы.

альтернативная идея заключается в том, чтобы отложить фактический 
расчёт результата до операции присваивания. для этого, во-первых, объявим 
структуру vsum, которая будет хранить ссылки на два вектора — левый и пра-
вый аргументы оператора сложения, а во-вторых, перегрузим оператор сло-
жения двух векторов так, чтобы он возвращал структуру vsum:

struct vsum {
    const vector &lhs;
    const vector &rhs;

    double operator[](int i) const { return lhs[i] + rhs[i]; }
};
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vsum operator+(const vector &lhs, const vector &rhs) {
    return vsum{lhs, rhs};
}

определённый таким образом оператор сложения чрезвычайно легкове-
сен. Фактическая же работа по сложению двух векторов выполняется в опера-
торе присваивания вектора:

const vector& vector::operator=(const vsum &s) {
    for(int i = 0; i < size; ++i)
        data[i] = s[i];
    return *this;
}

Здесь используется оператор индексации [], определённый в структуре 
vsum. как видно, отпала необходимость создания временного вектора и до-
полнительных операций обращения к памяти. однако всё ещё есть ограниче-
ния по операции сложения и нельзя складывать более двух векторов.

для того чтобы обобщить решение на случай произвольной арифмети-
ческой операции, создадим для каждой из таких операций вспомогательную 
структуру. так, операция сложения будет соответствовать структуре plus:

struct plus {
    static double apply(double a, double b) { return a + b; }
};

статический метод apply здесь возвращает результат сложения двух сво-
их аргументов. аналогичным образом определяются остальные арифметиче-
ские операции. далее, переименуем структуру vsum в binary_op. Эта струк-
тура теперь является шаблоном; аргументы шаблона — это типы левого и пра-
вого операндов и операция, которую необходимо применить к операндам. 
оператор сложения теперь принимает аргументы произвольных типов и воз-
вращает структуру binary_op с соответствующими параметрами шаблона:

template <class LHS, class OP, class RHS>
struct binary_op {
    const LHS &lhs;
    const RHS &rhs;

    double operator[](int i) const {
        return OP::apply(lhs[i], rhs[i]);
    }
};

template <class LHS, class RHS>
binary_op<LHS, plus, RHS> operator+(const LHS &lhs, const RHS 
&rhs)
{
    return binary_op<LHS, plus, RHS>{lhs, rhs};
}
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вся работа по-прежнему выполняется в операторе присваивания вектора, 
который теперь принимает произвольное выражение в качестве аргумента:

template <class Expr>
const vector& vector::operator=(const Expr &expr) {
    for(int i = 0; i < size; ++i)
        data[i] = expr[i];
    return *this;
}

Заметим, что шаблон выражения binary_op, определённый таким обра-
зом, имеет рекурсивную древовидную структуру. так, выражение x + y * z 
имеет тип

binary_op<vector, plus, binary_op<vector, multiply, vector>>

и соответствует дереву выражения, представленному на рис. 1. структура вы-
ражения автоматически определяется компилятором в соответствии с при-
оритетами операций языка C++. Работа по вычислению выражения в данном 
случае выполняется оператором индексации [] и фактически соответствует 
симметричному обходу дерева выражения.

генерация вычислительных ядер OPEnCL

Библиотека VexCL использует технику, аналогичную описанной в преды-
дущем разделе, для автоматической генерации, компиляции и выполнения 
вычислительных ядер OpenCL. Шаблоны выражений при этом формируют-
ся аналогичным образом; меняется только процедура вычисления выражения. 
общая последовательность расчётов с использованием технологии OpenCL 
выглядит следующим образом:

•	 вычислительное	 ядро	 компилируется	 во	 время	 выполнения	 основ-
ной программы из исходного кода C99, хранящегося в символьном 
массиве;

•	 аргументы	ядра	задаются	при	помощи	вызовов	функций	OpenCL	API;
•	 ядро	ставится	в	очередь	на	выполнение	вычислительным	устройством.

Рис. 1. дерево, соответствующее выражению x + y * z
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Исходный код ядра чаще всего либо считывается из текстового файла, 
распространяющегося вместе с основной программой, либо хранится в стати-
ческой строковой переменной. однако исходный код может быть и сгенериро-
ван во время исполнения.

далее опишем методику генерации исходного кода OpenCL, применяю-
щуюся в библиотеке VexCL. вспомним, что выражение вида a = x + y - z 
должно приводить к генерации следующего вычислительного ядра:

kernel void vexcl_vector_kernel(
  ulong n,
  global double * prm_1,
  global double * prm_2,
  global double * prm_3,
  global double * prm_4
)
{
  for(size_t idx=get_global_id(0); idx<n; idx+=get_global_
size(0)){
    prm_1[idx] = ( ( prm_2[idx] + prm_3[idx] ) - prm_4[idx] );
  }
}

данное ядро имеет чётко определённую структуру. от конкретного выра-
жения зависят лишь строки 3–6, в которых задаются параметры ядра, и стро-
ка 10, выполняющая непосредственный расчёт. При этом параметрами ядра 
становятся терминалы (листья) дерева выражения, а при формировании 
тела цикла в строке 10 используется выражение в целом. таким образом, за-
дачу генерации и исполнения вычислительного ядра можно разбить на сле-
дующие шаги: формирование списка аргументов ядра; формирование стро-
кового представления выражения; генерация ядра; задание аргументов ядра 
и постановка ядра в очередь на исполнение. ниже эти шаги рассматриваются 
подробнее.

Формирование списка аргументов ядра. напомним, что техника шабло-
нов выражений, описанная в предыдущем разделе, позволяет получить дере-
во, соответствующее выражению C++ на этапе компиляции программы. для 
обхода дерева во время исполнения программы использовался оператор ин-
дексации [], определённый как в структуре binary_op, так и в классе vec-
tor. в данном случае добавим в класс vector статический метод declare_
params. метод получает ссылки на выходной текстовый поток, в котором 
формируется исходный код ядра, и на текущую позицию в списке параме-
тров. каждый терминал «знает», параметры какого типа и в каком количестве 
ему необходимы. так, в случае вектора в список параметров добавляется ука-
затель на глобальную память. структура binary_op рекурсивно делегирует 
работу по формированию списка параметров своим операндам.

/*static*/
void vector::declare_params(std::ostream &src, unsigned &pos) {
    src << «,\n  global double * prm_» << ++pos;
}

template <class LHS, class OP, class RHS>
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/*static*/
void binary_op::declare_params(std::ostream &src, unsigned &pos) 
{
    LHS::declare_params(src, pos);
    RHS::declare_params(src, pos);
}

Формирование строкового представления выражения. на данном шаге нам 
потребуется строковое представление бинарных операций. для этого добавим 
в структуры plus, minus и др. статический метод to_string:

struct plus {
    static std::string to_string(std::ostream &src) { src << « + 
«; }
};

теперь каждый терминал может сформировать свою часть строкового 
представления выражения, а структура binary_op может рекурсивно объ-
единить эти части в единое целое:

/*static*/
void vector::to_string(std::ostream &src, unsigned &pos) {
    src << «prm_» << ++pos << «[idx]»;
}

template <class LHS, class OP, class RHS>
/*static*/
void binary_op::to_string(std::ostream &src, unsigned &pos) {
    src << «( «;
    LHS::to_string(src, pos);
    OP::to_string(src);
    RHS::to_string(src, pos);
    src << « )»;
}

Генерация ядра. на данном этапе есть всё необходимое для формирования 
полного исходного текста вычислительного ядра. Шаблон функции kernel_
sorce(), приведённый ниже, возвращает сгенерированный код для заданно-
го выражения C++. Параметрами шаблона являются типы выражений слева 
и справа от знака присваивания.

template <class LHS, class RHS>
std::string kernel_source() {
    std::ostringstream src;

    src << «kernel void vexcl_vector_kernel(\n  ulong n»;

    unsigned pos = 0;
    LHS::declare_params(src, pos);
    RHS::declare_params(src, pos);
    src <<
        «)\n{\n»
        «  for(size_t idx = get_global_id(0); idx < n; idx += 
get_global_size(0)) {\n»
        «    «;
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    pos = 0;
    LHS::to_string(src, pos); src << « = «;
    RHS::to_string(src, pos); src << «;\n»;

    src << «  }\n}\n»;

    return src.str();
}

Задание аргументов ядра. до сих пор пользовались фактом, что исход-
ный код ядра целиком определяется типом выражения. Это позволяло ис-
пользовать статические методы для генерации исходного кода ядра. для за-
дания аргументов ядра потребовались конкретные значения терминалов. 
По-прежнему, непосредственная работа по вызову функций OpenCL API вы-
полняется терминалами выражения, а само выражение делегирует работу сво-
им операндам.

void vector::set_arguments(cl::Kernel &krn, unsigned &pos) const 
{
    krn.setArg(pos++, buffer);
}

template <class LHS, class RHS>
void binary_op::set_arguments(cl::Kernel &krn, unsigned &pos) 
const {
    lhs.set_arguments(krn, pos);
    rhs.set_arguments(krn, pos);
}

Постановка ядра в очередь на исполнение. как и в примере из раздела 
«Шаблоны выражений», основная работа по вычислению выражения про-
водится в операторе присваивания вектора. оператор присваивания по-
прежнему является шаблонным методом с типом выражения в качестве пара-
метра шаблона. так как код вычислительного ядра полностью определяется 
типом выражения, можно использовать локальную статическую переменную 
для кэширования скомпилированного ядра. Это позволит выполнить дорого-
стоящую работу по генерации и компиляции единственный раз.

template <class Expr>
const vector& vector::operator=(const Expr &expr) {
    static cl::Kernel krn = build_kernel(kernel_source<This, 
Expr>());

    unsigned pos = 0;
    krn.setArg(pos++, size);

    this->set_arguments(krn, pos);
    expr.set_arguments(krn, pos);

    queue.enqueueNDRangeKernel(krn, cl::NullRange, size, 
cl::NullRange);

    return *this;
}
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Рассмотренный пример в достаточной для понимания мере описыва-
ет процесс генерации исходного кода, используемого в библиотеке VexCL. 
однако фактическая реализация VexCL оказывается намного более сложной. 
Это объясняется тем, что, помимо векторов, определяются и другие типы тер-
миналов, такие как скаляры, константы, порядковые номера элементов и пр. 
кроме бинарных, поддерживаются унарные, тернарные, n-арные операции, 
допускается использование встроенных функций OpenCL и функций, опре-
делённых пользователем. на время подготовки данной статьи основной ис-
ходный код библиотеки (помимо сопутствующих примеров и тестов) содер-
жит более 28 тысяч строк. для упрощения работы с шаблонами выражений 
используется библиотека Boost.Proto [Niebler, 2007].

оценка Производительности

Рассмотрим эффективность описанной методики на примере параметриче-
ского исследования системы лоренца [Sparrow, 1982]. система лоренца опи-
сывает хаотическую траекторию частицы 3( , :, )Tx y z= Îp 

( ),x y xσ= -  ,y Rx y xz= - -  ,z xy bz= -  (1)

где , ,  R bσ Î  — параметры системы. Будем одновременно искать решения 
системы (1) для большого числа различных значений параметра R. для реше-
ния будем использовать Boost.odeint [Ahnert, Mulansky, 2011] — современную 
библиотеку шаблонов языка C++, предоставляющую набор абстрактных ал-
горитмов решения обыкновенных дифференциальных уравнений (оду), реа-
лизованных независимо от пользовательских структур данных. Это позволяет 
применять Boost.odeint для решения оду с использованием графических 
ускорителей [Ahnert et al., 2014; Demidov et al., 2013].

Библиотека Boost.odeint позволяет решать оду следующего общего вида:

0( , ), (0) ,x f x t x x= =  (2)
где x — переменная состояния; t чаще всего обозначает время; f (x, t) — си-
стемная функция, определяющая оду. Boost.odeint поддерживает рабо-
ту с библиотеками Thrust и VexCL. Поэтому для решения системы лоренца 
остаётся только определить соответствующую системную функцию.

версия системного функтора для библиотеки Thrust представлена ниже. 
структура thrust_lorenz содержит параметры модели и перегружа-
ет оператор вызова функции () с сигнатурой, требуемой Boost.odeint. для 
хранения переменных состояния используется класс thrust::device_
vector<double>. вектор делится на три равные части, использующиеся 
для хранения компонент x, y и z. оператор вызова функции использует стан-
дартный для библиотеки Thrust подход: несколько итераторов упаковываются 
в единственный thrust::zip_iterator и передаются для обработки в ал-
горитм thrust::for_each вместе с функтором lorenz_functor.

struct thrust_lorenz {
    typedef thrust::device_vector<double> State;
    int n;
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    double sigma, b;
    const State &R;

    thrust_lorenz(int n, double sigma, double b, const State &R)
        : n(n), sigma(sigma), b(b), R(R) {}

    struct lorenz_functor {
        double sigma, b;

        lorenz_functor(double sigma, double b) : sigma(sigma), 
b(b) {}

        template <class T>
        __host__ __device__ void operator()(T t) const {
            double r = thrust::get<0>(t);
            double x = thrust::get<1>(t);
            double y = thrust::get<2>(t);
            double z = thrust::get<3>(t);

            thrust::get<4>(t) = sigma * (y - x);
            thrust::get<5>(t) = r * x - y - x * z;
            thrust::get<6>(t) = -b * z + x * y;
        }
    };

    void operator()(const State &p, State &dpdt, double t) const 
{
        BOOST_AUTO(start,
                thrust::make_zip_iterator( thrust::make_tuple(
                        R.begin(),
                        p.begin(), p.begin() + n, p.begin() + 2 * 
n,
                        dpdt.begin(), dpdt.begin() + n,
                        dpdt.begin() + 2 * n
                        ) )
                );

        thrust::for_each(start, start+n, lorenz_functor(sigma, 
b));
    }
};

в рамках данной работы была также проведена адаптация Boost.odeint 
для работы с библиотекой CUBLAS (высокоэффективная реализация про-
граммного интерфейса BLAS от компании NVIDIA). При этом вызовы 
CUBLAS использовались только во внутренних алгоритмах Boost.odeint, а в 
качестве системного функтора применялась приведённая выше структура 
thrust_lorenz.

версия системного функтора для библиотеки VexCL оказывается на-
много компактнее благодаря использованию векторных выражений. для 
хранения переменных состояния используется трехкомпонентный вектор 
vex::multivector<double, 3>.

struct vexcl_lorenz {
    typedef vex::multivector<double, 3> State;
    double sigma, b;
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    const vex::vector<double> &R;

    void operator()(const State &p, State &dpdt, double t) const 
{
        dpdt = std::tie(
            sigma * (p(1) - p(0)),
            R * p(0) - p(1) - p(0) * p(2),
            p(0) * p(1) - b * p(2) );
    }
};

на рис. 2 представлено время расчёта для библиотек Thrust, CUBLAS 
и VexCL. в расчётах использовалась видеокарта NVIDIA Tesla K40c. на гра-
фике слева для каждого из вариантов расчёта показано число секунд, затра-
ченное на выполнение 10 000 шагов по времени в зависимости от числа раз-
личных значений параметра R. на графике справа отображено ускорение 
относительно библиотеки CUBLAS. Библиотека Thrust также позволяет вы-
полнять расчёты на центральном процессоре с использованием технологии 
OpenMP. соответствующие результаты также представлены на рис. 2 для про-
цессора Intel Core i7 930.

как видно на рис. 2, для достаточно больших задач библиотека CUBLAS 
оказывается на 50…60 % медленнее вариантов Thrust и VexCL(v1). Это объяс-
няется тем, что линейные комбинации вида 0

1,
,i i

i n

x xα
=

= å  используемые в ал-

горитмах Boost.odeint, приходится реализовывать в виде такой последователь-
ности вызовов CUBLAS:

cublasDset(...);        // 0 0x =
cublasDaxpy(...);       // 0 0 1 1x x xα= +
...
cublasDaxpy(...);       // 0 0 n nx x xα= +

Промежуточные значения при этом хранятся в глобальной памяти 
устройства, что и приводит к такому замедлению работы.

Рис. 2. сравнение производительности нескольких GPGPU-библиотек при одновре-
менном решении большого числа систем лоренца
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варианты Thrust и VexCL(v1) показывают одинаковую производитель-
ность на достаточно больших задачах. с уменьшением числа параметров 
R производительность VexCL падает. Это объясняется тем, что технология 
OpenCL имеет большее время инициализации по сравнению с архитектурой 
CUDA. Именно ненулевым временем инициализации (как для OpenCL, так 
и для CUDA) объясняется характерное поведение вариантов с использовани-
ем GPU при малых значениях N на левом графике (см. рис. 2). впрочем, это 
отличие OpenCL от CUDA представляется незначительным, если учесть, что 
на малых задачах использование видеокарт оказывается в принципе неэф-
фективным и вариант OpenMP показывает наилучшую производительность. 
с ростом же N центральный процессор оказывается в 10–15 раз медленнее 
видеокарты.

Заметим, что варианты CUBLAS, Thrust и VexCL(v1) имеют один и тот же 
недостаток: в качестве переменных состояния используются массивы, распо-
ложенные в глобальной памяти. там же хранятся и промежуточные перемен-
ные, используемые в алгоритмах Boost.odeint. Более того, каждая операция 
приводит к запуску отдельного вычислительного ядра. Запуск ядра на выпол-
нение имеет ненулевую стоимость как в CUDA, так и в OpenCL, но, что более 
важно, каждое вычислительное ядро должно считывать и записывать проме-
жуточное состояние в медленную глобальную память. так как рассматрива-
емая задача ограничена по производительности пропускной способностью 
памяти, это ведёт к заметному снижению скорости расчётов. Фактически, 
это та же проблема использования временных переменных, которая рассма-
тривалась в начале раздела «Шаблоны выражений» и при анализе варианта 
CUBLAS.

данную проблему можно было бы обойти написанием специального мо-
нолитного ядра, которое за один запуск выполняло бы один шаг интегриро-
вания. но при этом пришлось бы повторить работу, уже проведённую автора-
ми Boost.odeint. кроме того, для каждой новой задачи или при смене алгорит-
ма интегрирования пришлось бы полностью переписывать такое ядро. VexCL 
позволяет автоматически генерировать монолитное ядро при помощи специ-
альных символьных переменных. Экземпляры класса vex::symbolic<T> 
выводят в заданный текстовый поток все арифметические операции, выпол-
няемые с ними. например, в следующем примере две символьные перемен-
ные объявляются и участвуют в арифметическом выражении:

vex::generator::set_recorder(std::cout);
vex::symbolic<double> x = 6, y = 7;
x = sin( x * y );

При выполнении этого кода будет сгенерирован следующий текст:

double var1 = 6;
double var2 = 7;
var1 = sin( (var1 * var2) );

Использовав символьные переменные в качестве переменных состояния 
и выполнив единственный шаг по времени, можно получить текстовое пред-
ставление алгоритма интегрирования Boost.odeint (в данном случае приме-
нялся метод Рунге-кутты четвёртого порядка). с помощью функционала би-
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блиотеки VexCL можно сгенерировать монолитное вычислительное ядро из 
такого представления. такое применение символьных переменных позволяет 
использовать существующие алгоритмы Boost.odeint вместо написания спе-
циализированного монолитного ядра. как видно на рис. 2, вариант VexCL(v2) 
оказывается примерно на порядок быстрее вариантов Thrust и VexCL(v1) для 
больших значений N. на малых задачах наблюдается характерное для OpenCL 
снижение производительности, но даже здесь вариант VexCL(v2) оказывается 
самым эффективным.

заключение

Представлена методика, применяющаяся в библиотеке с открытым исходным 
кодом VexCL для автоматической генерации вычислительных ядер OpenCL 
из выражений языка программирования C++. данная методика позволя-
ет значительно упростить написание программ, использующих графические 
карты для ускорения расчётов. также описана возможность использования 
обобщённых (шаблонных) алгоритмов C++ для автоматической генерации 
монолитных вычислительных ядер OpenCL.

на примере параметрического исследования системы лоренца показана 
гибкость и эффективность описанного подхода. За счёт уменьшения объёма 
промежуточных результатов, хранящихся в глобальной памяти вычислитель-
ного устройства, удаётся ускорить расчёты от 1,5 до 10 раз по сравнению с би-
блиотеками CUBLAS и Thrust.

кроме того, использование библиотеки VexCL позволяет существен-
но нивелировать недостатки технологии OpenCL по сравнению с NVIDIA 
CUDA: библиотека скрывает от разработчика низкоуровневые детали 
OpenCL API, позволяя сконцентрироваться на смысловой части задачи. в то 
же время применение OpenCL позволяет использовать весь спектр оборудо-
вания, поддерживаемого этой технологией.
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Изучаются мезоскопические флуктуации населённости джозефсоновского кубита 
в переменном поле, которое представляет собой суперпозицию электромагнитных 
импульсов большой амплитуды. Показано, что относительная фаза импульсов от-
ветственна за темп переходов ландау-Зинера и, соответственно, за частоту переходов 
между адиабатическими состояниями. Поскольку в коаксиальных линиях на кубит 
поступают случайные последовательности импульсов, длительность которых контро-
лируется с точностью до периода поля, то это приводит к сильным мезоскопическим 
флуктуациям населённости кубита. При этом влияние относительной фазы импуль-
сов на населённость подобно магнитному полю в мезоскопике, что ведёт к разруше-
нию интерференционно картины населённости. Изучено влияние длительности им-
пульса и шума на обнаруженные флуктуационные эффекты.

Работа поддержана РФФИ (проект № 14-07-00582), программой CИ7 
02.в.49.21.0003 мон РФ и ннГу и некоммерческим фондом «династия».

Ключевые слова: кубит, переходы ландау-Зинера, мезоскопические флуктуации.

введение

как хорошо известно, эффекты слабой локализация и мезоскопические 
флуктуации полной проводимости (кондактанса) обусловлены фазовой коге-
рентностью при прохождении электронных волн через образцы, размеры ко-
торых малы по сравнению с характерной длиной неупругого рассеяния 
[Гантмахер, 2013; Lee et al., 1986]. в условиях квазиклассичности большой 
размер траекторий электронов приводит к тому, что рассеяние электронных 
волн на хаотически расположенных отдельных примесях является сильно 
коррелированным процессом. особенно чувствителен к конфигурации при-
месей кондактанс одномерной проволоки, когда достаточно сдвинуть одну 
примесь на расстояние порядка длины волны электрона, чтобы заметно изме-
нять интерференцию электронных волн; в этом случае возвратные траекто-
рии электронов всегда проходят одни и те же рассеиватели, что и обусловли-
вает сильную чувствительность проводимости к виду потенциала [сатанин, 
1993]. При этом квантовые интерференционные поправки неупорядоченных 
систем весьма чувствительны к изменению тех параметров, которые наруша-
ют симметрию относительно обращения времени, например, к результату 
действия магнитного поля или спин-орбитального взаимодействия. При из-
мерениях кондактанса управляющими параметрами обычно служат концен-
трация электронов, магнитное поле, частота поля, размеры системы и др. в то 
же время конфигурацию примесного потенциала на эксперименте трудно 
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контролировать. между тем, в недавних модельных экспериментах было по-
казано, как можно менять реализации поля рассеивателей и изучать интерес-
ные эффекты в теории слабой локализации и квантового хаоса [Штокман, 
2004].

другая возможность открывается в связи с изучением временной дина-
мики тока в сверхпроводниковых рамках микронных размеров со встроенны-
ми в них джозефсоновским переходами (слабыми связями). При низких тем-
пературах, когда энергия теплового движения намного меньше расстояния 
между низшими уровнями, движение тока в такой рамке описывается кванто-
вой механикой: можно возбуждать как токи вращающиеся в противополож-
ных направлениях, так и ток, который является их квантовой суперпозицией. 
Иными словами, сверхпроводниковая рамка со слабыми связями, при учёте 
только пары нижних уровней, ведёт себя как двухуровневая система (кубит) 
[You, Nori, 2005, 2011]. Интересно отметить, что изменение магнитного по-
тока, пронизывающего рамку, приводит к периодической зависимости рас-
стояния между уровнями, что совершенно аналогично зависимости энергии 
блоховского электрона от квазиимпульса в зонной теории твёрдых тел. если 
рамку с током поместить в переменное поле, то динамика населённостей бу-
дет меняться во времени, причём приложенное поле будет вести себя подобно 
потенциалу, приложенному к блоховскому электрону, тогда как время будет 
играть роль пространственной координаты.

в данной работе изучается динамика переходов между уровнями кубита 
в сильном переменном поле, которое формируется путём сложения двух им-
пульсов, имеющих разные частоты и характеризующихся относительной фа-
зой, играющей роль управляющего параметра. мы покажем, что в сильном 
поле населённость кубита эволюционирует адиабатически, кроме как в непо-
средственной близости от квазипересекающихся уровней, где наблюдаются 
квантово-когерентные переходы ландау-Зинера [Landau, 1932; Zener, 1932] 
(см. обзор с. н. Шевченко [Shevchenko et al., 2010]). данные переходы про-
исходят в моменты времени, соответствующие сближениям уровней и ними 
аналогичны процессам рассеяния на примесных центрах. При этом коли-
чество актов рассеяния соответствует числу квазипересечений на периоде 
внешнего поля. Зависимости населённостей кубита от времени могут силь-
но различаться в повторяющихся актах измерений из-за потерь в коаксиаль-
ных линиях передач, которые обуславливают сбои фазы сигнала как целое. 
относительная фаза сигналов даёт дополнительный сдвиг фазы в процессе 
эволюции, а также приводит к нарушению симметрии относительно обраще-
ния времени. данный факт позволяет говорить об аналогии с мезоскопиче-
скими системами, согласно которой флуктуирующая величина (вероятность 
перехода между основным и возбуждённым уровнями кубита в единицу вре-
мени) ведёт себя подобно проводимости квантовых проволок. в свою оче-
редь, населённость кубита как функция длительности импульса флуктуирует 
подобно проводимости проволоки в зависимости от её длины, а относитель-
ная фаза двух импульсов, подобная влиянию магнитного поля в проводниках, 
ответственна за изменение конфигурации рассеивателей на периоде внешне-
го поля. Фазовый шум также влияет на населённости уровней и флуктуаци-
онные эффекты. мы продемонстрируем здесь те принципиальные различия, 
которые имеют место между случайной временной динамикой населённостей 
кубита и мезоскопическими флуктуациями в проволоках.
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динаМика кубита в сильноМ Поле

Будем изучать систему близкую к той, которая реализована в экспериментах 
[Berns et al., 2006, 2008; Gustavsson et al., 2013; Oliver et al., 2005]. Речь пойдёт 
о сверхпроводниковом кубите, представляющем собой ниобиевую рамку, 
«разорванную» тремя джозефсоновскими переходами (так называемый 3JJ 
кубит [Orlando et al., 1999]). в отсутствие внешних полей, когда эффективный 
профиль системы представляет собой симметричный двухъямный потенциал, 
в контуре могут циркулировать незатухающие сверхтоки по часовой стрелке и 
против неё ±Ip, т. е. кубит может находиться в двух диабатических состояниях 
0 (0,1)T=  и 1 (1, 0)T=  (собственные векторы матрицы Паули σz). 

Положения уровней кубита зависят от внешнего стационарного магнитного 
потока Φ, пронизывающего сверхпроводящий контур, туннельного расще-

пления Δ и определяются выражением: 2 2
0 ,E ε ∆± =± +  где ε0 = 2Ip(Φ/Φ0 – 

– 1/2); Φ0 = h/2e — квант магнитного потока [Orlando et al., 1999]. для мани-
пулирования состояниями кубита введём переменное высокочастотное поле 
ε~(t) большой амплитуды, подаваемое на кубит по коаксиальным линиям 
(см., напр., работу [Gustavsson et al., 2013]). динамика кубита описывается 
уравнением Шрёдингера ( ) ( ) ( )i t H t t

t
ψ ψ

¶
=

¶
 c гамильтонианом

( )1( ) ,
( )2

t
H t

t
ε ∆

∆ ε

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø
=-

-
 (1)

где ε(t) = ε0(t) + ε~(t) — суммарное приложенное поле. в качестве примера бу-
дем рассматривать импульс конечной длительности вида

( )~( ) cos( ) cos(2 ) ,t A t tε ω θ γ ω= + -  (2)
где A — амплитуда внешнего переменного поля; γ и θ — относительные ам-
плитуда и фаза смешиваемых сигналов. в условиях эксперимента [Gustavsson 
et al., 2013] импульсы, подаваемые с генератора, могут испытать при прохож-
дении коаксиальных линий потери и сдвиги фаз, что, несомненно, будет от-
ражаться на времени прихода импульса на кубит. для учёта этого эффекта, 
введём случайное время прихода импульса на кубит t0, или соответствующую 
случайную фазу φ = t0ω. как и в работе [Gustavsson et al., 2013], нас будет ин-
тересовать поведение населённости при большой амплитуде поля 

2 2
0 ,A ∆ ε+  однако для начала полезно продемонстрировать особенности 

поведения системы в слабом поле (в приближении Раби).
в случае монохроматического сигнала (γ = 0) и пределе слабого поля, 

когда 2 2
0 ,A ε ∆+  вероятность перехода между уровнями кубита осцилли-

рует на частоте Раби [скалли, Зубайри, 2003]. При этом фаза φ входит в аргу-
мент квадрата синуса, а усреднение вероятности приводит к тому, что насе-
лённости верхнего и нижнего уровней кубита в среднем равны.

в случае сильного поля, когда A сравнима или больше расстояния между 
уровнями в кубите 2 2

0 ,∆ ε+  можно использовать переход во вращающуюся 
систему координат [скалли, Зубайри, 2003]. Эффективный гамильтониан си-
стемы для управляющего поля в форме (2), можно записать в виде:
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где

( )exp ( ) 2 exp sin( ) sin(2 )
2 2nm n m

A A A AJ J in im i iγ γ
∆ ∆ θ φ φ θ φ φ

ω ω ω ω

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø
= + - × - + +

(Jn(x) — функция Бесселя первого порядка типа n).
в отсутствии внешнего воздействия, когда ε0 = 0 и A = 0, гамильтони-

ан (3) отражает резонансную динамику системы с частотой Раби Ω = Δ. 
в присутствие только постоянного смещения (A = 0, 0 0)ε ¹  Раби-динамика 
сохранится, но ε0 будет играть роль отстройки от резонанса. При увеличении 
сдвига ε0 собственные функции системы стремятся к состояниям 0 ,  1 , , од-
нако осцилляции между ними подавлены из-за отсутствия резонанса, и в слу-
чае 0ε ∆  максимальная населённость пропорциональна ( )20∆ ε  [Ashhab 
et al., 2007].

в резонансном приближении в соотношении (3) можно пренебречь бы-
стро осциллирующими слагаемыми за исключением тех, для которых выпол-
няется условие:

0 ( 2 ) 0n mε ω+ - = . (4)
в этом случае осцилляции между уровнями характеризуются обобщённой 

частотой Раби 
,

.nm
n m

∆Ω= å
Протокол измерения, используемый в работах [Berns et al., 2006, 2008; 

Gustavsson et al., 2013; Oliver et al., 2005], позволяет различать вероятности на-
хождения кубита в состояниях с определённым значением тока, в частности, 
выделить состояние с +Ip, которое соответствует возбуждённому диабатиче-
скому уровню кубита. учитывая сказанное, будем интересоваться вероятно-
стью перехода ( )P tα β→  кубита из состояния

2 2
0 02

2 2 2
0 0

1
∆

α ε ∆ ε

∆ ε ∆ ε ∆

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷æ ö ç ÷÷ çç ÷÷ çç ÷÷ç÷ è øç ÷çè ø

= + -
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 (5)

в состояние
1

|1
0

β
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø

= >º  (6)

(на уровень с энергией 0 2).E ε- =-  следовательно, выражение для вероят-
ности межуровневых переходов имеет вид:

2
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 (7)

где χnm = Arg(Δnm).
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выражение (7) показывает, что вероятность перехода зависит как от вре-
мени запаздывания импульсов (общей фазы φ), так и относительной фазы θ 
импульсов. на рис. 1 изображена интерференционная картина вероятности 
перехода кубита из основного состояния на верхний уровень ( )Pα β τ→  в зави-
симости от фаз импульсов в момент времени τ = 10T (T — период сигнала), 
равный длительности подаваемого импульса. красные области означают ре-
зонансные пики, где 1,Pα β »→  а сиреневые — «провалы», когда населённость 
падает до нуля ( 0).Pα β »→  Заметим, что резонансная теория (см. рис. 1(а) даёт 
хорошее согласование с прямым численным расчётом (см. рис. 1(б), что по-
зволяет качественно объяснить формирование интерференционной картины 
при различных значениях импульса. как следует из соотношения (4), поло-
жение резонансных пиков определяется условием ε0 + (n – 2m)ω = 0 (при 

),ω ∆  где n и m — номера соответствующих функций Бесселя, определяю-
щих частоту обобщённого раби-резонанса Ω. отметим, что при малых ампли-
тудах ,A ω  ε0, Δ импульса наблюдается обычная раби-динамика системы 
и вероятность перехода не чувствительна к относительной фазе и запаздыва-
нию импульса. однако при увеличении амплитуд частота Раби, пропорцио-

нальная сумме произведений функций Бесселя n
AJ
ω

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
 и ,

2m
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ω

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
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с разными фазами: exp sin( ) ( )Ai nθ φ θ φ
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é ù
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оказывается чувствительной к значению относительной разности фаз θ. 
однако по отношению к общей фазе φ импульса частота Раби не чувствитель-
на, так как мы учитываем запаздывание импульса как целого, т.е зависимость 
от задержки на время t0 = φ/ω проявляется лишь в набеге фаз частоты Раби 
χnm = Arg(Δnm), что продемонстрировано на рис. 1(а). также имеется связь 
симметрии расположения максимумов и минимумов на резонансной картине 
фаз, которая устанавливается преобразованием: φ → φ + πs и θ → θ + πs, где 

Рис. 1. Зависимость населённости Pα → β(τ) от относительной фазы θ и общей фазы φ, 
рассчитанная в резонансном приближении (а) и численным решением уравнения для 
матрицы плотности (б). Параметры системы: Δ/ω = 0,5; A/ω = 22; ε0/ω = 2; γ = 0,25; 

τ = 10T
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s — любое целое число, что следует из формы импульса (2). отметим, что раз-
вёртка по амплитудам сигналов и магнитному потоку (описываемому параме-
тром ε0) также имееет интересную резонансную структуру [Satanin et al., 2014].

результаты численного Моделирования

как следует из качественно анализа, проведённого выше, населённость куби-
та, в случае воздействия на него импульса сложной формы, чувствительна как 
к относительной, так и к абсолютной фазам смешиваемых импульсов. однако 
в реальной ситуации необходимо принять во внимание фазовый и энергети-
ческий шумы. оператор плотности (матрицу плотности) кубита ρ в марков-
ском приближении можно записать в виде:

( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ, 2 ,
2 2

f e
z zi H

t

Γ Γρ
ρ σ ρσ ρ σ ρσ σ σ ρ ρσ σ- + + - + -

¶ é ù=- + - + - -ê úë û¶
 (8)

где скорость Γf характеризует процесс затухание фазы (дефазировка, dephas-
ing), параметр Γe отвечает за темп потери энергии. согласно эксперименталь-
ным работам [Berns et al., 2006, 2008; Gustavsson et al., 2013; Oliver et al., 2005], 
процессы термического возбуждения (спонтанного возбуждения системы за 
счёт температуры) в данной работе не учитываются, так как они на три поряд-
ка меньше двух других механизмов релаксации.

для численных расчётов матрицу плотности удобно представить в виде 
1 ˆˆ ,
2

ρ
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø= +I Rσ  где Ι̂  — единичная матрица; { }ˆ ˆ ˆ, ,x y zσ σ σ=σ  — матрица Паули. 

уравнение (8) для матрицы плотности эквивалентно уравнению для вектора 
Tr( ( )):tρ=R σ
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начальное состояние (5) запишется в виде:
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+
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R  (10)

а вероятность перехода в состояние (6) будет определяться соотношением: 
( ) 1 ( ).zP t R tα β = +→  численное решение (9) с начальными условиями (10) вы-

полнялось методом Рунге-кутты четвёртого порядка. При этом был рассчи-
тан логарифм скорости межуровневых переходов

ln ( )
( )

Pα β τ
Γ τ

τ

é ù
ê úë û=- →  (11)
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в зависимости от относительной фазы импульсов θ, длительности импульса τ, 
а также от параметров, ответственных за фазовую и энергетическую релакса-
цию. случайный ансамбль формировался численным генерированием систем 
с различным временем прихода импульса (равновероятным на периоде им-
пульса). Флуктуации характеризовались среднеквадратичным отклонением 

22 ,σ Γ Γ= -  где <·> означает усреднение по всем возможным временам 
прихода импульса.

а   б

Рис. 2. Зависимости флуктуаций σ от относительной фазы импульсов θ (а) при 
Γe /ω = 0,0001 и различных значений фазового шума: Γf /ω = 0,001 (синяя линия); 
0,075 (красная); 0,005 (чёрная); 0,0025 (зелёная); 0,01 (серая); 0,025 (розовая); 0,05 
(коричневая) и 0,075 (бордовая). влияние энергетического шума на флуктуации 
в зависимости от θ (б) при Γe /ω = 0,001 (синяя кривая); 0,002 (красная); 0,003 (чёр-
ная); 0,004 (зелёная); 0,005 (серая). Параметры системы: Γf /ω = 0,005; Δ/ω = 0,5; 

A/ω = 29,83; ε0 /ω = 5; γ = 0,25

а   б

Рис. 3. Флуктуация σ от относительной фазы импульса θ при Γf /ω = 0,005 (для τ = 5T 
(синяя кривая); 10T (красная); 20T (чёрная); 30T (зелёная); 50T (серая); 100T (розо-
вая); 200T (бордовая) (а). Зависимость убывания пика дисперсии σmax от времени дей-
ствия импульса (б). красные точки — рассчитанные значения, а пунктирные линии — 
качественный закон убывания пика дисперсии. чёрная линия — при Γf /ω = 0,1; 
синяя — 0,075; зелёная — 0,05; оранжевая — 0,025; серая — 0,005. Параметры системы 

аналогичны тем, что представлены на рис. 2а
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на рис. 2 приведены зависимости отношения флуктуаций логарифма на-
селённости σ от относительной фазы сигналов. как следует из (1) и (2), при 

0θ¹  гамильтониан неинвариантен относительно преобразования t → –t. Это 
означает, что фазы волн, распространяющихся вперёд и назад по времени, 
будут отличаться, поэтому фазовая когерентность будет подавлена. на рис. 2а 
видно, что вблизи θ = 0 флуктуации максимальны, а уменьшение характерно-
го времени энергетической релаксации Te = 1/Γe приводит к уменьшению 
флуктуаций (см. рис. 2б). можно сказать, что параметр Te играет роль, анало-
гичную длине неупругой релаксации.

как следует из работ [Berns et al., 2006, 2008; Gustavsson et al., 2013; Oliver 
et al., 2005], в проводимых экспериментах время энергетической релаксации 
на несколько порядков больше времени фазовой релаксации. Приведём за-
висимости флуктуаций от параметра дефазировки Γf. в этом случае (рис. 3а) 
также наблюдается пик флуктуаций при θ = 0, который уширяется и резко па-
дает с ростом Γf . в этом смысле параметр Γf аналогичен обратной длине упру-
гого рассеяния. отметим, что подобные зависимости наблюдались в недав-
нем эксперименте с джозефсоновским кубитом [Gustavsson, 2013].

на рис. 3б приведено поведение максимума среднеквадратичного откло-
нения (σmax) в зависимости от длительности импульса τ. максимум величины 
убывает по следующему закону: σmax ≈ exp(–Γf t /T), следовательно, логарифм 
является линейной функцией длительности сигнала.

выводы

таким образом, на временах, меньших Te, динамика населённости кубита 
во времени демонстрирует поведение, которое аналогично поведению кон-
дактанса проволоки в зависимости от длины. в случае кубита управляющее 
переменное поле создаёт квазислучайный потенциал, а нарушающая обра-
тимость по времени фаза смешиваемых сигналов действует подобно магнит-
ному полю. При этом переходы ландау-Зинера между состояниями кубита 
имитируют процессы, аналогичные процессам рассеяния электрона на при-
месных центрах. Изменение параметров сигнала приводит к сильным мезо-
скопическим флуктуациям населённости кубита. следует отметить, что «ре-
ализацию» импульса наперёд заданной формы, а также смену реализации 
поля легко осуществить путём программирования импульсного генератора 
[Bylander et al., 2009], поэтому во временно`й области проще наблюдать раз-
личные локализационные и мезоскопические эффекты. например, в двухча-
стотном поле с несоизмеримыми периодами легко исследовать локализацию 
в квазипериодическом потенциале.

отметим теперь, почему в рассматриваемой системе нет явления типа 
андерсоновской локализации. Физически это обусловлено тем, что населён-
ность не может превышать единицы, поэтому она остаётся ограниченной. 
математически же это объясняется следующим геометрическим фактором: 
оператор эволюции в динамической задаче принадлежит компактной группе 
SU(2), а в модели андерсона — некомпактной группе SU(1,1). Поэтому си-
стемы ведут себя аналогично на масштабах меньших длины пробега (времени 
декогерентности), динамика на таких группах мало отличается, тогда как на 
больших масштабах поведение систем сильно различается.
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mesoscopic flucTuaTioNs of a qubiT populaTioN DriveN by coNTrol pulses
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Mesoscopic fluctuations of a Josephson qubit population driven by an alternating field, which 
is a superposition of electromagnetic pulses of strong amplitude, are studied. It is shown that 
the relative phase of the pulses is responsible for the Landau-Zener transition rate and, re-
spectively, for the transitions sequence between the adiabatic states. Since in the coaxial lines 
on the qubit a random sequence of pulses is arrived whose durations are controlled with accu-
racy of the field’s period, that leads to strong mesoscopic fluctuations of the qubit population.

Because the influence of the relative phase of the pulses on the qubits population similar 
the magnetic field in the mesoscopic systems that leads to the destruction of the interference 
pattern of the population. We investigate the influence of the pulse duration and noise on the 
discovered fluctuations effects.

Keywords: qubits, Landau-Zener transitions, mesoscopic fluctuations.
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прямое чиСленное моделирование турбулентного 
уСтойчиво Стратифицированного воздушного потока 
над  взволнованной водной поверхноСтью
О. А. Дружинин1, Ю. И. Троицкая1, С. С. Зилитинкевич2

1 институт прикладной физики российской академии наук (иПФ ран)
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Параметризация потоков импульса и тепла в турбулентном, устойчиво стратифициро-
ванном пограничном слое над взволнованной водной поверхностью необходима для 
крупномасштабных численных климатических моделей и прогноза погоды. При этом 
связь между крупномасштабными полями скорости и температуры и турбулентными 
потоками на границе раздела океан-атмосфера даётся относительно простыми функ-
циями, включающими так называемые «балковые» коэффициенты. Значения этих 
коэффициентов в различных моделях климата меняются в довольно широких преде-
лах, и их конкретизация является довольно сложной задачей натурного и численного 
эксперимента. мы используем прямое численное моделирование как инструмент для 
детального исследования пограничного слоя на границе раздела океан-атмосфера, 
чтобы далее уточнять и верифицировать параметризацию, используемую в крупно-
масштабных климатических моделях. особое внимание уделяется эффектам, обуслов-
ленным устойчивой стратификацией воздушного потока.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты № 14-05-00367, 13-05-91175).
Ключевые слова: численное моделирование, турбулентный ветер, двухмерные вол-

ны на воде.

введение

детальное понимание механизма взаимодействия поверхностных волн с ве-
тром важно для корректной параметризации турбулентных потоков импульса 
и тепла, определяющих процессы обмена между атмосферой и океаном. в со-
временных моделях прогноза погоды при параметризации процессов обмена 
используются так называемые балк-формулы, основывающиеся на обобще-
нии известных лабораторных и натурных данных. коэффициенты обмена, 
содержащиеся в балк-формулах, зависят от деталей процесса взаимодействия 
ветра с волнами, которые и по сей день остаются до конца не выясненными 
[Fairall et al., 2003]. особый интерес представляет влияние стратификации 
воздуха на ветро-волновое взаимодействие.

Экспериментальные измерения в пограничном слое над взволнованной 
водной поверхностью сложны, особенно в тонком слое вблизи водной по-
верхности, содержащем вязкий подслой и буферную зону, и в подошвах волн. 
типичная ширина этого слоя порядка миллиметра и обычно мала по сравне-
нию с амплитудой поверхностных волн. контактные измерения, в том числе 
датчиками, отслеживающими волновую поверхность (wave-following probes), 
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не позволяют детально исследовать свойства воздушного потока в этой обла-
сти [Donelan et al., 2005; Hsu, Hsu, 1983; Hsu et al., 1981]. методы оптической 
анемометрии (PIV) [Adrian, 1991] дают возможность измерять среднюю ско-
рость ветра на расстоянии порядка 1 мм от водной поверхности, достаточном 
для исследования буферной зоны и прилегающей области вязкого подслоя 
для ветров с динамической скоростью (трения) менее 10 см/с [Reul et al., 1999; 
Veron et al., 2007; Troitskaya et al., 2011]. наличие стратификации воздуха и не-
обходимость одновременного измерения профилей температуры и скорости 
значительно усложняют задачу эксперимента. с другой стороны, детальное 
понимание свойств воздушного потока вблизи водной поверхности чрезвы-
чайно важны для моделирования взаимодействия волн с ветром.

численный эксперимент представляет собой альтернативу лаборатор-
ному и натурному экспериментам. Ранние попытки численного моделиро-
вания процесса взаимодействия турбулентного ветра с поверхностными вол-
нами основывались на осреднённых по ансамблю стационарных двухмерных 
уравнениях навье-стокса (RANS) [Al-Zanadi, Hui, 1984; Chalikov, 1986; Gent, 
Taylor, 1976]. При этом неизвестные турбулентные напряжения Рейнольдса 
выражаются через градиенты среднего поля скорости с использованием ко-
эффициента турбулентной вязкости. несмотря на привлекательность RANS-
моделей и их способность при определённых условиях качественно предска-
зывать структуру среднего поля скорости ветра над волнами, эти модели име-
ют ряд недостатков. Пожалуй, наиболее существенным недостатком является 
неспособность предсказывать свойства воздушного потока вблизи водной по-
верхности, в вязком подслое и буферной зоне.

в современных численных исследованиях используются вихреразреша-
ющие (Large Eddy Simulations, LES) модели (см., напр., [Sullivan et al., 2008]. 
в этих моделях рассматриваются трёхмерные нестационарные уравнения 
навье-стокса с разрешением, позволяющим отслеживать динамику крупно-
масштабных вихревых структур в воздушном потоке над водной поверхно-
стью. однако и эти модели не позволяют исследовать свойства потока вблизи 
водной поверхности, поскольку первый узел сетки в вертикальном направле-
нии обычно находится в логарифмическом слое.

По-видимому, единственным методом, способным обеспечить полное 
детальное разрешение течения в погранслое над водной поверхностью явля-
ется прямое численное моделирование (Direct Numerical Simulation, DNS). 
впервые этоn метод был использован в работе [Sullivan et al., 2000] для ис-
следования воздушного нестратифицированного по плотности потока с бал-
ковым (основанным на балковой скорости потока, длине поверхностной 
волны и кинематической вязкости воздуха) числом Рейнольдса Re = 8800 
и крутизной волны ka = 0,1 (где k и a — волновое число и амплитуда волны). 
Позднее в работе [Yang, Shen, 2010] используется DNS для исследования воз-
душного потока над волнами с крутизной до ka = 0,25 и числом Рейнольдса 
Re ≈ 10 000. метод DNS даёт полное разрешение течения вплоть до мас-
штаба вязкой диссипации. недостаток этого подхода — ограничение сверху 
по числу Рейнольдса (порядка 105). в работе [Druzhinin et al., 2012] метод 
DNS использовался для численного моделирования нестратифицированно-
го потока с числом Рейнольдса Re = 15 000 и максимальной крутизной волн 
ka = 0,2. таким образом, число Рейнольдса здесь почти вдвое больше Re 
в работе [Sullivan et al., 2000] (Re = 8800) и на 50 % больше Re = 9943 в работе 
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[Yang, Shen, 2010], в то время как крутизна близка к максимальной крутизне 
ka = 0,25, задаваемой в работе [Yang, Shen, 2010].

в данной статье рассматривается устойчиво стратифицированный воз-
душный поток с балковым числом Рейнольдса в интервале от Re = 15 000 
до Re = 80 000 и максимальной крутизной волны ka = 0,2 при различных чис-
лах Ричардсона (основанного на балковой разности температур на поверх-
ности воды и воздуха, балковой скорости потока и длине волны). насколько 
нам известно, до сих пор прямое численное моделирование воздушного по-
тока над волнами при условиях устойчивой стратификации не проводилось.

1. ФорМулировка задачи

Проводится прямое численное моделирование (DNS) устойчиво стратифици-
рованного турбулентного течения куэтта над взволнованной водной поверх-
ностью. схема численного эксперимента аналогична схеме, рассматриваемой 
в работе [Druzhinin et al., 2012], где проводилось DNS турбулентного нестра-
тифицированного погранслоя (рис. 1). Рассматривается декартова система 
координат с осью х, ориентированной в направлении среднего воздушного 
потока, осью z, направленной вертикально вверх (против ускорения свобод-
ного падения g), и осью y в поперечном направлении, параллельном фронту 
волны. Рассматривается двухмерная поверхностная волна с амплитудой a, 
длиной λ и фазовой скоростью c, периодическая в направлении x. в данной 
работе рассматривается крутизна волны от нуля до максимального значения 
ka = 2πa/λ = 0,2. DNS проводится в системе отсчёта, движущейся с фазовой 
скоростью волны, т. е. горизонтальная координата x в этой системе отсчёта 
связана с координатой в лабораторной системе отсчёта x ¢  соотношением 

.x x ct¢= -  таким образом, в движущейся системе отсчёта нижняя граница 
области счёта, совпадающая с волной, стационарна. на этой границе ставит-
ся условие прилипания, т. е. x- и z-компоненты скорости воздушного потока 
здесь совпадают с орбитальными скоростями частиц жидкости в волне и не 
зависят от времени. Рассматривается область счёта с размерами Lx = 6λ, 
Ly = 4λ и Lz = λ в x-, y-, и z-направлениях. течение предполагается периоди-
ческим в направлениях x и y.

Рис. 1. схема численного эксперимента
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ставится условие прилипания на верхней (плоской) границе, которая 
движется с балковой скоростью U0 в направлении x. Благодаря этому условию 
создаётся внешний источник потока импульса за счёт действия вязкого на-
пряжения сдвига, который компенсирует вязкую диссипацию кинетической 
энергии турбулентности и обеспечивает стационарность течения. для того 
чтобы обеспечить устойчивую стратификацию воздушного потока, задаются 
граничные условия для температуры в виде T = T1 на нижней границе (совпа-
дающей с поверхностной волной) и T = T2 на верхней (плоской) границе при 
z = Lz, где T1 < T2.

численное моделирование основано на интегрировании полных трёхмер-
ных уравнений навье-стокса для несжимаемой жидкости, записанных в при-
ближении Буссинеска. уравнения записываются в безразмерных переменных 
в виде [монин, Яглом, 1992]:
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где Ui (i = x, y, z) — компоненты скорости; P — давление; T  — отклонение 
температуры от исходного линейного профиля (1 + z). таким образом, без-
размерная температура равна 1 .T z T= + +   Переменные в уравнениях (1)–(3) 
нормированы на длину волны λ, балковую скорость U0 и разность температур 
(T2 – T1), давление нормировано на 2

0Uρ  (где ρ — плотность воздуха). 
Балковые числа Рейнольдса и Ричардсона записываются в виде

0Re ,
U λ

ν
=  (4)

2 1
2

1 0

Ri ,
T T

g
T U

λ-
=  (5)

где ν — кинематическая вязкость воздуха; g — ускорение свободного паде-
ния. число Прандтля Pr = ν/κ (где κ — теплопроводность) полагается равным 
Pr = 0,7. Фактор f в силе архимеда (последнем слагаемом) в правой части со-
отношения (1) определяется как

( ) 1 exp ,
100

tf t
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

= - -  (6)

где t — безразмерное время. Этот фактор «включает» силу архимеда и свя-
занный с ней стабилизирующий эффект стратификации таким образом, что 
до момента времени t < 100 успевает развиться турбулентное нестратифици-
рованное течение куэтта.

для того чтобы избежать эффектов, связанных с сильной геометриче-
ской нелинейностью при интегрировании (1)–(3) из-за волнообразной ниж-
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ней границы (см. рис. 1), используется конформное преобразование коорди-
нат, переводящее плоскость (x,z) в декартовых координатах в плоскость (ξ, η) 
в криволинейных координатах, а именно:

exp( )sin ,x a k kξ η ξ= - -  (7)
exp( )cos .z a k kη η ξ= + -  (8)

При этом преобразовании волновая граница zb(x) = a coskξ(x) перехо-
дит в плоскую границу η = 0. в дополнение используется также отображение 
по вертикальной координате η, обеспечивающее достаточное разрешение 
больших градиентов полей скорости и температуры благодаря сгущению уз-
лов сетки вблизи нижней и верхней границ [Druzhinin et al., 2012].

уравнения (1)–(3) дискретизуются в прямоугольной области с раз-
мерами 0 < ξ < 6, 0 < y < 4 и 0 < η < 1 при помощи метода конечных разно-
стей второго порядка на разнесённой сетке, состоящей из 360×240×180 уз-
лов. Интегрирование по времени осуществляется с использованием метода 
адамса-Башфорфа второго порядка точности в две стадии на каждом времен-
но`м шаге n.

на нижней и верхней границах накладываются условия прилипания 
(дирихле) для скорости воздушного потока и нулевое условие для отклоне-
ний температуры. таким образом, скорость воздушного потока на нижней 
границе совпадает со скоростью частиц в поверхностной волне, а на верхней 
границе — со скоростью (1 – c) в направлении движения границы. на боко-
вых границах, при x = 0,6 и y = 0,4, на все поля накладываются периодиче-
ские граничные условия.

течение инициируется как слабо возмущённое ламинарное тече-
ние куэтта, Ui = zδix + uif (i = x, y, z) где uif — бездивергентное изотроп-
ное, однородное случайное поле с широким спектром и амплитудой по-
рядка 0,05. начальное отклонение температуры полагается равным нулю. 
Интегрирование во времени сначала проводится без набора статистики 
до окончания переходных процессов, связанных с выбором начального ус-
ловия. По достижении статистически стационарного режима течения прово-
дится расчёт осреднённых по времени и координате y полей. для усреднения 
по времени берутся поля скорости и температуры в дискретные моменты tk, 
k = 1, …, 1000 с интервалом tk+1 – tk = 0,2. Помимо осреднения по y и t рассчи-
тываются также фазовые (оконные) средние по длине волны.

таким образом, для данного поля f(x, y, z, t) определяются фазовое сред-
нее и дисперсия:
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где Ny = 240, Nt = 500 и 0 < x < 1. далее флуктуация поля f определяется как:
1 222( , ) ( , ) ( , ) .f x z f x z f x z

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
¢ = -  (11)
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(в случае расчёта потока, например ,x zU U  в соотношение (10) подстав-
ляется произведение (UxUz) вместо f 2, и в (11) — разность .)x z x zU U U Uæ ö÷ç ÷ç ÷çè ø-

средний вертикальный профиль поля f, [f ](z), рассчитывается осредне-
нием фазового среднего по продольной координате:

6

1

1[ ]( ) ( , ).
xN

i
ix

f z f x z
N =

= å  (12)

таким образом, вертикальные турбулентные потоки импульса и тепла, 
τm(z) и τh(z), определяются в виде

( ) ,m x z x zz U U U Uτ é ù= -ê úë û  (13)

( ) .h x xz U T U Tτ é ù= -ê úë û
   (14)

динамическая скорость и температура, u*  и ,T*  определяются из асим-
птотических значений потоков импульса и тепла на достаточно большом рас-
стоянии от поверхности в виде

,mu τ* =  .hT uτ* *=  (15)
численный алгоритм верифицировался путём сравнения результатов 

DNS для устойчиво стратифицированного турбулентного погранслоя над 
плоской поверхностью при различных балковых числах Ричардсона и чис-
лах Рейнольдса до Re = 80 000. Результаты DNS сравнивались с предсказа-
нием теории подобия монина-обухова, при этом проверялся баланс бюд-
жета потоков импульса и тепла и кинетической и потенциальной энергии. 
Результаты также сравнивались с результатами предыдущих исследований 
с применением DNS [Flores, Riley, 2011].

4. результаты численного Моделирования

численное моделирование устойчиво стратифицированного погранслоя 
(усПс) над взволнованной водной поверхностью проводилось для крутизны 
волны в интервале 0 < ka < 0,2, отношения фазовой скорости к динамической 
скорости (возраста волны) в интервале 0 10,c u*< <  и балковых числах 
Рейнольдса и Ричардсона в интервалах 15 000 < Re < 80 000 и 0 < Ri < 0,3. 
Результаты DNS показывают, что режим течения коренным образом зависит 
от чисел Re, Ri и крутизны волны ka. для заданных Re и ka существует поро-
говое число Ричадсона, Ric, такое, что при Ri < Ric устанавливается стацио-
нарный турбулентный режим, а при Ri > Ric турбулентные флуктуации зату-
хают благодаря стабилизирующему эффекту стратификации и вязкой 
диссипации.

на рис. 2 можно проследить поведение амплитуд флуктуаций скорости 
и температуры по результатам DNS усПс для балкового числа Рейнольдса 
Re = 15 000 при изменении числа Ричардсона при фиксированной крутизне 
волны ka = 0,2, а также при изменении ka при фиксированном Ri. на рис. 2 
видно, что турбулентный режим подавляется при достаточно больших Ri 
и малых ka.
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Рис. 2. Зависимость амплитуды флуктуации скорости и температуры в устойчиво 
стратифицированном погранслое от числа Ричардсона Ri при фиксированной кру-
тизне волны (ka = 0,2) (слева) и от крутизны волны при фиксированном Ri (= 0,08). 

Балковое число Рейнольдса Re = 15 000

Рис. 3. Распределение модуля завихрённости в центральных плоскостях (x, z) и (y, z) 
(вверху и в середине) и в плоскости (x, y) при z = 0,042 ( 18,u z ν* »  внизу) в DNS 
усПс над поверхностной волной с крутизной ka = 0,2 и фазовой скоростью c = 0,05 

*( 2)c u »  в момент времени t = 1000; балковые числа Re = 15 000 и Ri = 0,04. турбу-
лентный режим
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необходимо отметить, что эффект подавления турбулентности в устойчи-
во-стратифицированном погранслое уже наблюдался в численном и лабора-
торном моделировании [Flores, Riley, 2011] для случая плоской поверхности. 
Эти результаты показывают, что подавление турбулентности не происходит, 
и погранслой остаётся турбулентым при условии, что число Рейнольдса, ба-
зирующееся на масштабе обухова (L), (где κ = 0,4 — постоянная кармана), 
динамической скорости ( )u*  и кинематической вязкости (ν = Re–1) должно 
быть достаточно большим.

2
.

u
L

RiTκ
*

*

=  (16)

3Re
Re 100.L

Lu u
RiTν κ

* *

*

= = >  (17)

Результаты нашего исследования подтверждают критерий (17) для случая 
плоской границы и волновой границы. на рис. 3 показано поле модуля завих-
рённости в стационарном турбулентном усПс над поверхностной волной 
с фазовой скоростью волной с крутизной ka = 0,2 и фазовой скоростью 
c = 0,05 *( 2)c u »  в момент времени t = 1000; балковые числа Re = 15 000 
и Ri = 0,04. для рассматриваемых параметров DNS оценка (17) даёт ReL ≈ 460, 
и наблюдается стационарный турбулентный режим. на рис. 4 приведены вер-
тикальные профили турбулентных потоков импульса и тепла, τm и τh, для тех 
же параметров потока и поверхностной волны с различной крутизной (ka = 0; 
0,1 и 0,2). на рис. 4 видно, что с ростом амплитуды волны турбулентные пото-
ки растут.

При достаточно больших числах Ричардсона, когда критерий (17) не вы-
полняется, флуктуации скорости и температуры в усПс подавляются стра-
тификацией и диссипацией. Результаты DNS, однако, показывают, что в рас-
сматриваемом случае погранслоя над водной поверхностью флуктуации ско-
рости и температуры остаются конечными вблизи волновой поверхности, 
даже при достаточно сильной стратификации (при Ri > Ric и невыполнении 
условия (17)). мы предлагаем называть этот режим течения в устойчиво стра-
тифицированном погранслое «режимом волновой накачки».

на рис. 5 приведено мгновенное распределение модуля завихрённо-
сти в DNS усПс над поверхностной волной с теми же параметрами фазо-
вой скорости и крутизны (ka = 0,2, c = 0,05) и балковым числом Рейнольдса 
Re = 15 000, но при числе Ричардсона Ri = 0,08. Показаны центральные пло-
скости (x, z) и (y, z) и плоскость (x, y) при z = 0,12 в момент времени t = 1000. 
в этом случае реализуется режим волновой накачки: течение реламинаризу-
ется в области, достаточно далёкой от поверхностной волны, и остаётся ква-
зитурбулентным вблизи волновой поверхностности. на рис. 5 видно, что под 
действием ненулевых возмущений скорости, обусловленных граничным ус-
ловием на поверхности волны, развиваются двухмерные волновые возмуще-
ния в воздушном потоке. Эти возмущения «подпитывают» развитие вторич-
ной неустойчивости, приводящей к формированию поперечных структур. 
таким образом, динамика усПс в режиме волновой накачки является ре-
зультатом нелинейных волновых взаимодействий.
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Рис. 4. вертикальные профили турбулентных потоков импульса τm (слева) и тепла τh 
(справа) в DNS усПс над поверхностной волной с фазовой скоростью c = 0,05, бал-
ковыми числами Re = 15 000 и Ri = 0,04 при различной крутизне волн (ka = 0; 0,1 

и 0,2)

Рис. 5. мгновенное поле модуля завихрённости в режиме волновой накачки устой-
чиво стратифицированного погранслоя. Показаны центральные плоскости (x, z) 
и (y, z) (вверху и посередине) и плоскость (x, y) при z = 0,12 (внизу) в момент вре-
мени t = 1000 при Re = 15 000, Ri = 0,08. крутизна волны ka = 0,2, фазовая скорость 

c = 0,05. Режим волновой накачки
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амплитуды двухмерных возмущений, подпитываемые поверхностной 
волной за счёт граничного условия (прилипания) на водной поверхности, 
могут быть вычислены аналитически с использованием теоретической мо-
дели усПс над взволнованной водной поверхностью, приведённой в статье 
[Troitskaya et al., 2013a, b]. модель базируется на системе уравнений (1)–(3) 
осреднённых по координате y и переписанных в криволинейных координа-
тах (7), (8). соответствующая двухмерная система уравнений переписывается 
в переменных «завихрённость – функция тока» (χ-ψ) в виде [Troitskaya et al., 
2013a, b)]:

2
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Здесь завихрённость χ, функция тока ψ, и температура T представлены 
в виде суммы средних полей и возмущений в виде:

0 1( ) Re ( )e ;ikξχ χ η χ η
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

= +  0 0( ) ( ),U ηχ η η=  (21)
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Рис. 6. возмущения полей скорости и температуры, индуцированные поверхностной 
волной в устойчиво стратифицированном погранслое в режиме волновой накачки. 
Результаты DNS (сплошные линии) сравниваются с предсказанием теоретической 

модели (штриховые линии)
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система (21)–(23) решается численно с граничными условиями в виде:
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 1 0
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=  (24)

численное решение модельных уравнений (21)–(23) для вертикальных 
профилей возмущений скорости и температуры сравнивается с результа-
тами DNS усПс на рис. 6 для значений параметров Re = 15 000, Ri = 0,08, 
ka = 0,2, c = 0,05. Профили возмущений средних полей, индуцированных по-
верхностной волной в DNS, рассчитываются как

22 ,iw i iU U Ué ù é ù¢ = -ê ú ê úë û ë û  [ ]22 ,wT T Té ù¢ ê ú= -ë û  (25)

где i = x, z. на рис. 6 видно хорошее согласие предсказаний модели (21)–
(23) с результатами DNS. наблюдающиеся различия, по-видимому, вызва-
ны эффектами, связанными с развитием вторичных неустойчивостей те-
чения, обусловливающих неоднородность возмущений по фронту волны, 
в y-направлении, которые модель (21)–(23) не учитывает.

заключение

выполнено прямое численное моделирование (DNS) устойчиво стратифи-
цированного пограничного слоя (усПс) над взволнованной водной поверх-
ностью. Результаты показывают, что режим течения коренным образом за-
висит от балковых чисел Рейнольдса (Re) и Ричардсона (Ri) и от крутизны 
поверхностной волны (ka). для заданного Re существует пороговое число 
Ричадсона, Ric, такое, что при Ri < Ric устанавливается стационарный турбу-
лентный режим, а при Ri > Ric турбулентные флуктуации затухают в области, 
достаточно далёкой от водной поверхности, благодаря стабилизирующему 
эффекту стратификации и вязкой диссипации. однако вблизи поверхности 
амплитуды флуктуаций скорости и температуры остаются конечными (не-
нулевыми). мы называем этот режим течения в усПс «режимом волновой 
накачки». как в случае стационарного турбулентного режима, так и в случае 
режима волновой накачки потоки импульса и тепла и амплитуды флуктуаций 
скорости и температуры растут с ростом крутизны волны ka. Результаты DNS 
хорошо согласуются с предсказанием теоретической модели течения усПс, 
где решения для возмущений полей скорости и температуры в режиме вол-
новой накачки находятся как решение двухмерной линеаризованной систе-
мы с неоднородным граничным условием, обусловленным наличием поверх-
ностной волны.
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DirecT Numerical simulaTioN sTuDy of a TurbuleNT sTably  
sTraTifieD air flow above The wavy waTer surface.
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Parameterization of turbulent momentum and heat fluxes in a turbulent stably stratified 
boundary layer over a waved water surface is important for large-scale climate modeling and 
weather forecast. The relation between mean large-scale velocity and temperature fields and 
turbulent fluxes at the ocean-atmosphere interface includes the so-called bulk coefficients. 
These coefficients vary in a wide range in different models, and their evaluation constituted 
a complicated task for field and laboratory experiments and numerical simulation. We em-
ploy direct numerical simulation (DNS) as an instrument to study in detail the dynamics of 
the ocean-atmosphere boundary layer in order to further develop and verify parameterization 
procedure for large-scale climate modeling. Especially we are interested in the effects caused 
by the stable stratification of the air flow.
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проблемы поСтроения СиСтем защиты от  Спама в  интернете
И. О. Карбачинский
национальный исследовательский университет «высшая школа экономики»  
(ниу вШэ)

трафик в поисковых системах играет одну из важнейших ролей в онлайн экономике. 
Поэтому неудивительно, что за последние годы количество спама в Интернете неу-
клонно растёт. ежедневно в сети появляются тысячи новых сайтов, содержащих нека-
чественный контент. в статье детально рассматривается устройство защиты от спама 
в современных информационно-поисковых системах по интернет-пространству (веб). 
Рассматриваются проблемы построения спам-классификатора, проблемы переобуче-
ния и отбора признаков. Рассматриваются способы применения методов уменьшения 
размерности пространства для улучшения качества классификатора, а также различ-
ные способы визуализации многомерных данных. особое внимание уделено отбору 
информативных признаков и оптимизации скорости работы классификатора.

Ключевые слова: веб-спам, информационный поиск, критерий MRMR, уменьше-
ние размерности пространства, метод главных компонент, классификация спама

ежедневно в сети появляются тысячи новых сайтов, содержащих спам и не-
качественный контент. существует множество различных видов спама. 
ежедневно мы сталкиваемся с бесполезными рассылками в наших почтовых 
ящиках, смс-спамом (sms — Short Message Service, служба коротких сообще-
ний) и спамом в выдаче поисковых систем. в данной работе проблема борьбы 
со спамом будет детально рассмотрена на примере спама в информационно-
поисковых системах. Под спамом будут подразумеваться веб-страницы в вы-
даче поисковой системы, содержащие вредоносные, некачественные и бес-
полезные для пользователя данные. система защиты от спама, независимо 
от типа спама, как правило, представляет собой бинарный классификатор, 
обученный на некотором обучающем множестве, в нашем случае множестве 
веб-документов. обучающее множество представляет собой размеченный на-
бор веб-страниц, где каждая страница отмечена маркером принадлежности 
к классу спама, или не спама. составить обучающее множество можно не-
сколькими способами. самый очевидный способ — сделать это вручную. для 
составления обучающего множества в поисковых системах существуют спе-
циальные люди, называемые асессорами. Их работа позволяет составить ка-
чественное обучающее множество веб-документов, которое впоследствии мо-
жет использоваться для обучения классификатора.

для обучения классификатора, вне зависимости от используемого алго-
ритма, необходимо из каждого элемента обучающего множества выделить 
некоторый набор информативных признаков. данные признаки позволя-
ют численно охарактеризовать каждый документ в обучающем множестве. 
можно придумать очень много таких признаков. однако не все они будут 
полезны для обучения классификатора. выбирать признаки следует так, 
чтобы их значения по возможности отличались на множествах спам- и не 
спам-документов. чем лучше множество признаков будет разделять обуча-
ющее множество на два класса, тем проще будет построить классификатор. 
очевидно, что интуитивное составление множества признаков не может дать 
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гарантированно хороший результат. Поэтому в данной работе мы рассмотрим 
несколько алгоритмов, позволяющих осуществить отбор наиболее релевант-
ных признаков. Подобные алгоритмы позволяют автоматизировать процесс 
отбора признаков, гарантированно давая хороший результат. Итогом работы 
подобных алгоритмов, как правило, является упорядоченный по «релевант-
ности» список признаков, что позволяет выбрать необходимое количество 
лучших признаков.

составив обучающее множество и выделив необходимые признаки, сле-
дует разделить размеченное обучающее множество на два подмножества. 
Первое из них будет использоваться для обучения классификатора, а второе 
для проверки качества его работы. существует множество различных алго-
ритмов обучения. каждый из них имеет свои преимущества и недостатки. 
выбирать алгоритм стоит исходя из характера обучающего множества и рас-
пределения значений информативных признаков на нём. в простых задачах, 
как правило, достаточно применения одного из известных алгоритмов (Knn, 
SVM, линейная регрессия). для более сложных задач, как правило, совместно 
используются сразу несколько алгоритмов, например, с применением техно-
логии бустинга. для построения нашего классификатора мы используем бу-
стинг деревьев решений и двухслойный персептрон, при размере обучающего 
множества, состоящего из нескольких сотен тысяч документов и 150 инфор-
мативных признаках.

Построив классификатор, необходимо оценить его качество. для оценки 
бинарного классификатора используется специальная таблица, называемая 
Confusion Matrix [Fawcett, 2006]. таблица предоставляет четыре возможных 
исхода работы классификатора: TP — документ оказался спам документом, 
и классификатор правильно определил данный документ; FP — документ 
оказался хорошим, но классификатор посчитал его спамом; FN — документ 
оказался спамом, но классификатор посчитал его хорошим; TN — документ 
оказался хорошим, и классификатор правильно определил его класс. в зави-
симости от того, какой классификатор мы строим, необходимо по-разному 
оценивать ошибки классификации. например, в задачах классификации по-
чтового спама любой FP-случай может крайне негативно сказаться на репута-
ции почтового сервиса, так как пользователь может не получить важное пись-
мо, не являющееся спамом. в то же время большое количество FN-случаев 
для поисковой системы означает, что по большей части, выдача этой поиско-
вой системы состоит из спама. на основе Confusion Matrix (см. рисунок) вво-
дятся основные числовые критерии, позволяющие оценить качество класси-
фикатора: точность (P), полнота(R) и F1-мера (F1), являющаяся обобщённой 
характеристикой полноты и точности.

Задача построения спам-классификатора в интернете, как правило, ос-
ложняется большим объёмом обучающей выборки и большим количеством 
информативных признаков. как правило, это приводит к очень медленной 
скорости обучения. Порой процесс построения модели классификатора мо-
жет длиться около суток. как правило, подобные ограничения не позволяют 
быстро построить качественный классификатор и экспериментировать с вы-
бором обучающего алгоритма. если удалось построить классификатор с при-
емлемым качеством с первого раза, — это, скорее, везение. Приходится де-
лать не одну итерацию обучения и отбора признаков, чтобы добиться долж-
ного качества.
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Причинами плохого качества могут являться как плохо составленное об-
учающее множество или плохой алгоритм обучения, так и просто плохо по-
добранные признаки. Рассмотрим подробнее проблему отбора признаков. 
самым очевидным способом отбора признаков является прямой перебор. 
если построить модели на всех всевозможных подмножествах множества 
признаков и измерить их качество, то останется просто выбрать то подмно-
жество признаков, на котором достигается наибольшее качество классифика-
тора. но в реальных задачах, где процесс построения модели длится довольно 
долго, а размер множества признаков достигает сотни признаков, использо-
вание подобного подхода становится невозможным. существует множество 
различных оптимизаций данного подхода, позволяющих значительно сокра-
тить количество необходимых построений модели. однако даже такие опти-
мизации не позволяют быстро и эффективно отобрать оптимальное множе-
ство признаков в условиях большого количества признаков.

для отбора признаков существует целый класс алгоритмов, объединён-
ных общим названием Feature Selection. как правило, все эти алгоритмы ите-
ративные и разделяются на три класса: Wrapper, Filter и Embeded-методы. 
Wrapper-методы на каждой своей итерации заново обучают классификатор, 
и в условиях длительного процесса обучения не применимы. Embeded мето-
ды — алгоритмы, являющиеся непосредственно частью процесса обучения. 
например, деревья решений используют в процессе построения встроенный 
механизм отбора признаков. Filter-методы — эвристические алгоритмы, ис-
пользующие аппарат теории информации и математической статистики для 
определения «полезности» конкретного признака, в контексте распределе-
ния его значений на элементах обучающего множества. в условиях нашей за-
дачи наиболее подходящими видятся Filter-алгоритмы, так как они не требу-
ют построения модели на каждой итерации и, как следствие, работают очень 
быстро.

Рис. 1: таблица Confusion Matrix:

точность ;TPF =
TP + FP

 полнота ;TPR =
TP + FN

 F1-мера 
2PRF1 =

P + R
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одним из наиболее эффективных алгоритмов данного класса являет-
ся критерий MRMR (Maximum Relevance Minimum Redundancy) [Acid et al., 
2011]. данный критерий позволяет найти наиболее релевантные и в то же 
время наименее избыточные признаки. Главный принцип, лежащий в ос-
нове MRMR, заключается в том, что мы не должны использовать признаки, 
сильно коррелирующие между собой, и в то же время, должна быть приня-
та во внимание их избыточность. Поэтому должны быть отобраны наиболее 
разнородные и не похожие друг на друга признаки. основные понятия, ле-
жащие в основе данного критерия, заимствованы из теории информации. 
таким образом, избыточность Wi(U) произвольного подмножества признаков 
U ∈ X, где X — множество всевозможных признаков, используемых в модели, 
определяется:

2
,

1( ) ( , ),
i j

I i j
x x U

W U MI x x
U Î

= å

где xk ∈ U — вектор значений k-го признака для каждого документа из обуча-
ющего множества, MI(xi, xj) — взаимная информация признаков xi и xj , а ре-
левантность VI(U) подмножества U ∈ X относительно класса C определяется:

1( ) ( , ).
i

I i
x U

V U MI C x
U Î

= å

в задаче классификации спама множество C состоит всего из двух клас-
сов: спам и не спам. таким образом, согласно критерию MRMR, наиболее ре-
левантное и при этом наименее избыточное подмножество U XÎ  признаков 
можно получить согласно следующему правилу:

( )( ) ( ) .I IV U W U-

однако на практике используют модификацию критерия MRMR, позво-
ляющую избежать полного перебора всевозможных подмножеств множества 
признаков X. модифицированный критерий позволяет получить упорядо-
ченный по убыванию эффективности список всех признаков. таким образом, 
для обучения можно выбрать любое необходимое количество наиболее каче-
ственных признаков.

Было проведено несколько экспериментов с классификатором спама по-
исковой системы go.mail.ru. обучающее множество представляет собой не-
сколько сотен тысяч веб-документов. качество классификатора составляло 
порядка 97 %, и была поставлена задача увеличить качество без увеличения 
количества признаков, участвующих в обучении, так как увеличение числа 
признаков может сильно сказаться как на скорости построения модели, так 
и на скорости классификации. модель обучается более чем на 150 признаках. 
Большой объём обучающего множества и довольно долгая скорость обуче-
ния не позволяли применить отбор признаков с помощью Wrapper-методов. 
Поэтому был применён критерий MRMR.

во множестве из 150 признаков, участвующих в обучении, выделялся 
наиболее спорный и проблемный класс из 40 признаков. Признаки данного 
класса представляют собой частоты определённых слов-маркеров в докумен-
те. данные слова являются наиболее характерными для классов спама и не 
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спама. например, такие слова, как «скачать», «бесплатно» и «знакомства». 
однако эти слова были подобраны вручную. Поэтому было решено составить 
новый список из 40 слов, которые бы гарантированно были полезны для об-
учения. для этого из обучающего множества были отобраны 1000 наиболее 
частотных слов и посчитаны их частоты для каждого документа из обучаю-
щего множества. После этого к полученным данным был применён критерий 
MRMR, и были отобраны 40 первых слов из полученного рейтинга MRMR. 
Полученные слова частично пересекались с исходными, однако большинство 
из них были новыми. обучив модель с новыми признаками, качество класси-
фикации повысилось на 1,2 %. Это заметное улучшение было достигнуто без 
увеличения количества признаков или изменения алгоритма или параметров 
обучения.

существует множество других подходов к оптимизации множества ин-
формативных признаков. например, вместо того, чтобы отбирать призна-
ки, можно попробовать сжать их. если преобразовать множество признаков 
большой размерности в множество меньшей размерности, при этом макси-
мально сохранив информацию о расстояниях между объектами в искомом 
пространстве, можно получить заметный прирост качества классифика-
ции. существует множество подобных алгоритмов. наиболее известными из 
них являются алгоритмы PCA [Jolliffe, 1986] и Random Projection [Dasgupta, 
2000]. но, к сожалению, видимый эффект они дают при очень большом 
размере множества признаков, превышающего десятки тысяч признаков. 
Поэтому, как правило, такие алгоритмы применяются в задачах классифи-
кации и распознавания изображений и видео [Dasgupta, Gupta, 2002; William, 
Lindenstrauss, 1984].

в данной работе был показан общий подход к построению бинарного 
классификатора на примере построения спам-классификатора поисковой 
системы. Построение классификатора — сложный процесс, и не существует 
универсального алгоритма, который бы гарантированно давал хороший ре-
зультат. существует множество различных алгоритмов обучения, и каждый 
из них может хорошо работать с одними данными и совершенно не работать 
с другими. также имеет место проблема переобучения. очень часто класси-
фикатор показывает очень хорошие результаты на обучающем множестве, но, 
когда его начинают применять к реальным данным, его качество стремитель-
но уменьшается. для борьбы с переобучением существуют специальные мето-
ды регуляризации, налагающие штраф за сложность модели в процессе обуче-
ния. таким образом, регуляризация не позволяет алгоритму чрезмерно «под-
гоняться» под данные, используемые для обучения. качество построенной 
модели зависит от множества факторов, начиная с построения правильного 
обучающего множества и заканчивая выбором хороших информативных при-
знаков. добавление новых признаков может также дать как заметное увели-
чение качества модели, так и не дать вовсе ничего. Рассмотренные алгоритмы 
Feature selection позволяют оптимизировать процесс добавления новых при-
знаков и выявить, насколько полезным будет новый признак и не будет ли он 
избыточным в контексте решаемой задачи.
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многомерное обобщение модели  
DiffusioN limiTeD aggregaTioN (Dla)
А. Ю. Меньшутин, Л. Н. Щур
институт теоретической физики им. л. д. ландау российской академии наук  
(итФ ран), научный центр ран в черноголовке

в работе описывается численный алгоритм для построения многомерных струк-
тур роста в рамках модели агрегации, ограниченной диффузией — Diffusion Limited 
Aggregation (DLA). обсуждаются способы ускорения процесса численного моделиро-
вания, методы организации работы с памятью, методы и особенности симуляции слу-
чайного блуждания в пространстве размерностью больше 2, а также другие элементы 
численного алгоритма. для описания численного эксперимента используется пред-
метно-ориентированный язык.

Работа поддержана Российским научным фондом (РнФ) (проект № 14-21-00158).
Ключевые слова: алгоритм, случайное блуждание, модель DLA, предметно-ориен-

тированный язык.

введение

Равновесные критические явления — достаточно хорошо изученная область 
статистической физики [Stanley, 1999]. многочисленные теории позволяют 
вычислять критические индексы, которые характеризуют поведение системы 
вблизи критической точки. Эти теории также позволяют понять, почему раз-
личные системы ведут себя одинаковым образом при приближении к точке 
фазового перехода. Идея универсальности подобных явлений подтверждается 
как подобными теориями, так и различными экспериментами.

неравновесные критические явления, напротив, всё ещё мало изучены. 
Подобные явления можно разделить на два класса. Первый — это явления, 
связанные с различными динамическими свойствами [Hohenberg, Halperin, 
1977] обычных термодинамических систем, например, скорость релаксации 
в магнитной системе. второй — это достаточно обширный класс явлений, 
встречающихся в природе и проявляющих фрактальные свойства и свойства 
скейлинга.

в 1981 г. виттен и сандер предложили модель, впоследствии названную 
моделью агрегации, ограниченной диффузией (DLA) [Witten, Sander, 1981], 
которая описывает образование двумерной структуры посредством простых 
правил. Правила, которые описывают данную модель — это броуновское слу-
чайное блуждание частиц в присутствие зародыша и их последующая агрега-
ции к нему. Повторение этих правил приводит к образованию очень сложных 
фрактальных объектов. Причём, данная модель не имеет параметра, который 
требуется варьировать для получения критических свойств, в отличие, напри-
мер, от перколяционных моделей, где вероятность перколяции p определяет 
близость системы к критической точке. отличие такого явного параметра — 
ключевая особенность моделей второго типа, когда критические свойства 
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Щур лев николаевич — заведующий отделом, доктор физико-математических наук, про-
фессор, shchur@chg.ru
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проявляются в результате некоторого динамического процесса. Подобные 
объекты относятся к классу самоорганизующихся систем с критическим по-
ведением (SOC) [Bak et al., 1987]. считается, что критическая точка в таких 
объектах является аттрактором, и конечные предельные свойства системы 
не зависят от начальных условий. Изучение подобных систем — важная зада-
ча теоретической физики.

в наших ранних работах [Menshutin, Shchur, 2006; Menshutin et al., 2007, 2008] 
были разработаны эффективный двумерный алгоритм, а также различные 
методы построения и анализа кластеров в рамках DLA. основная сложность 
при изучении подобных объектов заключается в необходимости генерации 
чрезвычайно больших ансамблей кластеров размерами в десятки миллионов 
частиц. Большая статистика и большие размеры кластеров необходимы для 
получения корректных значений показателей, например, фрактальной раз-
мерности. в случае, если размерность пространства больше 2, представляет 
интерес как изучение асимптотических значений фрактальной размерности 
кластеров, так и оценка влияния анизотропных правил прилипания частиц на 
форму генерируемых структур. теоретические предсказания халси и либига 
[Halsey, Leibig, 1992] о стремлении фрактальной размерности к величине 
D = d – 1, где d — размерность пространства, могут также изучаться численно. 
таким образом, цель данной статьи — дать описание математически коррект-
ного алгоритма построения кластеров DLA для размерностей пространства 
больше d > 2.

алгоритМ

описание алгоритма многомерной модели DLA будет выполнено как обоб-
щение двумерного алгоритма. Элементы алгоритма, специфичные для много-
мерных обобщений, будут описаны отдельно.

Исходный алгоритм, предложенный в оригинальной работе [Witten, 
Sander, 1981], состоит из следующих шагов:

1) на квадратной двумерной решётке в начале координат находится ча-
стица-зародыш (занятая клетка);

2) вдали от кластера (от зародыша) рождается новая частица;
3) новая частица блуждает случайным образом;
4) если частица подходит вплотную к занятой клетке, то она прилипает;
5) если частица уходит достаточно далеко от кластера, она уничтожается;
6) повтор начиная с шага 3 до тех пор, пока частица не прилипнет или 

не погибнет, после чего запуск новой частицы (шаг 2).

как и большинство объектов класса SOC, кластеры DLA описываются 
в виде алгоритма. можно сказать, что процесс образования случайной струк-
туры описан исходя из «первых принципов», при этом выделен минималь-
но необходимый набор правил, приводящий к нетривиальным результатам. 
Простота формулировки правил роста подобных структур в виде указанного 
алгоритма приводит к тому, что построение теоретических моделей в более 
общих терминах, описывающих характеристики готовой структуры (напри-
мер, в терминах корреляционной функции плотность-плотность) — чрезвы-
чайно сложная задача.
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в форме, изложенной выше, данный алгоритм требует доопределения, 
а именно, необходимо определить области, где происходит рождение и унич-
тожение частиц. чаще всего их задают окружностями радиуса Rb (окружность 
рождения) и Rd (окружность уничтожения), причём необходимо, чтобы 

.d bR R  новые частицы рождаются в случайном месте на окружности рож-
дения. в свою очередь, частицы, вышедшие за Rd , — уничтожаются. для фор-
мулировки алгоритма с корректным учётом физических свойств случайного 
блуждания необходимо вспомнить свойства случайного блуждания на пло-
скости, а именно свойство возвратности случайного блуждания в 2D. в тер-
минах модели DLA данное свойство может быть сформулировано в следую-
щем виде: любая частица, где бы она ни находилась, рано или поздно при-
липнет к кластеру.

условие d bR R  не следует явным образом из свойства возвратности. 
При этом правило алгоритма, допускающее уничтожение частиц, находится, 
на первый взгляд, в явном противоречии с тем фактом, что все частицы рано 
или поздно добавляются к кластеру.

Рассмотрим следующую задачу. Пусть имеется окружность радиуса Rb и в 
начальный момент времени частица находится в точке (0, r), причём r > Rb. 
тогда можно вычислить вероятность первого пересечения границы окружно-
сти Rb в точке (Rb cos φ, Rb sin φ) при случайном блуждании частицы:

2

2
1( ) ,

2 ( 2 cos 1)
xP =

x x
φ

π φ

-

- +
 (1)

где x = r/Rb.
в случае, если ,d bR R  вероятность вырождается и угловая зависимость 

пропадает. таким образом, те частицы, которые в процессе случайного блуж-
дания отошли от кластера достаточно далеко, на окружность рождения будут 
возвращаться с постоянной вероятностью, не зависящей от угла. Поэтому 
правило уничтожения частиц и последующего рождения новой частицы 
в случайном месте на окружности рождения для частиц, находящихся далеко 
от кластера, эквивалентно возврату частицы к кластеру.

анализ показывает, что ошибка определения вероятности, связанная 
с заменой выражения (1) на константу, падает с ростом x как 1/x. Поэтому для 
достижения точности 1 % отношение Rd к Rb должно быть больше 100. Это оз-
начает, что необходимо поддерживать достаточно большое пустое простран-
ство вокруг кластера, что существенно снижает эффективность алгоритма.

важной особенностью модели DLA в виде, предложенном виттеном 
и сандером, является необходимость использования решётки, которая вно-
сит значительные искажения в свойства кластеров. наиболее естественный 
шаг — это переход к безрешёточной модели, в которой частицы — это окруж-
ности единичного радиуса. При этом случайное блуждание моделируется 
как шаг конечной длины в случайном направлении, а окружность рождения 
Rb — это окружность, описывающая кластер, т. е. минимальная из возможных 
окружностей.

важная модификация, базирующаяся на равномерности распределе-
ния случайного блуждания по углу, заключается в возможности увеличе-
ния длины шага, если частица находится вдали от кластера. если расстояние 
от частицы до кластера равно Δr, то можно вместо единичного шага взять 
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шаг, незначительно меньший Δr, и переместить частицу сразу на большое 
расстояние.

в свою очередь, правило уничтожения частиц в случае отсутствия ре-
шётки может быть заменено правилом возврата частиц в соответствии с рас-
пределением (1): частицы, отошедшие от кластера на некоторое расстояние 
(за окружность Rd, которая может быть немного больше Rb), возвращаются 
обратно на Rb. существуют поправки к формуле (1), связанные с конечно-
стью шага, который совершают частицы при случайном блуждании. в рабо-
те [Ziff, 2009] для общей вероятности возврата частицы в случае пространства 
размерности D = 3 данная поправка аналитически вычислена. чтобы избе-
жать необходимости её учёта, шаг частицы может уменьшаться при прибли-
жении к кластеру, при этом поправка будет пренебрежимо мала.

указанные выше правила корректно описывают процесс случайного 
блуждания на плоскости и воспроизводят все его свойства, однако для прак-
тической реализации алгоритма необходимо эффективно реализовать все 
его шаги. наибольшую сложность представляют задача организации хране-
ния координат частиц в памяти, задача поиска размеров свободной области 
вокруг двигающейся частицы и задача определение факта столкновения ча-
стицы с кластером. для решения указанных задач используется следующий 
метод.

для определения факта столкновения необходимо выполнить попарное 
сравнение координат двигающейся частицы с координатами частиц кластера. 
для минимизации количества необходимых операций естественно проводить 
сравнения не со всеми частицами кластера, а с частицами, которые находят-
ся по соседству. для этого вся область моделирования разбивается на ячейки 
размером 32 (за единичный размер принимается радиус 1 частицы) и коор-
динаты частиц кластера хранятся в этих ячейках. данная структура реализует 
пространственный индекс, что позволяет проводить сравнение для проверки 
факта столкновения только с частицами, лежащими в текущей и в соседних 
с текущей ячейками.

для определения размеров свободной области Болл и Брэди [Ball, Brady, 
1985] предложили алгоритм иерархических сеток. на нижнем уровне иерар-
хии находятся ячейки, помечаемые как занятые или свободные. Занятые 
ячейки — это те ячейки, в которых находятся частицы кластера. следующий 
уровень иерархии — это ячейки, размер которых в 2 раза больше. если, как 
минимум, одна из подъячеек нижележащего уровня занята — то ячейка теку-
щего уровня также помечается как занятая. далее этот процесс повторяется 
для высшего уровня иерархии. таким образом, для определения размера сво-
бодной области ищется сводная ячейка (на максимальном уровне иерархии), 
которая не занята и которая содержит в себе движущуюся частицу. После 
этого частица перемещается на границу свободной ячейки по заранее вычис-
ленному вероятностному распределению, которое эквивалентно случайному 
блужданию в данной квадратной области при наличии поглощающих границ. 
Иллюстрация данного алгоритма (с различными уровнями иерархии) показа-
на на рис. 1. недостаток данного метода — низка точность определения раз-
мера свободной области, особенно в случае, если частица находится около 
границы ячейки. дополнительно, генерация с высокой точностью точек с не-
обходимым распределением, симулирующим большой шаг на границу ква-
драта, — достаточно сложная вычислительная задача.
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для повышения эффективности алгоритма нами предложен альтерна-
тивный метод, в котором каждой ячейке сетки приписан размер вписанного 
квадрата в виде целого числа в единицах размера одной ячейки. данный алго-
ритм показан на рис. 2.

Значение 1 означает, что какая-то из соседних ячеек занята и, соответ-
ственно, частица не может сделать большой шаг, значение 2 — что безопасно 
сделать большой шаг размером в 1 ячейку сетки. соответственно, размер воз-
можного шага равен числу, записанному в ячейке, за вычетом 1, и умножен-
ному на размер одной ячейки сетки.

Пересчёт размеров свободных областей вокруг кластера выполняется 
только в случае, если ранее пустая ячейка становится занятой, что происходит 
достаточно редко. При этом пересчёт выполняется только по тем ячейкам, 
которые являются соседями занятой ячейки или соседями ячеек, изменив-
ших состояние в процессе такого пересчёта. область пересчёта может распро-
страняться до бесконечности, поэтому для корректной работы её необходи-
мо ограничить сверху некоторой величиной. По умолчанию считается, что 
размер свободной области не более 15 ячеек для всех ячеек сетки. таким об-
разом, когда пересчёт достигает ячеек со значением 15, — он автоматически 
останавливается.

для больших кластеров их линейные размеры намного превышают раз-
мер 15 ячеек, что приводит к падению производительности алгоритма. 
для компенсации этого фактора используется ещё один уровень иерархии 
ячеек, которые в несколько раз больше ячеек нижнего уровня иерархии. 
соответственно, поиск размера свободной области начинается с ячеек высо-
кого уровня иерархии (самых больших ячеек).

Рис. 1. Иерархическая сетка для определения размера свободной области по алгорит-
му Болла и Брэди. синие ячейки — ячейки нижней иерархии, содержащие частицы 

кластера

Рис. 2. сетка для определения размера свободной области по предложенному алго-
ритму. синие ячейки — ячейки нижней иерархии, содержащие частицы кластера. 

Цифрами показан размер свободной области вокруг каждой ячейки сетки
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если частица находится в области рядом с кластером, и, например, теку-
щая ячейка помечена значением 1 (см. рис. 2), результатом работы алгоритма 
является запрет большого шага, так как в этом случае размер свободной обла-
сти считается нулевым.

однако используемый алгоритм является очень грубым и во многих слу-
чаях расстояние до кластера оказывается всё равно достаточно большим. 
в этом случае выполняется точный поиск размера свободной области пу-
тём поиска минимального расстояния до всех частиц кластера, находящихся 
в окрестности текущего положения новой частицы.

типичный кластер, построенный по этому алгоритму, показан на рис. 3.

МногоМерное обобЩение Модели

многомерный алгоритм похож на описанный ранее двумерный аналог, за ис-
ключением следующих элементов.

в многомерном пространстве вероятность возврата частиц на сферу рож-
дения больше не равна единице и зависит от отношения расстояния, на кото-
ром находится частица, к радиусу сферы, к которой происходит прилипание. 
таким образом, для частиц, отошедших за окружность возврата, генерируется 
случайное число в диапазоне от 0 до 1. Затем оно сравнивается с величиной 
( )2 d

br R
-

 и, если оно меньше, то частица возвращается на окружность рожде-
ния с распределением:

2
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Рис. 3. типичный кластер DLA. Размер кластера — 50 млн частиц.  
Разный цвет соответствует разному возрасту частиц
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в противном случае частица уничтожается.
для генерации случайных частиц с распределением (1) существует преоб-

разование, которое переводит случайные числа с равномерным распределе-
нием на отрезке [0;1) в числа с распределением (1). к сожалению, в 3-мерном 
случае невозможно выразить данное преобразование в виде элементарных 
функций. в многомерном случае необходимо использовать интегральную 
форму и численный метод, позволяющий провести вычисления. с ростом 
размерности пространства число случаев возврата падает, но при этом число 
событий, когда частица вышла за окружность возврата, — растёт. Это может 
привести к росту времени выполнения алгоритма из-за необходимости гене-
рации случайных чисел с распределением (2). в этом случае метод численно-
го интегрирования может быть успешно реализован на базе GPU.

дополнительно к необходимости генерации случайных чисел для выявле-
ния факта возврата на окружность и определения координат точки возврата, 
на каждом шаге необходимо генерировать случайные числа для нахождения 
направления случайного шага. для многомерного случая методы генерации 
подобных чисел описаны в работе [Marsaglia, 1972]. Первый метод — это ге-
нерация случайных чисел, равномерно распределённых в гиперкубе, отброс 
точек, которые находятся вне сферы. таким образом, генерируются точки, 
равномерно заполняющие сферу. Затем они проецируются на поверхность 
N-мерного шара с использованием масштабного преобразования. недостаток 
этого метода — необходимость отброса точек, которые попали вне сферы на 
начальном шаге. Это, в свою очередь, приводит к низкой производительно-
сти алгоритма, поскольку в многомерном пространстве с ростом N число та-
ких событий будет стремительно расти.

метод, который наиболее применим, основан на использовании случай-
ных чисел с нормальным распределением. аналогично предыдущему методу 
необходимо генерировать N чисел, а затем выполнить их проекцию на по-
верхность сферы с использованием масштабного преобразования. в свою 
очередь, количество операций для генерации случайных чисел в многомер-
ном случае достаточно велико, что приведёт к существенному замедлению 
алгоритма в многомерном случае. соответственно, данные числа могут быть 
заранее сгенерированы с использованием GPU и сохранены в таблице в па-
мяти, откуда они потом могут выбираться центральным процессором.

организация памяти в многомерном случае, а также метод определения 
размера максимального шага с использованием ранее описанного алгорит-
ма напрямую переносится из двумерного случая, не требуя каких-то особых 
модификаций.

ПредМетно-ориентированный язык  
для Модели DLA*

Параллельно с развитием модели и её обобщением на многомерный случай 
нами ведётся работа по развитию программно-аппаратного комплекса для 
выполнения указанного моделирования. Задача моделирования подобных 
объектов требует изучения большого числа кластеров, что может быть выпол-

* Раздел выполнен в рамках выполнения проекта РФФИ № 12-07-00693-а.
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нено на базе многоядерной вычислительной системы, состоящей из несколь-
ких вычислительных узлов.

кроме того, изучаемая нами модель имеет большое множество под-
вариантов, например, анизотропные модели, получаемые небольшой моди-
фикацией правила прилипания частиц.

можно сказать, что модель, которую приходится изучать, состоит из 
описания:

1) правил и методов генерации кластера,
2) правил генерации ансамбля кластеров,
3) методов анализа свойств ансамбля кластеров.

Простейшая реализация выполняет 1-й пункт с использованием заранее 
заданных веток алгоритмов, выбор которых происходит на этапе компиля-
ции с использованием возможностей препроцессора языка C. Препроцессор 
используется для повышения общей производительности программы для от-
каза от условных операторов, которые существенно бы влияли на производи-
тельность модели для выбора различных блоков кода в процессе выполнения. 
другая группа параметров модели, например, размер кластера, задаётся с ис-
пользованием аргументов командной строки.

выбор метода анализа свойств кластера осуществляется также с исполь-
зованием аргументов командной строки, при этом, учитывая количество до-
ступных методов анализа, перечень таких аргументов может быть достаточно 
большим.

для автоматизации генерации ансамбля кластеров используются про-
граммы на языке Perl, которые по заданному шаблону генерируют набор за-
дач для системы очередей Torque и осуществляют их запуск. аналогичным 
образом выполняются задачи анализа ансамбля кластеров.

Разработанный нами программный комплекс достаточно сложен для 
использования, поэтому для повышения его качества был разработан про-
граммно-аппаратный комплекс с использованием программного обеспече-
ния (По) Hubzero. данная система позволяет посредством веб-интерфейса 
получить доступ к графическому интерфейсу пользователя (Graphical user in-
terface, GUI), который является дополнительной надстройкой над ранее раз-
работанным комплектом По. данный интерфейс в более простой для поль-
зователя форме показывает перечень всех параметров, которые он должен 
задать для запуска модели с заданными параметрами. Пример интерфейса 
пользователя показан на рис. 4.

Проблема при использовании интерфейса пользователя — сложность 
описания сложных комплексных моделей, включающих генерацию ансамбля 
кластеров и их последующий анализ.

для модели DLA данный метод применим только для простых задач, на-
пример, для обучение студентов, поскольку анализ новых вариантов модели 
требует существенной доработки интерфейса пользователя, который оказы-
вается чрезмерно перегруженным.

для практического применения, построения и анализа моделей необ-
ходим другой подход. наиболее естественным кажется использование пред-
метно-ориентированного языка (DSL), который охватывает все необходимые 
3 аспекта — описание одного кластера, описание ансамбля кластеров, описа-
ние анализа ансамбля кластеров.
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как мы видели ранее, описание модели DLA в виде алгоритма состоит 
всего из 6 шагов. При этом основные отличия между вариантами моделей на-
ходятся в реализации шага прилипания частиц. все они могут быть описаны 
на специализированном языке, который достаточно понятен и без дополни-
тельных пояснений.

описание ансамбля кластеров и методов анализа заключается в задании 
размеров ансамбля, выбора способов и очерёдности анализа, а также задания 
мест хранения промежуточных файлов и результатов моделирования.

Итоговая цель нашей работы — создание DSL для описания всего чис-
ленного эксперимента. данный DSL будет выполнять следующие функции — 
генерация текста программы на языке C++ для её последующей компиляции 
и генерация заданий для вычислительного кластера. для создания DSL будет 
использована среда Eclipse с расширениями Xtext/Xtend для его описания 
и реализации.

выводы

в работе подробно описаны процесс создания многомерной версии алгорит-
ма модели DLA, а также отдельные шаги, которые необходимо выполнить для 
повышения производительности программы. Предлагаемые методы активно 

Рис. 4. Пример графического интерфейса пользователя для модели DLA  
платформы Hubzero
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используют средства GPU. дополнительно рассмотрены основные элементы 
предметно-ориентированного языка, развиваемого для упрощения описания 
моделей и для упрощения проведения численных экспериментов за счёт авто-
матизации запуска задач на вычислительном кластере.
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моделирование магниторотационных процеССов 
в  коллапСирующих Сверхновых и  развитие магнито-
дифференциально-вращательной неуСтойчивоСти
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сверхновые с коллапсирующим ядром сопровождаются формированием нейтрон-
ной звезды или чёрной дыры. Гравитационная энергия трансформируется в энергию 
взрыва, что наблюдается во взрывах сверхновых второго типа и типов Ib,c (SN II, 
SNIb, SNIc). Представлены результаты двумерного магнитогидродинамическо-
го (мГд) моделирования магниторотационного взрыва коллапсирующей сверхно-
вой, где источником энергии является энергия вращения, а магнитное поле играет 
роль «передаточного ремня», трансформирующего вращательную энергию в энергию 
взрыва. тороидальная часть магнитной энергии на начальном этапе эволюции растёт 
линейно со временем из-за дифференциального вращения. когда тороидальная ком-
понента магнитного поля существенно превышает полоидальную компоненту маг-
нитного поля, возникает магнито-дифференциально-вращательная неустойчивость 
(мдРн), приводящая к быстрому росту магнитной энергии. на конечной стадии 
развития процесса формируется быстрая мГд ударная волна, приводящая к взрыву 
сверхновой. в случае, когда начальное магнитное поле является полем дипольного 
типа, возникает слабо коллимированный струйный выброс (джет). При очень боль-
ших значениях магнитного поля развитие мдРн не обнаружено.

Работа Г. с. Бисноватого-когана и с. Г.моисеенко была частично поддержана 
РФФИ (проекты № 14-02-00728, 14-29-06045), грантом Президента РФ поддержки 
ведущих научных школ нШ-261.2014.2, программой президиума Ран П21/3. Работа 
с. Г. моисеенко была также частично поддержана РФФИ (проект № 14-29-06055).

Ключевые слова: сверхновые мГд, численное моделирование.

введение

сверхновая представляет собой один из самых мощных взрывов во 
вселенной, при котором высвобождается около 1051 эрг в виде кинетической 
и радиационной энергии. взрыв сверхновой представляет собой конечную 
стадию эволюции массивной звезды с массой, большей ~8MSun. взрыв сверх-
новой типа Ia представляет собой термоядерный взрыв вырожденного угле-
родно-кислородного ядра с полным разрушением звезды, при этом начальная 
масса звезды не превышает ~12MSun, а электроны вырождены в C-O ядре. для 
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больших начальных масс эволюция звезды продолжается до образования же-
лезного ядра и звезда коллапсирует из-за потери гидродинамической устой-
чивости. При коллапсе и образовании нейтронной звезды происходит высво-
бождение ~6·1053 эрг, которая уносится нейтрино. Первый механизм, пред-
ложенный в работе [Colgate, White, 1966] для объяснения взрыва сверхновой 
с коллапсирующим ядром, связан с нейтринной депозицией. огромный по-
ток энергии, уносимой нейтрино, разогревает схлопывающиеся внутрен-
ние слои материи, приводит к изменению движения вещества, образованию 
ударной волны, что должно приводить к взрыву сверхновых типа II и Ib,c. 
в дальнейшем более точные расчёты показали, что получаемая при модели-
ровании энергия взрыва слишком мала для объяснения результатов наблюде-
ний. в последнее время был предложен ряд модификаций нейтринной моде-
ли, однако проблема объяснения взрыва сверхновой с помощью нейтринно-
го механизма до сих пор не решена. обзор по этой теме представлен в работе 
[Bisnovatyi-Kogan, 2011]. как показали результаты наших недавних расчётов 
(статья готовится к печати), для начального магнитного поля H0 = 1012 Гс 
взрыв сверхновой происходит сразу после коллапса, формируется коллими-
рованный джет так же как и в статье [Takiwaki et al., 2004]. для случая, ког-
да магнитное поле слабее (H0 ≈ 109 Гс) показано, что после линейного роста 
тороидального магнитного поля из-за дифференциального вращения, оно 
растёт экспоненциально со временем из-за магниторотационной неустойчи-
вости (мРн) типа тейлера [Tayler, 1973]. мы назвали неустойчивость типа 
тейлера при наличии дифференциального вращения магнито-дифференци-
ально-вращательной неустойчивостью (мдРн). Истечение при взрыве в на-
ших расчётах слабо коллимировано, однако в работе [Takiwaki et al., 2004] 
была получена сильная коллимация истечения при той же постановке задачи. 
в описанных в данной работе результатах моделирования начальное магнит-
ное поле однородно и направлено вдоль оси вращения, так же как и в статье 
[Takiwaki et al., 2004].

1. Магниторотационный МеханизМ взрыва

в магниторотационном (мР) механизме взрыва сверхновой преобразова-
ние вращательной энергии нейтронной звезды в энергию взрыва происходит 
при помощи магнитного поля [Бисноватый-коган, 1970]. нейтронные звёз-
ды вращаются и обладают магнитным полем до 1013 Гс и более. часто при 
взрыве сверхновой происходит одностороннее или двустороннее истечение 
вещества, что свидетельствует о том, что взрывы являются несферическими. 
в дифференциально вращающихся формирующихся нейтронных звёздах ра-
диальное магнитное поле закручивается, магнитное давление сильно возрас-
тает, что приводит к формированию мГд ударной волны, при помощи кото-
рой вращательная энергия трансформируется в энергию взрыва.

Расчёты мР-взрыва сверхновой в рамках одномерной нестационарной 
модели приведены в статье [Bisnovatyi-Kogan et al., 1976] для случая цилин-
дрической симметрии. Источником энергии взрыва была вращательная энер-
гия системы (нейтронной звезды и оболочки). как показали расчёты, в про-
цессе эволюции происходит расслоение оболочки, основная её часть «прили-
пает» к нейтронной звезде и вращается вместе с ней практически 
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твёрдотельно. внешняя часть оболочки улетает с большой скоростью, унося 
существенную часть вращательной энергии и углового момента. Эффектив-
ность мР-механизма составляет около 10% от вращательной энергии, эжек-
тируемая масса ~0,1MSun, энергия взрыва ~1051 эрг. Эжектируемая масса 
и энергия взрыва слабо зависят от значения параметра 0 0 ,mag gravE Eα=  где 
Emag0 — магнитная энергия в начальный момент времени; Egrav0 — гравитаци-
онная энергия в начальный момент времени. время развития взрыва зависит 
от параметра α как 1 .explt α»  Использование явных разностных схем за-
труднено для малых значений параметра α из ограничения куранта на шаг 
по времени. При малых значениях параметра α система решаемых мГд-
уравнений становится жёсткой, с параметром жёсткости α.

2. двуМерные расчёты

численный метод, использованный в наших расчётах, основан на неявной 
операторно-разностной полностью консервативной схеме в лагранжевых пе-
ременных на треугольной сетке переменной структуры. неявность схемы по-
зволяет проводить расчёты с существенно бо`льшим шагом по времени, чем 
в случае применения явной схемы. Применение неявной схемы важно при 
проведении расчётов задач с существенно различными временными масшта-
бами: малый масштаб определяется большой скоростью звука в централь-
ных областях звезды, большой масштаб связан с характерным временем эво-
люции магнитного поля. Применяемый метод приведён в статьях [арделян, 
черниговский, 1984; Ardeljan, Kosmachevskii, 1995; Ardeljan et al., 1996]. в этих 
же работах была исследована его устойчивость. схема является полностью 
консервативной, что означает выполнение законов сохранения массы, им-
пульса и закона сохранения энергии в различных формах. метод был деталь-
но описан в работе [Ardeljan et al., 2000].

моделирование мР-взрыва сверхновой в двумерной постановке было 
приведено в работе [Ardeljan et al., 2005], уравнения идеальной мГд с само-
гравитацией были численно решены при помощи операторно-разностного 
метода, описанного выше. Задача моделировалась в приближении аксиаль-
ной симметрии ( )0φ¶ ¶ =  и симметрии по отношению к экваториальной 
плоскости (z = 0). в начальный момент времени задавался тороидальный 
ток Jφ (отсчёт времени начинался с момента получения стационарной конфи-
гурации вращающейся нейтронной звезды) по которому, при помощи закона 

Био-савара, вычислялись компоненты Hr , Hz ; 3
1 d .

V

J R V
c R

´
= òH  начальное 

магнитное поле квадрупольного типа симметрии получалось при использова-
нии токов, ориентированных в противоположных направлениях в разных по-
лушариях. нейтрин ное охлаждение учитывалось при помощи варианта мето-
да ограничения потоков [Ardeljan, et al., 2005].

магнитное поле усиливается благодаря дифференциальному вращению 
и последующему развитию магниторотационной неустойчивости. Распреде-
ление тороидальной компоненты магнитного поля (рис. 1) для случая 
α = 10–6 в момент времени, когда тороидальная магнитная энергия достигает 
максимума, представлено на рис. 1. максимальное значение тороидального 
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магнитного поля, полученное в расчётах, составляет Hφ = 2,5·1016 Гс. 
магнитное поле на поверхности нейтронной звезды после взрыва 
H = 4·1012 Гс. Изменение со временем вращательной и кинетической поло-
идальной энергии при развитии мР-взрыва представлено на рис. 2. 
Практически вся гравитационная энергия, переходящая во внутреннюю 
энергию при коллапсе, уносится слабо взаимодействующими нейтрино. 
Энергия, выбрасываемая в виде полоидальной кинетической энергии, со-
ставляет ~0,6·1051 эрг, эжектируемая масса ~0,14MSun.

Рис. 1. Распределение тороидального магнитного поля в момент максимума торои-
дальной магнитной энергии при начальном магнитном поле квадрупольного типа

Рис. 2. Изменение со временем вращательной и полоидальной кинетической энер-
гии во время мР-взрыва для начального поля дипольной конфигурации из работы 

[Moiseenko et al., 2006]
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Были проведены расчёты для начальных конфигураций полоидаль-
ного магнитного поля квадрупольного [Ardeljan, et al., 2005] и дипольно-
го [Moiseenko et al., 2006] типов симметрии. Перед коллапсом отношение 
вращательной энергии к гравитационной и внутренней энергии к гравита-
ционной составляло: Erot / Egrav = 0,0057, Eint /Egrav = 0,727, где Erot — враща-
тельная энергия; Eint — внутренняя энергия; Egrav — гравитационная энер-
гия. начальное магнитное поле «включалось» после коллапса. отношение 
между начальной магнитной и гравитационной энергиями было равно 10–6. 
начальное полоидальное магнитное поле в центре в момент начала эволюции 
тороидального магнитного поля было ~3,2·1013 Гс.

магнитное поле играет роль поршня для возникающей мГд ударной 
волны. Зависимость от времени эжектируемой массы и энергии мР-взрыва 
представлено на рис. 3, 4. При мР-взрыве выбрасывается ~0,14MSun массы 
и ~0,6·1051 эрг (~10 % от вращательной энергии).

Рис. 3. Зависимость от времени эжектируемой массы при мР взрыве для случая на-
чального магнитного поля дипольного типа из работы [Moiseenko et al., 2006]

Рис. 4. Зависимость от времени энергии взрыва при мР взрыве для случая начального 
магнитного поля дипольного типа из работы [Moiseenko et al., 2006]
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Результаты моделирования мР-взрыва сверхновой для различных на-
чальных масс ядра и различных начальных энергий представлены в ра-
боте [Bisnovatyi-Kogan et al., 2008]. начальная масса ядра варьировалась 
от 1,2 до 1,7Me, начальная удельная вращательная энергия Erot /Mcore, где 
Erot — вращательная энергия; Mcore — масса ядра, варьировалась от 0,19·1019 
до 0,4·1019 эрг/г. Энергия взрыва растёт с увеличением массы ядра и на-
чальной энергии вращения. Полученная энергия мР-взрыва сверхновой 
(0,5…2,6)·1051 эрг досточна для объяснения взрыва сверхновой типов II и Ib. 
Энергия взрыва сверхновых типа Ic может быть больше.

3. Магниторотационная неустойчивость

магниторотационная неустойчивость вызывает экспоненциальный рост маг-
нитного поля. Различные типы мРн приведены в работах [велихов, 1959; 
Spruit, 2002]. мРн начинает развиваться, когда отношение тороидальной 
и полоидальнй магнитных энергий становится большим. в одномерном мРн 
не возникает, поскольку количество степеней свободы системы ограничено, 
время развития мР-взрыва растёт с уменьшением параметра α по следующе-
му закону: e 1 ,xplt α»  0 0 .mag gravE Eα=  Благодаря развитию мРн, зависи-
мость времени мР-взрыва от параметра α существенно слабее. мР-взрыв 
происходит, когда магнитная энергия становится порядка внутренней энер-
гии, хотя бы в некоторых местах. начальная магнитная энергия линейно за-
висит от α, мРн приводит к экспоненциальному росту магнитной энергии. 
общее время развития мР-взрыва в двумерных расчётах можно представить 
логарифмически растёт с уменьшением α, texpl ≈ –log α. Результаты одномерно-
го моделирования [Bisnovatyi-Kogan et al., 1976] и двумерного [Ardeljan, et al., 
2005; Moiseenko et al., 2006] отражают эти зависимости. в одномерном случае 
(в безразмерных величинах) имеем (texpl в произвольных единицах): α = 0,001, 
texpl = 10; α = 10–12, texpl = 106; в двумерном случае: α = 0,001, texpl = 10 
и α = 10–6, texpl ≈ 6, α = 10–12, texpl ≈ 12. Зависимость времени мР-взрыва пред-
ставлена на графиках для квадрупольной [Moiseenko et al., 2005] и дипольной 
конфигурации магнитного поля [Moiseenko et al., 2006]. качественное описа-
ние и модельный пример мРн, иллюстрирующий возможность экспоненци-
ального роста магнитного поля в двумерном случае, представлены в статьях 
[Ardeljan et al., 2005; Moiseenko et al., 2006].

4.  образование джетов При МагниторотационноМ взрыве

образование джетов при мР-взрыве происходит, когда начальное магнит-
ное поле является дипольным. двумерные расчёты с начальным магнит-
ным полем дипольного типа дают практически такую же энергию взрыва 
~0,5·1051 эрг и эжектированную массу ~0,14MSun, что и в случае начального 
магнитного поля квадрупольного типа. однако, в случае диполя, выброс сла-
бо коллимирован вдоль оси вращения [Moiseenko et al., 2006] (рис. 5).

моделирование мР-взрыва сверхновой было проведено с уравнением 
состояния из статьи [Shen et al., 1998]. сравнение результатов наших расчётов 
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с начальным однородным магнитным полем на лагранжевой сетке с результа-
тами аналогичных расчётов из работ [Takiwaki et al., 2004, 2009], где исполь-
зовалась эйлерова схема при одинаковых начальных и граничных условиях, 
показало хорошее согласие результатов для сильного начального магнитного 
поля (H0 = 1012 Гс), однако для более слабого начального магнитного поля 
(H0 = 109 Гс) в наших расчётах был получен слабо коллимированный джет 
(см. также [Burrows et al., 2007]), результаты этих расчётов будут опубликова-
ны. мРн развивается в случае слабого начального магнитного поля и отсут-
ствует при сильном начальном магнитном поле (рис. 6, 10).

Проведены расчёты для следующих значений начального однородно-
го поля: H0 = 109, 1012 Гс. отношение вращательной энергии к абсолют-
ной величине гравитационной энергии в начальный момент времени было 
Erot0 / Egrav0 = 1 %, 2 %. в случае, когда начальное магнитное поле не очень 
большое (H0 = 109 Гс) и Erot0 /Egrav0 = 1 %, развивается мдРн, что означает 
экспоненциальный рост всех компонент магнитного поля (см. рис. 6).

на рис. 7 представлена лагранжева треугольная сетка и отношение торо-
идальной магнитной энергии к полоидальной Etor /Epol (заливкой) для случая 
H0 = 109 Гс, и Erot0 /Egrav0 = 1 %. тороидальная магнитная энергия больше по-
лоидальной магнитной энергии в значительной части области формирования 
нейтронной звезды. мдРн достаточно хорошо разрешается на нашей треу-
гольной сетке.

в случае сильного начального магнитного поля (H0 = 1012 Гс) 
и Erot 0 / Egrav 0 = 1 % превышение тороидальной магнитной энергии Etor над по-
лоидальной Epol в этой области отсутствует.

на рис. 8 представлено изменение со временем вращательной, маг-
нитной полоидальной и тороидальной энергий при мР-взрыве для случая 
H0 = 109 Гс.

Рис. 5. Поле скоростей (выброс) на момент времени  
t = 0,075 с из работы [Moiseenko et al., 2006]
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Рис. 6. Развитая мдРн благодаря конвекции и мРн/тейлоровской неустойчивости 
на момент времени t = 267 мс для случая H0 = 109 Гс, Erot 0 / Egrav 0 = 1 % (линии уров-
ня — тороидальное магнитное поле, линии со стрелками — силовые линии поло-

идального магнитного поля)

Рис. 7. лагранжева треугольная сетка и отношение тороидальнгой магнитной энергии 
Etor к полоидальной магнитной энергии Epol, Etor / Epol в момент времени t = 265 мс для 

случая H0 = 109 Гс, Erot0 / Egrav0 = 1 %
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Рисунок 9 представляет собой увеличенную центральную часть рис. 8, его 
вертикальная ось отложена в логарифмическом масштабе. Прямая штрихпун-
ктирная линия на рис. 9 показывает, что тороидальная и полоидальная маг-
нитные энергии растут экспоненциально со временем из-за развития мРдн.

вращательная энергия имеет два максимума. Первый максимум связан 
с тем, что благодаря сохранению углового момента при сжатии происходит 
сильный рост вращательной энергии, максимум которой совпадает с первым 
максимумом плотности. Первое сжатие и последующий отскок вещества про-
исходят, когда магнитное поле растёт медленно и потери углового момента 
ядра звезды малы. Развитие магниторотационной неустойчивости приводит 

Рис. 8. Зависимость от времени вращательной Erot (чёрная линия), магнитной поло-
идальной энергии Emagpol (красная линия) и магнитной тороидальной энергии Emagtor 

(зелёная линия) для случая H0 = 109 Гс, Erot 0 /Egrav 0 = 1 %

Рис. 9. увеличенная часть рис. 8, вертикальная ось отложена в логарифмических 
координатах. Зависимость от времени вращательной энергии Erot (чёрная линия), 
магнитной полоидальной энергии Emagpol (красная линия) и магнитной тороидаль-
ной энергии Emagtor (зелёная линия) для случая H0 = 109 Гс, Erot 0 /Egrav 0 = 1 %. Прямая 
штрихпунктирная линия показывает экспоненциальный рост тороидальной и полои-

дальной магнитных энергий со временем
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к быстрому росту компонент магнитного поля, большому потоку углового 
момента от ядра, что вызывает вторичное сжатие. вторичное сжатие не пере-
ходит в расширение, поскольку происходит быстрая потеря вращательной 
энергии благодаря сильному потоку углового момента из ядра.

Полоидальная энергия магнитного поля растёт при первичном сжатии 
до момента времени t ≈ 0,225 с. Затем она медленно убывает со временем из-
за образования ударной волны отскока и её движении наружу. тороидальная 
магнитная энергия растёт как квадратичная функция благодаря накручива-
нию магнитных силовых линий (тороидальная компонента магнитного поля 
растёт линейно со временем). начиная с момента времени t ≈ 0,3 с и полои-
дальная, и тороидальная компоненты магнитной энергии начинают расти 
экспоненциально со временем из-за мРдн. в момент времени t ≈ 0,36 с про-
исходит насыщение роста этих видов энергии. возникает и развивается мГд 
ударная волна, что приводит к мР-взрыву. мР-взрыв происходит во всех на-
правлениях, не формируя коллимированный поток.

магниторотационный взрыв для экстремально сильного начального маг-
нитного поля (H0 =1012 Гс) развивается качественно по-другому. начальное 
магнитное поле настолько велико, что оно сильно растёт при первичном сжа-
тии и взрыв возникает ещё до развития мдРн (см. рис. 10). на рис. 11 пред-
ставлена зависимость вращательной, тороидальной и полоидальной магнит-
ных энергий от времени. вращательная энергия имеет один экстремум при 
t ≈ 0,32 с, что соответствует моменту максимального сжатия и сопровождает-
ся ростом тороидальной и полоидальной магнитных энергий. Полоидальная 
магнитная энергия растёт из-за сжатия и сохранения потока магнитного 
поля, тороидальная магнитная энергия растёт благодаря дифференциальному 
вращению и сжатию ядра.

Рис. 10. отсутствие мдРн в момент времени t = 328 мс для случая H0 = 1012 Гс, 
Erot 0 / Egrav 0 = 1 % (линии уровня — тороидальная компонента магнитного поля, линии 

со стрелками — силовые линии полоидального магнитного поля)
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При сильном начальном магнитном поле происходит быстрая потеря 
углового момента ядра уже на стадии сжатия. Центробежная сила уменьша-
ется и первое сжатие не сопровождается отскоком. магниторотационный 
взрыв происходит сразу после сжатия, в центре остаётся медленно вращаю-
щаяся нейтронная звезда.

силовые линии магнитного поля играют роль «рельс». вещество дви-
жется вдоль силовых линий. магнитное давление преобладает на перифе-
рии ядра. магниторотационный взрыв развивается преимущественно вдоль 
оси вращения и происходит формирование коллимированного потока (про-
тоджета). в этом случае мР-взрыва образуется коллимированный джет. 
степень коллимации джета примерно такая же, как и в работе [Takiwaki et al., 
2004]. для случая Erot 0 /Egrav 0 = 1 % и H0 = 109 Гс энергия мР-взрыва сверх-
новой ~4·1050 эрг, для случая H0 = 1012 Гс энергия мР-взрыва сверхновой 
~8·1050 эрг. Энергия взрыва, полученная в наших расчётах лагранжевым ме-
тодом, примерно соответствует энергии мР-взрыва, полученной при ис-
пользовании эйлерова метода [Takiwaki et al., 2004] (за исключением случая 
Н0 =1012 Гс и Erot 0 /Egrav 0 = 1 %).

5. асиММетрия взрыва

как показывают наблюдения, взрывы сверхновых с коллапсирующим ядром 
асимметричны. наши расчёты показывают, что мР-взрыв сверхновой про-
исходит после развития мРдн. Развитие мРдн стохастический процесс, из 
чего следует, что форма взрыва сверхновой может меняться. мР-механизм 
взрыва сверхновой может приводить к различной форме взрыва сверхно-
вой. важно отметить, что мР-механизм взрыва сверхновой всегда приводит 
к асимметричным выбросам.

мР-взрыв сверхновой, результаты численного моделирования которо-
го представлены в данной работе, симметричен относительно экваториаль-

Рис. 11. Зависимость от времени вращательной энергии Erot (сплошная линия), маг-
нитной полоидальной энергии Emagpol (штриховая линия) и магнитной тороидальной 

энегрии Emagtor (штрихпунктирная линия) для случая H0 =1012 Гс, Erot 0 /Egrav 0 = 1 %
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ной плоскости, в силу постановки задачи. однако в реальности экватори-
альная симметрия может нарушаться из-за мРдн, одновременного наличия 
дипольного и квадрупольного магнитных полей [Wang et al., 1992] и началь-
ного тороидального магнитного поля [Bisnovatyi-Kogan, Moiseenko, 1992]. 
нарушение симметрии по отношению к экваториальной плоскости может 
привести к эффекту отдачи и образованию быстролетящих радиопульсаров. 
скорость отскока при отдаче, направленая вдоль оси вращения, сформиро-
ванная магнитогидродинамическими процессами при асимметрии магнит-
ного поля, как показывают оценки [Bisnovatyi-Kogan, 1993], не превышает 
300 км/с.

когда магнитная ось и ось вращения не совпадают, процесс мР-взрыва 
является трёхмерным. однако накручивание магнитного поля происходит во-
круг оси вращения, следовательно, можно ожидать, что направление скоро-
сти отскока нейтронной звезды будет сильно коррелировано с направлением 
оси вращения.

При развитии мР-взрыва регулярная компонента магнитного поля мо-
жет на короткий промежуток времени превышать 1016 Гс [Ardeljan, et al., 2005; 
Moiseenko et al., 2006]. При таких величинах магнитного поля сечение взаи-
модействия нейтрино зависит от величины магнитного поля. величина ани-
зотропии магнитного поля по отношению к плоскости, перпендикулярной 
оси вращения [Mikami et al., 2008], может достигать 50 %, что может приве-
сти к сильной анизотропии потока нейтрино. скорость отскока из-за анизо-
тропии нейтринного потока может достигать нескольких тысяч километров 
в секунду [Bisnovatyi-Kogan, 1993], что позволяет объяснить существование 
наиболее быстро движущихся радиопульсаров [Vlemmings et al., 2005]. вместе 
с этим, благодаря стохастической природе мдРн, уровень анизотропии дол-
жен сильно меняться, что приводит к большому разбросу скоростей нейтрон-
ных звёзд. Это свойство мР-взрыва отличает его от моделей взрыва сверхно-
вых, связанных с сильной нейтринной конвекцией, в которых направление 
отскока может быть произвольным [Burrows et al., 1995; Janka, Müller, 1995]. 
в работе [Dessart et al., 2006] было отмечено. что конвекция в протонейтрон-
ной звезде является скорее вторичным, а не определяющим фактором для 
успешного взрыва сверхновой с коллапсирующим ядром.

анализ наблюдений пульсаров показывает, что ось вращения и вектор 
скорости у пульсаров совпадают, как это и предсказывается мР-механизмом 
взрыва сверхновой. Это совпадение было впервые приведено в статье 
[Smirnova et al., 1996] и подтверждается со всё большей вероятностью в на-
стоящее время в работах [Johnston et al., 2005, 2007; Noutsos et al., 2012]. 
нарушение параллельности этих векторов может быть в случае, когда сверх-
новая взрывается в двойной системе.

заключение

Эффективность трансформации вращательной энергии в энергию взрыва 
при магниторотационном механизме взрыва составляет ~10 %. магнито-
дифференциально-вращательная неустойчивость значительно ускоряет раз-
витие магниторотационного взрыва, при малых значениях начального маг-
нитного поля. в случае, когда начальное магнитное поле является полем 
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дипольного типа, возможно формирование джета при магниторотационном 
взрыве сверхновой. Энергия магниторотационного взрыва слабо зависит 
от деталей уравнения состояния вещества, модели нейтринного переноса 
и выбора численного метода. наблюдаемое совпадение оси вращения и век-
тора скорости пульсара, образующегося при взрыве сверхновой, естествен-
ным образом объясняется в рамках магниторотационного механизма взрыва 
сверхновой.
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Сведение задачи оптимизации потоков в  интеллектуальной 
инженерной Сети к  задаче, решаемой СимплекС-методом
Д. А. Ноздрин
Московский институт электроники и математики научно-исследовательского 
учреждения высшая школа экономики (МиэМ ниу вШэ)

Работа посвящена рассмотрению балансных уравнений в интеллектуальных инженер-
ных сетях, в частности, в электросетях, и задаче оптимизации потоков в условиях се-
тевой архитектуры и деления общей сети на зоны. важной задачей, встающей перед 
многими комплексами, оказывается задача просчёта оптимального распространения 
потоков, такого, чтобы выбранная целевая функция стремилась к максимуму (ми-
нимуму). данная задача актуальна для большинства интеллектуальных инженерных 
сетей с различными накладываемыми условиями. если ввести ограничения по про-
пускной способности и/или ограничения на управляющие воздействия, то эта задача 
становится задачей управления потоками, которая включает в себя разные типы пото-
ковых задач. такими задачами могут быть задачи определения существования потока, 
транспортные задачи, задачи построения топологии и пр. варьируя условия и ограни-
чения задачи, можно адаптировать алгоритмы под сети газо-, водоснабжения, элек-
тросети, транспортные сети, сети сотовой связи. в данной статье задача рассматрива-
ется в контексте электросетей.

Ключевые слова: уравнение, сети, инженерия, сетевая архитектура, функция, ус-
ловие, поток, управление, алгоритм, оптимизация.

введение

Применительно к энергетическим системам России многие из алгоритмов 
применимы с существенными ограничениями, поскольку все элементы энер-
госистем имеют множество параметров, зависящих от различных явлений. 
особенности, возникающие ограничения и невозможность влиять в некото-
рые моменты на управляющие воздействия при решении задач ещё сильнее 
сужают применимость существующих алгоритмов [кармен и др., 2007; Tarjan, 
1983]. однако задача, в силу территориальных особенностей и особенностей 
государственного регулирования, имеет принципиально большое значение 
для энергетики России [вайнзихер, 2008; дорофеев, макаров, 2009].

метод, описанный в статье, позволяет находить решение задачи при сле-
дующих условиях [ноздрин, 2013].

•	 Система	отвечает	уравнениям	баланса	(входящий	поток	в	систему	ра-
вен исходящему потоку). в случае рассмотрения не узлов, а целиком 
электросетей мощность потребления не превышает мощность генера-
торов (с учётом динамических толчков системы).

•	 Каждая	 линия	 электропередачи	 может	 быть	 как	 однонаправленной	
(ток течёт от установленного начала линии к концу), так и реверсив-
ной (ток может протекать в любом направлении).

•	 В	 общем	 случае,	 в	 узлах	 системы	 может	 происходить	 поступление	
электрического тока в систему. если это — не тупиковая ветвь (напри-

Ноздрин дмитрий алексеевич — аспирант, dmitriy.nozdrin@gmail.com
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мер, установлены аккумуляторные батареи или промежуточная ко-
тельная), для простоты рассмотрения данные источники рассматрива-
ются как установленные на ребре с «нулевой» ценой передачи.

•	 Линии	электропередач	обладают	определённой	пропускной	способно-
стью (допустимой нагрузкой, максимальным значением силы тока).

•	 Вся	сеть	делится	на	меньшие	части,	«зоны»,	расчёты	некоторых	вели-
чин ведутся для каждой «зоны» отдельно.

•	 Метод	 позволяет	 переформулировать	 задачу	 с	 введёнными	 ограниче-
ниями таким образом, чтобы решение можно было найти, используя 
стандартные методы, такие как симплекс-метод.

Постановка задачи

математической модель будет составлена из системы ограничений, роль ко-
торой играет система линейных уравнений и неравенств, и целевой функции, 
которая будет минимизироваться.

систему уравнений будем рассматривать для каждой зоны (в частном 
случае — вся сеть). уравнение баланса для одиночного узла j выглядит следу-
ющим образом:

( ) .ij ij jk j
i k

p g p f+ = +å å  (1)

Здесь i и j — вершины входящих в расчётный узел рёбер; j и k — вершины рё-
бер, которые выходят из узла; p — поток (мощность) на входящих в узел ли-
ниях и выходящих из узла линиях; g — потребление или распределение на 
входящих линиях; f — потоки, входящие в данную зону из других зон и выхо-
дящие из неё наружу.

Замечание: если для некоторых индексов i и j линии не существуют, то 
суммирование по таким величинам не производится (p = 0).

Перепишем формулу в следующем виде:
.ij jk j ij

i k i
p p f g- = -å å å  (2)

Задача, которую необходимо решить, — построить распределение пото-
ков в электросети, при условии минимизации потерь. Пусть cij — это прово-
димость линии электропередач, учитывающая длину линии, соединяющей 
узел i с узлом j. Целевая функция в таком случае будет следующей:

,
.ij ij

i j
c på  (3)

минимизируемая целевая функция, а также уравнения составляют по-
становку задачи линейного программирования. Поставленная задача линей-
ного программирования будет решаться при помощи симплекс-метода 
[кармен и др., 2007]. такая задача в стандартной постановке выглядит следу-
ющим образом: даны m чисел b1, b2, …, bm, таких что bx ∈ R (действительные 
числа), даны n действительных чисел c1, c2, …, cn, таких что cx ∈ R, и m×n чи-
сел aij, где ax ∈ R, j = 1, 2, …, n и 1

n
ij j jj

a p b
=å   [карманов, 2004].необходимо 

найти n чисел p1, p2, …, n, px ∈ R, максимизирующих функцию:
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1
n

j jj
c p

=å  (4)

в условиях

1 ,n
ij j jj

a p b
=å   (5)

где i = 1, 2, …, m,

0,jp   (6)

где j = 1, 2, …, n.
матричный вид данной задачи будет выглядеть следующим: max , ,c x  

Ax ≤ b, x ≥ 0, где p = (p1, p2, …, pn)T; c = (c1, c2, …, cn); b = (b1, b2, …, bm)T; 
A = [aij] — матрица размера m×n, содержащая коэффициенты, знаки нера-
венств выполняются для векторов покоординатно, скобки <·> обозначают 
скалярное произведение векторов.

сведение уравнений баланса к задаче  
линейного ПрограММирования

для решения задачи (2)–(3) необходимо перейти от системы нумерации пере-
менных по двум индексам к системе нумерации с одним индексом, при этом 
обеспечить взаимно однозначное соответствие между ними [Рыбников, 2010].

Пусть m — количество узлов графа, а n — количество линий. если при-
своить узлам графа уникальные номера — от 1 до m, то ориентированный 
граф в этом случае — это множество узлов Y = (1, 2, …, m) и множество пар уз-
лов ( , ) ,ijA i j Y Y= Î ´  .i j¹

для переменной pij индекс ij потока уникален, число таких индексов рав-
но n. Построим биекцию пары (i, j) на множество чисел (1, 2, …, n). Это ото-
бражение примет вид некой «модифицированной» матрицы смежности раз-
мером m×n. делать это будем следующим образом.

если i — номер узла, из которого он вытекает, а j — номер узла, куда он 
течёт, тогда в клетку на пересечении i-й строки и j-го столбца проставим но-
мер линии l. для преобразования в обратную сторону необходима матрица де-
шифратор размером 2n, где в строке l каждому индексу линии l на первом ме-
сте поставим индекс i начала этой линии, а на втором — индекс j окончания 
линии. таким образом, будет реализовано взаимно однозначное отображение 
между двойной и одинарной индексацией линий.

При помощи полученного соотношения переформулируем задачу для 
применения симплекс-метода. если обозначить полученное отображение 
буквой T, то : ,ij iT p p↔  : ,ij iT g g↔  : ,ij iT c c↔  где i, j = 1, 2, …, m; 
l = 1, 2, …, n; ( )( ) ,ij T ij lT z Z z= ↔  где z может быть как переменной, так и за-
данной величиной.

с учётом смены индексации задача (2)–(3) будет записана так:

( ) ( ) ( ),T ij T jk j T iji k i
p p f g- = -å å å  (7)

( ) ( )( ) min,T ij T ijT ij
c p ®å  (8)
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( ) 0.T ijp   (9)
учитывая, что T — взаимно однозначное отображение, условие можно 

записать следующим образом: 
( ) min.l ll

F x c p=å →  (10)

чтобы решить задачу линейного программирования, необходимо соста-
вить матрицу A, вектор b (ограничения) и вектор c, содержащий коэффициен-
ты линейной формы, после чего симплекс-методом можно будет вычислить 
решение, которое будет удовлетворять первоначальным условиям задачи. 
Преобразование переменных величин в двойной индексации в переменные 
в одинарной происходит следующим образом: если переменная задана двой-
ным индексом, её номер находится в клетке матрицы смежности, по этому 
номеру находится значение переменной с одним индексом. если переменная 
задана одинарным индексом, ищем номер в матрице-«дешифраторе», и по 
нему находим два значения индекса.

матрица klA aê ú= ë û  заполняется значениями при помощи «модифициро-
ванной» матрицы смежности и имеет гипербинарные значения. Индекс 
j = 1, 2, …, m обозначает строки матрицы. если значение в клетке ij матрицы 
смежности равно l, тогда aij = 1 (входящие в узел линии). если значение 
в клетке ji матрицы смежности равно l, тогда aij = –1 (выходящие из узла 
линии).

вектор b = (bs)
T строится следующим образом. Индекс j = 1, 2, …, m нуме-

рует координаты данного вектора b. По умолчанию вектор инициализирован 
значением b: bj = fj. для каждого j перебираем значения i = 1, 2, …, m. в клет-
ках, где значение равно l, вычитаем из полученного ранее значения bj величи-
ну gT(ij) = gl. 

Похожим образом строим вектор c = (bs)
T. Проходим по значениям пере-

менных i = 1, 2, …, m; j = 1, 2, …, m. если значение в клетке равно l, то 
gT(ij) = gl. для того чтобы поставить задачу не в виде (2) а в виде задачи (5) 
(в виде неравенств), необходимо задать вектор b b¢ =-  и матрицу .A A¢ =-  
таким образом, матрица с условиями A¢¢  и вектор b¢¢  с ограничениями будут 
выглядеть так:

A
A

A

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø

¢¢ =
¢

 и .
b

b
b

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø

¢¢ =
¢

необходимо найти максимум линейной формы ,l l
l

c pæ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
å  чтобы опреде-

лить минимум F(x). для этого заменим вектор c на вектор ,c¢¢  где .c c¢¢ =-

учёт требований контракта и других возМожных ограничений

такой учёт означает, что поток на конце линии должен оставаться неотрица-
тельным и должны полностью выполняться условия распределения на линии. 
в формулах это можно записать следующим образом:

0,ij ijp g+ ³  (11)
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.ij ijp q- £  (12)
Эти условия должны выполняться только для таких i и j, для которых су-

ществуют линии.
Используя ранее введённое соответствие индексов T:

( ): ,ij T ij lT g g g= →  (13)
получаем:

.l lp g- £  (14)
в виде матриц это будет выглядеть следующим образом: –Ep = g, где E — 

единичная матрица размерности n, умноженная на –1.
для обозначения ограничения по максимальной мощности (току) введём 

переменную qij. Эта величина будет обозначать, какой максимальный поток 
может войти в линию, которая начинается в i и заканчивается в j.

тогда запишем ограничение на максимальный ток в линии в следующем 
виде:

.ij ijp q£  (16)
Используя введённое раннее соответствие индексов:

( ): ,ij T ij lT q q q= →  (17)
получаем:

.l lp q£  (18)
Записываем в матричном виде

.Ep q=  (19)
вектор q рассчитывается следующим образом. Перебираем в цикле 

l = 1, …, m. воспользовавшись дешифратором, определяем индекс ij. По нему 
найдём qij и присвоим его координате l. аналогично определяем и вектор g.

далее строим матрицы и векторы:

,

A
A

A
E

E

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

¢
¢¢¢ =

-
 ,

b
b

b
g
q

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

¢
¢¢¢ =  .c c¢¢¢ =

таким образом, задача в матричном виде (4)–(6) поставлена. Решением 
этой задачи будет являться решение задачи распределения и оптимизации по-
токов с учётом требований удовлетворения контракта и потребления/распре-
деления в узлах и линиях сети.

учёт Потребления на реверсивных линиях

в рассмотрении в сети могут присутствовать реверсивные линии. Это означа-
ет, что в сети возможны потоки с противоположным направлением (отрица-
тельные): pij = –pji.
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допустим, есть реверсивная линия ij без потребления на ней. тогда воз-
можно заменить её двумя линиями ij и ji с противоположными направления-
ми, как показано на рис. 1.

становится понятно, что два потока — 1
ijp  и 2

jip  — моделируют поток на 
линии ij. учитывая знак, получаем:

1 2 ,ij ij jip p p= -  (20)

где 1
ijp  и 2

jip  неотрицательны, а ijp  может быть отрицательным.
в случае линии с потреблением на ней самой ситуация более сложная. 

возможно следующее решение задачи. Пусть M — количество реверсивных 
линии, M ≥ 1. для каждой реверсивной линии ij введём новую «фиктивную» 
вершину k = k(ij), где k = m + 1, …, m + M (рис. 2).

После введения фиктивной вершины заменим каждую линию на 2 новые 
реверсивные линии, k будем считать большим m (числа вершин в сети), поэ-
тому новая нумерация вершин не будет противоречить старой и новые линии 
не будут совпадать со старыми. Будем считать, что теперь потребление или 
поступление электроэнергии gij на линии ij будет происходить в вершине k 
и обозначим его ( ) ( ).k k ij k ijf f g= =-  Поскольку полученные линии реверсив-
ны, то они подлежат замене на две линии каждая: линии ik и ki для линии ik, 
и линии jk и kj для линии kj.

введение нового узла означает, что в матрице смежности появится новая 
строка и столбец. в их пересечении и будет ячейка с новым номером линии. 
сделаем также важное допущение, согласно которому потребления или рас-
пределение на новой линии сосредоточенно в середине линии:

1 .
2ik jk kj ki ijc c c c c= = = =

Произведённые ранее операции над линиями сети приводят к мо-
дификации матрицы шифратора/дешифратора и матрицы смежности. 
необходимо построить «новую» матрицу смежности. её размерностью будет 
(m + M)×(m + M), где M — число реверсивных линий; m — исходное число 
вершин графа.

для k = m + 1 для всех линий изначального графа — если линия l не ре-
версивная, то, воспользовавшись «старым» дешифратором, запишем в «но-
вую» матрицу значение с тем же номером, который был в «старой». 

если линия l реверсивна, тогда линия имеет двойной индекс: ij = ij(l). 
возьмём новый индекс фиктивной вершины k = m + 1, …, m + M и запишем 1 
в клетки с индексами ik, ki, kj, jk, после чего вычисляется «новый» вектор рас-
пределения потока в узле k: ( ) ( ).k k ij k ijf f g¢ ¢= =-  в матрицу «биекции» размера 
m×m в клетку с номером ij пишется значение k = k(ij). матрица-

Рис. 1. Реверсивные линии 
без потребления

Рис. 2. Реверсивные линии 
с потреблением
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«дешифратор» теперь имеет размер M×2. в «дешифратор» в строку k на пер-
вое место пишется номер i, на второе — номер j. нумерация начинается 
с m + 1 и каждый раз увеличиваем k на 1. алгоритм повторяется над всеми ре-
версивными линиями до линии n.

если искомая матрица построена, тогда необходимо найти новую сквоз-
ную индексацию линий. Их общее количество равно n + 3M = n – M + 4M. 
Присвоим r = 1. Перебираем все клетки матрицы по i = 1, …, m + M; 
j = 1, …, m + M. если в клетке с номером ij значение, не равное 0, тогда клетке 
приписываем значение r и прибавляем к r единицу. Пройдя по всем клеткам, 
получаем новую сквозную индексацию линий r = 1, …, n + 3M дополненного 
графа и «новую» матрицу смежности. После этого необходимо также исполь-
зовать «дешифратор». его новая размерность будет равна (n + 3M)×2. точно 
также для каждого номера r, перебирая все клетки, на первое место в строке 
с номером r записывается индекс i-й строки, а на второе место — индекс j-го 
столбца.

в результате построено новое взаимно однозначное отображение :T ¢
: ,T ij r¢ ↔  (21)

где i, j = 1, 2, …, m + M; r = 1, …, n + 3M.
После этого составим «новый» вектор притока/распределения .jf ¢  для 

индексов t = 1, 2, …, m компоненты вектора равны «старым». для индексов 
k = m + 1, …, m + M подставляется вычисленный ранее «новый» вектор .jf ¢

составим «новый» вектор .sc¢  Проходим все значения l = 1, 2, …, n. если 
линия l не является реверсивной, то, воспользовавшись «старым» шифрато-
ром, найдём двойной индекс ij = ij(l). По этому индексу в «новой» матрице 
смежности в клетке с индексом ij получаем r, после присваивается .r lc c¢ =  
в результате будет пройдено n – M «старых» линий и n – M новых. если ли-
ния реверсивная, тогда, воспользовавшись двойным индексом ij = ij(l), по ма-
трице отображения находится индекс k = k(ij) фиктивной вершины. в полу-
чившейся «новой» матрице смежности берём последовательно значения r из 
клеток с индексами ik, ki, kj, jk, после чего присваиваем 

1 .
2r lc c¢ =  в итоге 

были заданы все n + 3M координат для вектора c.
составим «новый» вектор ( ).ij ij lg g¢ ¢=  Перебираем все значения по 

l = 1, 2, …, n. в случае, если линия в «старой» системе номеров не реверсивна, 
тогда, воспользовавшись «старым» шифратором, найдём двойной индекс 
ij = ij(l) и в «новой» матрице смежности в клетке с индексом ij получим r, по-
сле этого присвоим .r lg g¢ =  в результате будет перебрано n – M «старых» ли-
ний и n – M новых линий. Потребления на оставшихся 4M линиях нет, так 
как с реверсивных линий их значения потребления перенеслись на фиктив-
ные вершины. в итоге определены все n + 3M координат для вектора .g ¢

составим «новый» вектор ( ).ij ij lq q¢ ¢=  Перебираем все значения 
по l = 1, 2, …, n. если линия в «старой» системе номеров не реверсивна, тогда, 
воспользовавшись «старым» шифратором, найдём двойной индекс ij = ij(l) и в 
«новой» матрице смежности в клетке с индексом ij получим r, после чего при-
своим .r lq q¢ =  в результате перебрано n – M «старых» линий и n – M новых 
линий. если в старой системе номеров линия реверсивна, тогда, воспользо-
вавшись двойным индексом ij = ij(l), по матрице отображения найдём индекс 
k = k(ij) фиктивной вершины. Из клеток с номерами ik, kj в «новой» матрице 
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смежности возьмём последовательно значения r и присвоим .r lq q¢ =  для кле-
ток с индексами jk, ki поступаем таким же образом. в итоге все n + 3M коор-
динат для вектора q¢  заданы.

в итоге задана новая постановка задачи, приведённая к виду условий (5)–
(7), которая может решаться методом без реверсивных линий (описанным 
выше). Решение примет вид { },rp¢ , r = 1, …, n + 3M, после этого будет необхо-
димо перевести решение в систему старых переменных.

допустим, есть некоторое решение выше обозначенной задачи. в задаче 
изначально находилось n «старых» значений, получилось n + 3M «новых» зна-
чений, среди которых n – M не реверсивных и 4M принадлежали к реверсив-
ным линиям. для нереверсивных линий (переменных) «новая» переменная 
означает поток в начале линии. Поток в конце линии получается из началь-
ного потока вычитанием потребления на линии. в случае реверсивных линий 
поступаем следующим образом:

допустим, k = k(ij) — индекс фиктивной вершины. чтобы получить поток 
в начале линии ij, сложим значения pik и –pki, причём, если результат положи-
телен, то поток вытекает из вершины i, если результат отрицателен — поток 
втекает в вершину i. таким образом, получим поток в начале линии. далее, 
чтобы получить поток в начале линии ij, сложим значения pik и –pki, причём, 
если результат положителен, поток вытекает из вершины j в обратную сторо-
ну. таким образом, получим поток в конце линии.

уточним число переменных после этой операции. в результате для ли-
ний с отсутствием реверса получим n – M переменных и для линий с ревер-
сом — 2M = 4M2 переменных. для линий с отсутствием реверса удвоим чис-
ло n – M переменных и сложим его с 2M переменных для реверсивных ли-
ний. Получается по n переменных в начале потока и потока в конце, в итоге 
2n переменных. Запишем «таблицу решений» задачи. все значения таблицы 
по умолчанию инициализируются 0. Поток в начале линии обозначается пер-
вой строкой, поток в конце линии — второй строкой. Индекс столбца равен 
индексу линии — переменной.

Перебираем индексы r = 1, …, n + 3M. воспользовавшись «новой» матри-
цей-«дешифратором», получаем двойной индекс ( ).i j i j r¢ ¢ ¢ ¢=  в случае, когда 
оба индекса , ,i j m¢ ¢  линия не реверсивная и ,i i ¢=  .j j ¢=  в «старой» матри-
це смежности находим «старый» индекс линии l = l(ij) и gl = gl(ij). Присвоив 

,l rp p¢=  рассчитываем yl = pl + gl, учитывая, что отток мощности имеет знак 
«–». в столбец с индексом l «таблицы решений» ставится pl и yl в первую и во 
вторую строку, соответственно. если один из номеров — i ¢  или j ¢  — боль-
ше m, то это означает, что i j¢ ¢  есть «часть» изначально реверсивной линии. 
По построению у нас возможны только два случая, разберём их.

Случай 1: .j m¢>  Переобозначим ,k j ¢=  тогда получаем линию .i k¢  
устанавливаем двойной индекс по специальной матрице-«дешифратору» 
ij = ij(k). найдём в «старой» матрице смежности индекс линии l = l(ij). 
случай 1 подразделяется на случаи 1.1 и 1.2.

Случай 1.1: если i i¢ =  совпало с началом линии. в таком случае к значе-
нию в клетке пересечения столбца l и первой строки в «таблицу решений» 
прибавляем rp¢  (см. рис. 2, линия ik).
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Случай 1.2: если i j¢ =  совпало с концом линии. в таком случае к значе-
нию в клетке пересечения столбца l и второй строки в «таблицу решений» 
прибавляем rp¢-  (см. рис. 2, линия jk).

Случай 2: .i m¢>  Переобозначим ,k j ¢=  тогда получаем линию .kj ¢  
устанавливаем двойной индекс по специальной матрице-«дешифратору» 
ij = ij(k). найдём в «старой» матрице смежности индекс линии l = l(ij). 
случай 2 подразделяется на случаи 2.1 и 2.2.

Случай 2.1: если j j¢ =  совпало с концом линии. в таком случае к значе-
нию в клетке пересечения столбца l и второй строки в «таблицу решений» 
прибавляем rp¢  (поток в начале линии kj ¢  ,ki ¢  по сути, совпадает с потоком 
в начале линии ij) (см. рис. 2, линия kj).

Случай 2.2: если j i¢ =  совпало с началом линии. в таком случае к значе-
нию в клетке пересечения столбца l и первой строки в «таблицу решений» 
прибавляем .rp¢-  (поток в начале линии ,ki ¢  по сути, совпадает с потоком 
в начале линии ij) (см. рис. 2 линия ki).

Задача оптимизации и распределения потоков в электросети с учётом 
требований контрактов и возможности наличия реверсивных линий, а также 
возможности потребления и генерации мощности (тока) на линиях и в вер-
шинах была решена.

При решении данной задачи с реверсивными линиями пришлось ме-
нять целевую функцию, а также матрицы и вектора ограничений и условий. 
однако верна следующая теорема, которая обосновывает практическую при-
менимость метода для вычислений.

Теорема. При возможности существования в системе хотя бы одной ре-
версивной линии метод даёт решение не хуже (в рамках подсчёта целевой 
функции), чем при полном запрете на существование реверсивных линий.

существенным для этого утверждения является то, что для замены одной 
реверсивной линии выбраны четыре новые линии, каждая из которых имеет 
половину длины реверсивной (симметрия), и происходящий при такой за-
мене перенос потребления мощности с линии на новый «фиктивный» узел. 
актуальность этого утверждения происходит от того, что признак реверсив-
ности конкретной линии может задаваться пользователем дополнительно при 
практическом использовании вышеописанного метода [кармен и др., 2007]. 
утверждается, что такие изменения задачи не сделают хуже результат расчё-
та системы, а при практическом применении часто улучшает (по сравнению 
значений целевой функции).

заключение

вышеописанный метод решения задачи распределения потоков в сложной 
инженерной системе позволяет свести решение задачи об оптимизации пото-
ков с учётом различных условий (реверсивных линий, присутствия внешних 
источников/потребителей) к задаче, решаемой стандартными методами ли-
нейного программирования. в электросетях это имеет большое значение, так 
как методы линейного программирования хорошо подлежат параллелизации, 
в учёте перехода энергосистем на сетевое управление это имеет решающее 
значение.
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The work is devoted to consideration of the balance equations in intelligent engineering net-
works, in particular, in networks and the problem of optimization of flows in terms of network 
architecture and dividing the network into zones. An important task facing many complexes 
task is the calculation of the optimal distribution of flows, such that the selected target func-
tion is sought to the maximum (minimum). This issue is relevant for most intelligent utility 
networks with different imposed conditions. If we impose restrictions on bandwidth and/or 
constraints on control actions, this task becomes a task flow management, which includes 
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the context of electricity.
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архитектурно-завиСимая декомпозиция  
в  методиках Суперкомпьютерного моделирования
Н. В. Старостин, М. А. Панкратова
нижегородский государственный университет им. н. и. лобачевского  
(ннгу им. н. и. лобачевского)

численное моделирование физических процессов в параллельной среде предполага-
ет распределение аппроксимационной сетки по процессорам. Результат распределе-
ния во многом определяет количество межпроцессорных коммуникаций, коллизий во 
время пересылок информации, а, следовательно, и время выполнения параллельной 
программы. в работе приводится постановка задачи архитектурно-зависимой деком-
позиции, предлагаются пути решения задачи.

Ключевые слова: архитектурно-зависимая декомпозиция, метод рекурсивной 
бисекции.

введение

многие методики численного моделирования физических процессов ос-
новываются на аппроксимационных сетках, которые моделируются с по-
мощью графов. на практике сеточные структуры имеют большие порядки 
(106…109 узлов), что приводит к необходимости их распределения по узлам 
параллельной вычислительной сети. Эффективность работы программы 
в параллельной среде во многом зависит от интенсивности межпроцессор-
ных коммуникаций, которую можно сократить за счёт удачного распреде-
ления расчётной сетки по узлам вычислительной сети. в работе приводится 
постановка задачи архитектурно-зависимой декомпозиции расчётной сетки, 
предлагаются пути решения задачи, основанные на рекурсивной бисекции 
графов.

1. Постановка задачи

взвешенный граф G(V, F, w, u) моделирует расчётную сетку, V = {v1, …, vn} — 
множество узлов сетки, (2)E VÍ  — связи между узлами, веса вершин 
w(vi) ∈ N, 1,i n=  — затраты на расчёт, веса рёбер ( , ) ,i ju v v iÎ  , 1,i j n=  — ин-
тенсивность коммуникаций.

матрица T = (tij)k×k моделирует вычислительную сеть. Элемент матрицы 
ijt NÎ  соответствует оценке затрат на передачу данных между парой 

вычислителей.
Решением задачи является вектор x = {x1, …, xn}, {1, , },ix kÎ ¼  ,1,  i n=  где 

i-й элемент соответствует узлу расчётной сетки, а значение xi определяет узел 
вычислительной сети, на который он распределён. для ускорения процесса 
параллельного расчёта на распределённой аппроксимационной сетке важно 
сбалансировать загрузку процессоров, чтобы время работы каждого процес-
сора было максимально одинаковым. Пусть

Старостин николай владимирович — кандидат технических наук, доцент, nvstar@mail.ru
Панкратова маргарита александровна — аспирантка, pankratova_margarita@mail.ru
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— идеальная загрузка вычислительных узлов. Зададим ε > 0 — коэффициент 
отклонения от идеальной загрузки. тогда неравенства
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задают ограничения по балансировке нагрузки вычислительных узлов.
Зададим функцию

( , , ) ( , ) ,
i ji j i j x xx v v u v v tβ =

которая определяет оценку затрат на коммуникационный обмен между парой 
узлов вычислительной сети.

Проблема моделирования коммуникационных обменов в программе, 
работающей в параллельной вычислительной сети, связана с тем, что очень 
сложно, а зачастую практически невозможно спрогнозировать: точное вре-
мя каждой коммуникации; возникновение коллизий на уровне сетевых 
устройств; снижение пропускной способности каналов в связи с повышени-
ем интенсивности обменов; маршруты, по которым происходит передача па-
кетов. всё это значительно снижает адекватность применения модели в тер-
минах планирования коммуникационных обменов. с практической точки 
зрения удобнее оперировать оценками затрат на всю совокупность коммуни-
кационных обменов [Pellegrini, 2012]. нижняя оценка предполагает случай, 
когда все обмены происходят одновременно и друг с другом не конфликтуют. 
в данном случае имеет место минимаксный критерий:

1 ( , )
max  ( , , ) min.( )

i j
i jv v V

xF x v vβ
Î

= →  (2)

верхняя оценка предполагает, что все обмены друг с другом конфликту-
ют и происходят последовательно. в данном случае имеет место аддитивный 
критерий:

2
( , )

( , , ) m n( i) .
i j

i j
v v V

x v vxF β
Î

= å →  (3)

2. ПроблеМа организации исПолнения  
Параллельной ПрограММы

как правило, при организации исполнения параллельной программы заранее 
известны только структура расчётной сетки и общее число вычислительных 
узлов, которое будет выделено для расчёта. структура выделенного участка 
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вычислительной сети определяется только в момент начала расчёта, когда 
планировщик выделяет очередной задаче требуемое количество вычислите-
лей. с другой стороны, в силу того, что размер исходных данных очень велик 
и не «умещается» в памяти одного процессора, аппроксимационная сетка 
должна быть декомпозирована ещё до начала расчёта. в результате в начале 
расчёта исходные данные оказываются уже распределёнными по выделенным 
процессорам, т. е. каждый процессор владеет только частью исходных дан-
ных. таким образом, на этапе декомпозиции данных информация о тополо-
гии выделенного участка вычислительной сети не известна. Поэтому в зада-
чах (1), (2) и (1), (3) элементы матрицы принимают значения tij = const, ,i j¹  
tii = 0, . , 1,i j k=  в этой постановке задача (1), (2) соответствует задаче мини-
мизации ширины ленты графа [джордж, лю, 1984], а задача (1), (3) — класси-
ческой задаче k-разбиения графа [Батищев, старостин, 2000]. Инструменты 
для решения обозначенных задач реализованы с помощью многоуровневых 
подходов в рамках библиотеки MATRUZ [старостин, Филимонов, 2013].

3. Метод рекурсивной бисекции  
для реШения Поставленной задачи

на основе вышесказанного можно предложить два подхода к решению по-
ставленной задачи. в случае, если мы располагаем информацией о топологии 
участка вычислительной сети, выделенного для расчёта данной сетки, до за-
пуска расчёта, можно решать непосредственно поставленную задачу архитек-
турно-зависимой декомпозиции. Предлагается подход, основанный на ре-
курсивной бисекции графов расчётной сетки и вычислительной сети. такой 
подход будем называть одноэтапным. ниже приведён псевдокод алгоритма, 
реализующего данный подход.

в том случае, когда мы заранее не располагаем информацией о топологии 
выделенного участка вычислительной сети, необходимо решать задачу в два 
этапа. на первом этапе необходимо декомпозировать расчётную сетку на за-
данное количество частей, определяемое степенью распараллеливания рас-
чёта. Предлагается осуществлять декомпозицию многоуровневым итерацион-
ным методом. на втором этапе необходимо перераспределить уже декомпо-
зированную расчётную сетку по узлам выделенного участка вычислительной 
сети (информация о нём становится известной после запуска расчёта) с це-
лью снижения затрат на межпроцессорные коммуникации. Предлагается осу-
ществлять перераспределение методом рекурсивной бисекции графов деком-
позированной расчётной сетки и вычислительной сети. такой подход будем 
называть двухэтапным. ниже приведён псевдокод алгоритма, реализующего 
данный подход.

4. одноэтаПный Метод реШения задачи

на листинге 1 приведён псевдокод алгоритма, реализующий одноэтапный 
подход к решению поставленной задачи, основанный на рекурсивной бисек-
ции графов.
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алгоритм принимает на вход граф, моделирующий расчётную сетку, ма-
трицу, моделирующую участок вычислительной сети, и сохраняет получен-
ное решение в массиве (строка 1). в основной части алгоритма (строки 6–11) 
происходит бисекция расчётной сетки многоуровневым итерационным ал-
горитмом (строка 7), бисекция вычислительной сети спектральным методом 
[Якобовский, 2004; Fiedler, 1975a, b] пропорционально произведённой бисек-
ции расчётной сетки (строка 8), и алгоритм рекурсивно повторяется на полу-
ченных подграфах (строки 9, 10). в том случае, если размер вычислительной 
сети оказался равным 1, то бисекция не происходит, а вершины соответству-
ющего подграфа расчётной сетки назначаются на данный вычислительный 
узел (строки 3, 4).

5. двухэтаПный Метод реШения задачи

на листинге 2 приведён псевдокод алгоритма, реализующий двухэтапный 
подход к решению поставленной задачи, основанный на декомпозиции рас-
чётной сетки и рекурсивной бисекции графов.

алгоритм принимает на вход граф, моделирующий расчётную сетку; ма-
трицу, моделирующую участок вычислительной сети, и сохраняет полученное 
решение в массиве (строка 1). в первой части алгоритма (строки 3, 4) проис-
ходит декомпозиция расчётной сетки на количество частей, соответствующее 
размеру вычислительной сети (строка 3). декомпозиция осуществляется мно-
гоуровневым итерационным алгоритмом. Затем строится суперграф, верши-
ны которого соответствуют частям декомпозированной сетки, а ребро между 
вершинами существует в том случае, если в графе расчётной сетки между со-
ответствующими частями существовало хотя бы одно ребро (строка 4).

1. Run2(graph G, matrix T, out int[] X)
2. {
3. partition p = decomp(G, size(T));
4. graph g = coars(G, p);
5. Run1(g, T, out X);
6. }

Листинг 2. двухэтапный алгоритм

1. Run1(graph G, matrix T, out int[] X)
2. {
3. if(size(T) == 1)
4. map(G, T, out X)
5. else
6. {
7. bisect(G) -> graph G1, graph G2;
8. spectrbisect(T, G1, G2) -> matrix T1, matrix T2;
9. Run1(G1, T1, out X);
10. Run1(G2, T2, out X);
11. }
12. }

Листинг 1. одноэтапный алгоритм
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Заметим, что в данной части алгоритма не требуется информация о то-
пологии вычислительной сети. во второй части алгоритма, когда становится 
доступной информация о топологии выделенного участка вычислительной 
сети, происходит перераспределение частей декомпозированной сетки по уз-
лам вычислительной сети одноэтапным методом (строка 5).

6. Многоуровневый итерационный алгоритМ  
декоМПозиции граФа

кратко опишем основные идеи алгоритма. ключевая идея многоуровневого 
алгоритма [старостин, Филимонов, 2013] разбиения состоит в следующем: 
вместо того, чтобы строить k-разбиение непосредственно для исходного гра-
фа, сначала строится ряд его приближений (загрублений). каждое загрубле-
ние уменьшает (редуцирует) размерность исходной задачи. Процесс редук-
ции продолжается до тех пор, пока порядок графа не снизится до сотен или 
даже десятков. на графе таких размерностей и отыскивается так называемое 
начальное разбиение. Полученное решение используется для построения ре-
шения для исходной задачи. Это достигается путём выполнения серии пере-
носов решения задачи меньшей размерности на задачу большей размерности 
с последующим улучшением перенесённого решения. таким образом, работу 
многоуровневого алгоритма можно разделить на три фазы: первая — фаза за-
грубления, когда производится ряд последовательных редукций размерности 
задачи, вторая — фаза поиска начального разбиения и третья — фаза восста-
новления решения, когда производится серия последовательных переносов 
решения задачи меньшей размерности на менее редуцированную задачу с по-
следующим улучшением спроецированного решения. Работа алгоритма для 
задачи k-разбиения показана на рис. 1.

основным недостатком описанного алгоритма является то, что он не об-
ладают «обратной связью» — не используют информацию о предыдущих ите-
рациях своей работы. Предлагается многоуровневый итерационный алгоритм 
задачи разбиения [старостин, Филимонов, 2013]. алгоритм на вход получает 
не только исходные данные задачи, но и одно из допустимых решений задачи.

Рис. 1. многоуровневый алгоритм k-разбиения графа
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Цель алгоритма — исследование областей вокруг начального реше-
ния и поиск лучшего решения. схема итерационного алгоритма заключает-
ся в следующем: строится начальное решение многоуровневым алгоритмом, 
каждая следующая итерация использует решение, полученное на предыдущей 
итерации для редукции графа в многоуровневом алгоритме. Работа итераци-
онного алгоритма показана на рис. 2.

7. вычислительный эксПериМент

Целью данной работы было выяснить, как влияет предварительная декомпо-
зиция расчётной сетки на качество получаемого решения. Был проведён вы-
числительный эксперимент на топологии вычислительной сети типа Fat tree 
(рис. 3).

Примеры расчётных сеток были взяты из библиотек университе-
та Флориды (http://www.cise.ufl.edu/research/sparse/matrices/) и Гринвича 
(http://staffweb.cms.gre.ac.uk/~wc06/partition). для эксперимента использо-
ван разработанный академический программный код на платформе c# .NET 
Framework. в табл. 1 показаны типовые результаты работы предложенных ме-
тодов решения поставленной задачи.

Рис. 2. многоуровневый итерационный алгоритм k-разбиения графа

Рис. 3. топология вычислительной сети Fattree
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Таблица 1. вычислительный эксперимент. Использование рекурсивной бисекции

Сетка Размер ВС Размер 1-этапный Время [с] 2-этапный Время [с]

gr_30_30 900 fattree16 16 882 0,54 772 2,91
bcsstk29 13992 fattree16 16 39043 7,387 33817 86,442
bcsstk32 44609 fattree16 16 65070 11,946 57498 129,319
bcsstk33 8738 fattree16 16 92670 13,993 84455 174,572
barth5 15606 fattree16 16 1452 1,451 1399 11,673
vibrobox 12328 fattree16 16 63050 10,714 63512 84,799
ef_sphere 16386 fattree16 16 2959 1,579 3232 12,919
ef_4elt2 11143 fattree16 16 1813 1,202 1524 9,433
fe_rotor 99617 fattree16 16 37971 15,919 31652 132,22

также были получены результаты с помощью библиотеки Scotch [Pellegri-
ni, 2012]. в табл. 2 приведены результаты, полученные с помощью данной би-
блиотеки и с использованием предварительной декомпозиции расчётной сет-
ки (аналог двухэтапного метода).

Таблица 2. вычислительный эксперимент. Использование Scotch

Сетка Размер ВС Размер Scotch Время [с] Scotch + 
Decomp

Время 
Scotch [с]

Время 
Decomp [с]

gr_30_30 900 fattree16 16 530 0,004 442 0,001 2,872
bcsstk29 13992 fattree16 16 36319 0,092 20427 0,001 86,59
bcsstk32 44609 fattree16 16 81906 0,624 40289 0,001 130,337
bcsstk33 8738 fattree16 16 77552 0,168 51877 0,001 171,051
barth5 15606 fattree16 16 2022 0,042 925 0,001 11,472
vibrobox 12328 fattree16 16 57269 0,159 43693 0,001 85,819
ef_sphere 16386 fattree16 16 3045 0,052 1705 0,001 12,778
ef_4elt2 11143 fattree16 16 1209 0,032 921 0,001 9,34
fe_rotor 99617 fattree16 16 92742 0,461 21007 0,001 131,148

следует отметить, что в результатах, полученных в эксперименте, алго-
ритм, реализованный в библиотеке Scotch, не всегда использует все узлы вы-
числительной сети для отображения расчётной сетки. однако в реализации 
предложенного алгоритма жёстко учитывается балансное ограничение (1). 
в силу этого можно сделать вывод о разных математических постановках, ис-
пользуемых при исследовании проблемы. таким образом, результаты, полу-
ченные алгоритмом Scotch и предложенным алгоритмом, объективно сравни-
вать нельзя.

тем не менее, по результатам обоих проведённых экспериментов можно 
сказать, что предварительная декомпозиция расчётной сетки даёт возмож-
ность получить решение лучшего качества. Это объясняется тем, что каче-
ственная декомпозиция позволяет уменьшить общее число внешних связей, 
влияющих на значение критерия.
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заключение

в работе была поставлена задача архитектурно-зависимой декомпозиции. 
Были рассмотрены особенности применения данной задачи на практике в ка-
честве инструмента, повышающего эффективность параллельных расчётов 
в суперкомпьютерном моделировании. Предложены два метода решения по-
ставленной задачи, применение которых зависит от технологии проведения 
параллельного расчёта. на численном эксперименте показаны преимущества 
метода с предварительной декомпозицией расчётной сетки.
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ставится задача по разработке методики построения распределённой инфокоммуни-
кационной системы для обеспечения научной и научно-учебной деятельности твор-
ческого коллектива. Проводится анализ существующих инфокоммуникационных 
систем — порталов и платформ — с целью выявления общих компонентов, которые 
используются для управления данными, метаданными, вычислительными ресурсами, 
правами доступа, добавлением заданий и мониторингом, а также для обработки ре-
зультатов моделирования.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных иссле-
дований (проект № 14-07-00552-а).

Ключевые слова: распределённая инфокоммуникационная система, свободно рас-
пространяемое программное обеспечение, научная инфраструктура.

введение

высокий темп обмена научной информацией, повышение темпа научных 
исследований, увеличение числа международных проектов, которые играют 
определяющую роль в создании распределённых виртуальных научных кол-
лективов, достаточно жёсткие требования финансирующих организаций к ре-
зультативности научных исследований — эти факторы характеризуют науч-
ные исследования в XXI веке. как следствие, можно наблюдать значительное 
усиление конкуренции в научной среде.

для того чтобы оставаться конкурентноспособным, коллективу необхо-
димо использовать в своей работе современные информационно-коммуника-
ционные технологии. на сегодняшний день предпочтительно используемыми 
технологиями и средствами, позволяющими хранить и обрабатывать большие 
массивы данных, совместно работать над документами участникам распреде-
лённых коллективов, расположенных, зачастую, на различных континентах, 
проводить видеосеминары, читать лекции и т. д. являются технология грид, 
облачные технологии, а также такие средства как веб-порталы.

Постановка задачи

для выработки тактики разработки и внедрения новых информационно-ком-
муникационных технологий (Икт) и систем требуется проведение глубоких 
исследований по составу и характеру научной активности коллектива с целью 
выявления общих черт деятельности для дальнейшего использования резуль-
татов анализа при создании востребованных компонентов. анализ подходов, 
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развиваемых в российских научных центрах, представлен в статье [Шикота, 
2013]. При этом важно принимать во внимание уже сложившийся стиль на-
учной работы коллектива, который зависит от многих факторов, таких как 
область исследований, законодательная база, существующие администра-
тивные подходы, культурные особенности коллектива [Kenna, Berche, 2011]. 
Подробный анализ составляющих научной деятельности приведён в ста-
тье [Щур, 2012]. не стоит забывать, что зачастую пользователям необходим 
не только доступ к разным вычислительным ресурсам, но и возможность кон-
тролировать весь процесс выполнения их задач на всех доступных ресурсах, 
получать информацию о месте выполнения, состоянии использования при-
ложений, о заданных параметрах и используемых файлах.

Поставленная задача достаточно сложна, она включает в себя как необ-
ходимость технологических решений, так и усложняется человеческим фак-
тором. системы разрабатывают специалисты по Икт, а предназначены они 
для учёных-предметников, которые, во-первых, не являются профессиона-
лами в области Икт, а во-вторых, достаточно консервативны и неохотно ме-
няют стиль работы. Поэтому очень важно изучить реальные потребности на-
учного сотрудника, студента и аспиранта в таких технологиях. Разработчикам 
важно терпеливо изучить и учесть пожелания исследователя к конфигурации 
рабочего места, обработке результатов исследований и стиля общения с кол-
легами. очень важно постараться вовлечь научного сотрудника в процесс 
разработки системы. Причастность к работе важна как технологически, так 
и психологически.

анализ технологий для расПределённой  
научной инФраструктуры

для наших целей наибольший интерес представляют такие информационно-
вычислительные среды для проведения научных исследований, доступ к ко-
торым осуществляется через интуитивно понятный пользовательский интер-
фейс. также представляется целесообразным разработка такого инструмента-
рия, который позволил бы пользователю сравнительно легко интегрировать 
доступные ему вычислительные средства и программное обеспечение в не-
обходимую для выполнения конкретного проекта программно-аппаратную 
среду.

наш подход направлен конкретно на организацию работы научной и на-
учно-учебной группы. в качестве модели мы берём лабораторию по проведе-
нию исследований в области прикладных сетевых технологий и организацию 
научной и учебной работы по обучению магистров и аспирантов в области 
прикладных инфокоммуникационных систем.

наиболее распространённая на сегодняшний день технология для про-
ведения совместных исследований распределёнными научными коллектива-
ми — технология грид.

концепция технологии грид изложена в статьях [Foster, 2001, 2002]. 
Грид — это среда, которая позволяет пользователям видеть все ресурсы грид 
так, как если бы они были расположены непосредственно в его лаборатории. 
хотя, на самом деле, они могут находиться в любой точке земного шара. При 
этом для незарегистрированных пользователей эти ресурсы не видны совсем.



156

С. К. Шикота

в последнее время растёт интерес к «облачным» технологиям [Kepes, 
2011], которые позволяют пользователю получить в своё распоряжение не-
который информационный ресурс, расположенный у сервис-провайдера. 
в отличие от грид-технологии, предусматривающей возможность для пользо-
вателя предоставлять свои ресурсы другим участникам виртуального коллек-
тива, облачные технологии позволяют получать ресурсы у сервис-провайдера, 
который обеспечивает функционирование ресурсов собственными силами, 
а пользователь получает доступ к этим ресурсам посредством сети Интернет.

существует несколько уровней доступа к «облачным» ресурсам:
•	 уровень	 IaaS	 (Infrastructure	 as	 a	 service)	 —	 провайдер	 предоставляет	

пользователю доступ к физическим ресурсам: серверам, хранилищам 
данных, сетям и т. д.;

•	 уровень	SaaS	(Software	as	a	service)	—	провайдер	предоставляет	пользо-
вателю доступ к готовому приложению, запущенному в «облаке»;

•	 уровень	 PaaS	 (Platform	 as	 a	 service)	 —	 пользователь	 получает	 доступ	
к платформе, на которой он может быстрым и удобным способом за-
пускать свои собственные задачи.

для решения поставленной задачи наиболее подходящим представляется 
использование ресурсов в рамках концепции PaaS — когда имеется установ-
ленная операционная система и набор средств для разработки приложений 
под данную платформу, что позволит упростить взаимодействие пользовате-
лей и поставщиков услуг.

ещё одним важным направлением развития инфокоммуникационных 
систем для совместной работы распределённых коллективов является созда-
ние различных веб-ориентированных сервисов, использующих концепцию 
Web 2.0 [Shang Shari, 2011]. Под Web 2.0 принято понимать системы, напол-
нением которых занимаются сами пользователи: форумы, блоги, wiki, соци-
альные сети и т. д. Подобные системы являются прекрасным инструментом 
взаимодействия исследователей, позволяющим достаточно оперативно обме-
ниваться информацией.

Использование концепции Web 2.0 в рамках поставленной задачи позво-
лит, например, решить проблему оперативного взаимодействия исследовате-
лей, а также упростить работу со студентами.

анализ суЩествуюЩих ПлатФорМ и Порталов

такой анализ позволяет выделить общие компоненты, которые используются 
для управления данными, метаданными, вычислительными ресурсами, пра-
вами доступа, добавлением заданий и мониторингом, а также для просмотра 
результатов моделирования.

ниже приведён анализ таких систем для совместной работы как: 
AccessGrid (http://www.accessgrid.org/), TGViz [Binns, 2007], SIDGrid [Levow, 
2007], OLSGW [Wu, 2008] и UniHUB (https://unihub.ru/about).

среда AccessGrid представляет собой инструментарий, позволяющий 
пользователям не только обмениваться аудио- и видеоинформацией, но и со-
вместно просматривать презентации, веб-страницы, обмениваться файлами, 
совместно редактировать документы и т. д.
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средство коллективной работы AccessGrid использует распределённую 
модель обработки информации, что позволяет легко наращивать мощность 
и возможности системы простым включением дополнительных компонент, 
как аппаратных, так и программных [Щур, 2010].

ещё одно средство для совместной работы — TeraGrid Visualization Portal 
(TGViz), разработанный в рамках проекта TeraGrid (http://en.wikipedia.org/
wiki/TeraGrid), портал, который объединил высокопроизводительные вы-
числительные ресурсы, хранилища данных и экспериментальные установки. 
Проект длился с 2004 по 2011 г. Портал обеспечивал простой доступ к ре-
сурсам и сервисам проекта TeraGrid. для визуализации результатов исполь-
зовалась система удалённого доступа к рабочему столу VNC, а также при-
ложение для виртуализации ParaView. Портал TGViz построен на системах 
uPortal (http://www.jasig.org/uportal/) и GridSphere (http://www.vlab.msi.umn.
edu/gridsphere/gridsphere). для запуска задач на TeraGrid используется систе-
ма GRAM (http://dev.globus.org/wiki/GRAM). такой подход предусматривает 
возможность реализации удалённого просмотра каталогов, а также удалённо-
го запуска приложений.

Портал TGViz обеспечивает простую и удобную возможность визуали-
зировать большие наборы данных участниками распределённых коллекти-
вов. Использование интуитивно понятного веб-портала позволяет «спря-
тать» процесс взаимодействия на программно-аппаратном уровне за одной 
кнопкой, таким образом, пользователю не нужно обладать какими-то специ-
альными знаниями в области программирования, чтобы запустить процесс 
визуализации.

в проекте SIDGrid (Social Informatics Data Grid) были разработаны пор-
тал по информатике и дата-центр для научных сотрудников в области соци-
ологии и исследования социального поведения. система SIDGrid позволяет 
загружать в неё большие объёмы данных, а также предоставляет возможность 
масштабирования анализа данных до размеров вычислительных ресурсов 
TeraGrid. Портал SIDGrid демонстрирует эффективные результаты по об-
работке данных (например, поиск по тегам и образам), по спектру представ-
ляемых веб-сервисов (посредством SOAP) и по возможностям интеграции 
рабочих станций. система SIDGrid написана с использованием PHP/Drupal 
(http://drupal.org/) и Python (http://www.python.org/) для интерфейса поль-
зователя и использует стандарт Swift (Wilde, 2011) для выполнения вычисли-
тельных заданий.

среда OLSGW — OpenSocial Life Science Gateway — интегрированная вы-
числительная среда, которая обеспечивает возможность научного сообще-
ства, занимающегося наукой о жизни, использовать ресурсы TeraGrid как для 
вычислений, так и для управления данными. основанная на сервис-ориенти-
рованной платформе, OLSGW объединяет приложения по биоинформатике, 
а также коллекции данных в веб-ориентированном портале, что позволяет 
исследователям создавать научные группы для проведения совместных вы-
числений, обмена данными и процессами. Портал разрабатывался с исполь-
зованием Java и ODGE.

Портал UniHUB, разработанный в Институте системного программиро-
вания Ран на базе свободно распространяемого программного обеспечения 
HUBzero (https://hubzero.org/about), предлагает пользователям интерактив-
ные инструменты, которые доступны из веб-браузера. в качестве системы 
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управления содержимым портала используется свободно распространяемый 
программный продукт Joomla (http://www.joomla.org/). Работа с программами 
происходит в «облачной» инфраструктуре без необходимости скачивания или 
компилирования какого-либо программного кода. UniHUB также предостав-
ляет доступ к обучающим курсам, тематическим статьям, инструкциям по ис-
пользованию программ и другой необходимой документации с помощью тех-
нологии Web 2.0.

как показывает проведённый анализ, в большинстве случаев при разра-
ботке порталов для проведения совместных исследований используется сво-
бодно распространяемое программное обеспечение, которое, с одной сто-
роны, позволяет экономить средства на лицензионных отчислениях, с дру-
гой — создавать сложные, многокомпонентные системы, в полном объёме 
отвечающие потребностям конечного пользователя — сотрудника, аспиранта, 
студента научного центра.

заключение

в свете последних событий представляется актуальным проведение работ 
по разработке методики создания национального лицензионно независимо-
го программного обеспечения для построения распределённой инфоком-
муникационной системы для научной и научно-учебной деятельности. для 
выполнения таких работ требуется провести дополнительные исследования 
по выбору адекватной программно-аппаратной платформы, разработать на-
бор сценариев деятельности научной группы и научно-учебной группы, про-
вести работы по выбору программных модулей для осуществления отдельных 
элементов сценария и разработать интерфейс пользователя.
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алгоритм ванга-ландау:  
Случайное блуждание по  Спектру Энергии
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институт теоретической физики им. л. д. ландау российской академии наук  
(итФ ран), научный центр ран в черноголовке

Проведён анализ точности вычисления плотности состояний методом ванга-ландау. 
на примере вычисления плотности состояний двумерной модели Изинга показано, 
что стандартный метод ведёт к конечной точности вычислений. Проанализирована 
матрица переходов по спектру энергий и показано, что она является стохастической. 
Это наблюдение даёт возможность замены эвристического требования равномер-
ности гистограммы на физическое требование регулирования точности заполнения 
столбцов матрицы переходов. ставится вопрос о модификации стандартного ме-
тода ванга-ландау. Проанализированы пути эффективной параллелизации метода 
для возможности его реализации на массивно-параллельных суперкомпьютерных 
системах.

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (РнФ) (проект 
№ 14-21-00158).

Ключевые слова: метод монте-карло, плотность состояний спектра энергий, метод 
ванга-ландау, матрица переходов, точность вычислений, параллельные алгоритмы.

введение

для моделирования современных задач в области математической физики 
необходимо применение методов, которые обладают такими свойствами как 
хорошее масштабирование при параллельных вычислениях, возможность по-
вышения точности вычислений, а также преодоления критического замед-
ления и т. п. например, в такой области как исследование свойств термоди-
намических систем, наиболее употребим и универсален метод метрополиса 
[Metropolis et al., 1953]. он обладает свойствами хорошей масштабируемости 
при параллельных вычислениях и возможностью повышения точности вы-
числений. его применение, однако, становится затруднительным в критиче-
ской области, области вблизи фазового перехода. в случае фазового перехода 
второго рода он проявляет свойства критического замедления, т. е. замедле-
ния скорости релаксации, что делает его применение затруднительным для 
систем большого размера. кроме того, его применение не всегда ведёт к во-
просу об ответе на вопрос о типе фазового перехода, т. е. дифференциации 
фазового перехода первого и второго рода.

кластерные методы свендсена-ванга [Swendsen, Wang, 1987] и вольфа 
[Wolff, 1988] позволяют преодолеть критическое замедление. Это связано 
с тем, что метод метрополиса является локальным, в то время как размер 
корреляций растёт по мере приближения к критической точке. кластерные 
методы работают именно на корреляционной длине, поэтому замедление, 
если и имеет место, практически незначительно. недостатком кластерных 
методов является принципиальная сложность их параллелизации, поскольку 

Щур лев николаевич — заведующий отделом, доктор физико-математических наук, про-
фессор, shchur@chg.ru
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в процессе их применения строится кластер, распространяющийся сложным 
образом по всему размеру моделируемой системы. Этот метод так же, как 
и метод метрополиса, сложно применить к ответу на вопрос о типе фазово-
го перехода. кластерные методы основаны на представлении статистической 
суммы в виде разложения по кластерам [Hoshen, Kopelman, 1976].

метод ванга-ландау [Wang, Landau, 2001] основан на представлении ста-
тистической суммы в виде разложения по плотности состояний энергии (см. 
следующий раздел). метод свободен от критического замедления и, как будет 
обсуждено ниже, хорошо масштабируется при параллельных вычислениях. 
метод позволяет ответить на вопрос о типе перехода.

в настоящей работе выявлено, что существующая реализация метода 
ванга-ландау имеет ограниченную точность. Известно также, что существу-
ющая реализация ведёт к неправильным результатам в случае непрерывного 
спектра и в случае смешанного взаимодействия с конкурирующими члена-
ми. в работе обсуждаются пути построения реализации метода, свободного 
от указанных недостатков.

Методы вычисления статистической суММы

для анализа свойств статистической системы необходимо вычислить её ста-
тистическую сумму Ζ. метод метрополиса основан на представлении стати-
стической суммы в виде суммы по номеру состояния системы i

exp ,i

i

E
z

kt

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

-
=å

где Ei — энергия системы в состоянии с номером i; t — температура; k — по-
стоянная Больмана.

методы в этой работе мы будем обсуждать в применении к модели 
Изинга [Ising, 1925]. Это простейшая модель ферромагнетика, в которой в уз-
лах регулярной гиперкубической решётки помещаются переменные si, при-
нимающие значения +1 и –1, а на рёбрах — константы Jij. строится функция

1 ,
2 ij i j i

ij i
E J s s h s=- -å å

где сумма производится по всем парам ближайших соседей и x. Переменные si 
называются спинами, h играет роль внешнего магнитного поля и E является 
энергией системы. в случае нулевой температуры эта система классических 
спинов упорядочена, но значение энергии двукратно вырождено — спи-
ны могут принимать значение +1 (смотреть всё вверх) или –1 (смотреть всё 
вниз). в случае одномерной решётки, как показал е. Изинг, фазовый переход 
отсутствует. модель Изинга на квадратной решётке и в нулевом магнитном 
поле решил л. онзагер [Beale, 1996], который обнаружил фазовый переход 
второго рода (особенность во второй производной логарифма от статистиче-
ской суммы). его точное решение используется для проверки методов и алго-
ритмов, поскольку позволяет точно вычислить значения термодинамических 
величин на прямоугольной решётке любого конечного размера и при любой 
величине температуры. мы будем проверять точность метода именно путём 
сравнения результатов моделирования с точным решением онзагера.
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кластерные методы моделирования [Swendsen, Wang, 1987; Wolff, 1988] 
основаны на представлении статистической суммы q-компонентной модели 
Поттса в виде разложения по кластерам [Hoshen, Kopelman, 1976]:

{ } { }

{ }
,e G k G

G
Z v q= ×å

где G — один из кластеров; e{G} — число элементов в этом кластере G; k{G} — 
число таких кластеров.

метод ванга-ландау основан на представлении статистической суммы 
в виде разложения по числу уровней g(E) с данной энергией E:

( ) exp .
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в англоязычной литературе g(E) именуется Density of States, или DoS.

алгоритМ ванга-ландау

в оригинальной работе Ф. ванга и д. П. ландау [Wang, Landau, 2001] предло-
жен следующий алгоритм, который для определённости будем применять для 
получения плотности состояний модели Изинга.

Процесс инициализации алгоритма ванга-ландау состоит из следующих 
шагов:

I1 задаётся начальное состояние значений спинов si ;
I2 вычисляется значение энергии начального состояния E0;
I3 присваиваются начальные значения плотности состояний g(E) = 1 

для всех значений энергии E;
I4 устанавливаются начальные значения вспомогательной гистограммы 

H(E) = 0 для всех значений E;
I5 фиксируется начальное значение параметра f = 2,718281828.

основной цикл алгоритма таков:
C1 выбирается случайно спин si (для этого выбирается случайно узел i на 

решётке);
C2 вычисляется энергия Ek+1 нового состояния решётки с (виртуально) 

перевёрнутым спином si → –si;
с3 если g(Ek+1) < g(Ek), то принимается новое состояние;
с4 если нет, то принимается новое состояние с вероятностью 

g(Ek)/g(Ek+1);
с5 если не произошло событий с4 и с5, то состояние остаётся неизме-

нённым.

основной цикл алгоритма повторяется MN раз, где N — это число спинов 
в системе; M — параметр алгоритма, некоторое большое число, имеющее зна-
чение, например, 104. После этого проверяется свойство «ровности» диаграм-
мы. Эмпирически предлагается повторять процесс до тех пор, пока элементы 
вспомогательного алгоритма будут отличаться не более чем на 5 %. если ги-
стограмма недостаточно «ровная», то шаги основного цикла с1–с5 повторя-
ются ещё MN раз.
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если желаемый уровень «ровности» диаграммы достигнут, то делают-
ся такие операции нормировки (сравнение с операциями инициализации 
I3–I5):

S1 нормируются значения плотности состояний g(E) для всех значений 
энергии E так, чтобы была выполнена нормировка на единицу значе-
ния плотности состояний энергии основного состояния моделируе-
мой системы g(Egs) =  1;

S2 устанавливаются значения вспомогательной гистограммы H(E) = 0 
для всех значений E;

S3 изменяется текущее значение параметра f = f 1/2.

Процессы основного цикла и нормировки повторяем до тех пор, пока 
значение параметра f не приблизится (близко) к 1, например log f = 10–9.

Принятие нового состояния на шагах основного цикла с3 и с4 состоит 
из таких операций:

а1 переворот спина si := –si ;
а2 изменение значения DoS с текущим значением Ek+1 энергии систе-

мы, g(Ek+1) := fg(Ek+1);
а3 изменение значения вспомогательной гистограммы H(Ek+1) := 

= H(Ek+1) + 1.

непринятие нового состояния на шаге основного цикла с5 состоит из та-
ких операций:

N1 изменение значения DoS с текущим значением Ek энергии системы, 
g(Ek) :=  fg(Ek);

N2 изменение значения вспомогательной гистограммы H(Ek) := H(Ek) + 1.

точность алгоритМа ванга-ландау

на рис. 1 приведено сравнение точного результата для плотности состояний 
энергии и вычисленного по алгоритму ванга-ландау для двумерной модели 
Изинга на квадратной решётке с линейным размером L = 16.

отметим замечательное совпадение расчётных значений плотности со-
стояний на масштабах рисунка. на самом деле, совпадение результатов 
не столь замечательно выглядит на следующем рисунке (рис. 2), где мы отло-
жили по вертикали относительное отклонение вычисленных двумя способа-
ми значений плотности состояний, т. е. величины 1 – log g (EBeale)/log g(EWL).

если относительная точность вычисления в центре распределения до-
стигает значений на порядок лучше процента, то на краях она велика, в не-
сколько процентов. Более того, точность вычисления слабо зависит от выбора 
параметров. можно менять степень «ровности» гистограммы, выбирать раз-
личную энергию для нормировки плотности состояний для осуществления 
нормировки в операции S1 или способ приближения параметра f к единице 
в операции S3 — всё это мало влияет на точность вычисления плотности со-
стояний. типичное поведение относительной точности приведено на рис. 3, 
где показано изменение точности вычислений по мере итераций основного 
процесса — точность выходит на насыщение.
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Рис. 1. логарифм плотности состояний энергии двумерной модели Изинга на ква-
дратной решётке с числом спинов 16×16. сплошная линия — точный аналитиче-
ский результат, вычисленный по формулам из работы [Beale, 1996]. кружки — расчёт 
по алгоритму ванга-ландау [Wang, Landau, 2001] с параметрами, указанными в описа-

нии алгоритма

Рис. 2. относительная точность вычисления плотности состояний для двух способов 
вычисления – по точным аналитическим выражениям Биля [Beale, 1996] и по алго-

ритму ванга-ландау [Wang, Landau, 2001]. Цветами выделены две реализации

Рис. 3. Изменение усреднённой по состояниям относительной точности вычисления 
плотности состояний. Параметры моделирования — модель Изинга с числом спинов 

8×8, параметр M = 107. Цветами выделены две реализации
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Пути МодиФикации алгоритМа ванга-ландау

наше предложение по модификации метода ванга-ландау основано на на-
блюдении в статистике переходов по спектру энергий. ограничимся дискрет-
ным спектром значений энергии системы. Пронумеруем состояния дискрет-
ного спектра. Построим матрицу M переходов между состояниями с номера-
ми k и .k ¢  оказывается, эта матрица является стохастической при 
приближении параметра f к 1. Это свойство можно использовать для модифи-
кации алгоритма ванга-ландау.

в описанном выше оригинальном алгоритме ванга-ландау заменим ги-
стограмму H матрицей переходов M. Именно, сделаем следующие изменения 
в алгоритме (обозначим их добавочной буквой m в описании алгоритма):

I4m установим начальные значения матрицы переходов ( , ) 0H k k ¢ =  
между всеми номерами уровней энергии E;

S2m установим значения матрицы переходов ( , ) 0H k k ¢ =  между всеми 
номерами уровней;

а3 увеличим значения элемента матрицы переходов M(k, k+1) := 
= M(k, k+1) + 1;

а3 увеличим значения элемента матрицы переходов M(k, k) := 
= M(k, k) + 1.

критерий «ровности» вспомогательной гистограммы заменяем на крите-
рий выполнения условия стохастичности матрицы M, т. е. точности выполне-
ния условия того, что сумма по столбцам матрицы М должна быть единицей. 
таким образом, мы заменяем эмпирическое требование «плоскости» гисто-
граммы на естественное требование стохастичности матрицы, что присуще 
самому процессу блуждания по спектру энергий.

неустойчивость Функции DOS в Методе ванга-ландау

для проверки устойчивости функции плотности состояний энергии был про-
ведён следующий численный эксперимент. в качестве начального состояния 
(шаг I3 алгоритма ванга-ландау) мы выбирали точное аналитическое реше-
ние Биля [Beale, 1996]. алгоритм применялся с различными начальными зна-
чениями параметра f (шаг I5), брались значения от log (f) = 1 до log (f) = 10–9. 
во всех случаях предельное значение ошибки стремилось приблизительно 
к тому, которое показано на рис. 3.

заключение

в работе проанализирован алгоритм ванга-ландау вычисления плотности 
состояний спиновых систем. на примере двумерной модели Изинга без маг-
нитного поля обнаружено, что алгоритм не позволяет вычислить плотность 
состояний в произвольной точностью. напротив, обнаружено, что примене-
ние алгоритма ведёт к отходу от точного состояния. обнаружено также, что 
алгоритм обеспечивает случайное блуждание по состояниям энергии таким 
образом, что матрица переходов между энергиями является стохастической. 
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Это свойство позволяет заменить эмпирическое условие «ровности» гисто-
граммы на естественное условие точности выполнения условия стохастич-
ности матрицы переходов, что позволяет оптимизировать время вычисления. 
тем не менее, по-прежнему это не позволяет повысить точность вычисления. 
необходимо проведение дополнительных исследований по поиску естествен-
ного параметра взамен параметра алгоритма f.
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algoriThm waNg-laNDau: raNDom walk iN eNergy specTrum
L. N. Shchur
Landau Institute for Theoretical Physics, Russian Academy of Sciences,  
Science Center in Chernogolovka, Russian Academy of Sciences

Analysis of the accuracy of density of state estimation using Wang-Landau method was done. 
It is demonstrated using example of two-dimensional Ising model, that method leads ot the 
finite accuracy of estimations. Matrix of transitions in energy spectrum were constructed and 
appears to be the stochastic one. These observation brings possibility to substitute euristic re-
quirement of the histogram flatness with the physical requirement of tuning accuracy of col-
umns in the transition matrix. We formulate question on the midification of Wang-Landau 
method. The possible approach to the effective parallelization were analyzed and provide 
possibility for realizations on the massively parallel supercomputers. Supported by Russian 
Scientific Foundation through the grant 14-21-00158.

Keywords: Monte Carlo method, density of states. Wang-Landau method, transition ma-
trix, accuracy of computations, parallel algorithms.
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This issue is the collection of the papers based on the talks presented at the extended work-
shop “Methods of simulations on supercomputers”, which was held at 1–3 October 2014, in 
Tarusa hotel Interkosmos of the RAS Space Research Institute. It is the workshop in the series 
of extended workshops, devoted to the computer technologies in natural sciences. The first work-
shop was devoted to computer simulations of the actual problems in physics and mechanics and 
papers was published in the issue 1 (Proceedings of the seminar on Computing Technology in 
Science. Iss. 1. Computational Physics / Ed. R. R. Nazirov. M.: KDU, 2009. 288 p.), the second 
workshop was devoted to the discussion of the physical and medical aspects of the research of the 
complex nonlinear processes in the human body (Methods of Non-linear Analysis in Cardiology 
and Oncology: Physicist’s Approaches and Clinical Practice Iss. 2. / Ed. R. R. Nazirov. M.: 
KDU, 2010. 206 p.), the third workshop was devoted to the computer simulations in biology and 
chemistry (Materials of the seminar on Computing Technology in Science. Iss. 3. Computational 
Chemistry and Biology / Eds. R. R. Nazirov, L. N. Shchur. M.: KDU, 2010. 118 p.), the fourth 
was devoted to the discussion of the computer vision in control systems of the mobile objects 
(Computer vision in control systems of the mobile objects: Proceedings of the conference-work-
shop-2010. Iss. 4 / Ed. R. R. Nazirov. M.: KDU, 2011. 328 p.). The fifth workshop was devoted to 
the simulation of events of global scale (Computing Technology in Science. Global scale systems 
/ Eds. R. R. Nazirov, L. N. Shchur. M.: IKI RAN, 2011. 148 p.). Sixth workshop was devoted to 
the investigations of promising computing systems, with emphasis on the conceptual approaches 
and on the development of new methods and tools (Advanced computing: systems, methods and 
concepts. Proceedings of the seminar on Computer Technology in Science / Eds. R. R. Nazirov, 
L. N. Shchur. M.: IKI RAN, 2011. 192 p.). Algorithms and methods in computational physics was 
discussed at the sixth workshop with the special accents on the physical results. Materials may be 
found at the seminar web-pages http://www.iki.rssi.ru/seminar/. на седьмом семинаре обсуж-
дались алгоритмы и методы в области вычислительной физики, причём особый акцент 
делался на обсуждении полученных новых физических результатах. материалы этого се-
минара можно найти на страницах семинара http://www.iki.rssi.ru/seminar/. Eighth work-
shop was transformed into the conference „Infocommunication technologies in scientific research“ 
with the papers published in the double volume issue of journal Information Society. Important 
highlight of the workshop is the active participation of the young scientists, and more than half of 
the talks were done by the young speakers. Seminar was supported through the grant by Russian 
Scientific Foundation 14-21-00158 „Algorithms and methods for mathematical simulations on su-
percomputing systems, including hybrid ones“.

Keywords: simulations, hybrid computing systems, simulations on supercomputers, methods 
and algorithms of parallel computing.
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