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ВВеДение

Уравнения мелкой воды, являясь системой нелинейных гипербо-
лических уравнений, аппроксимируют полную систему уравнений 
Эйлера, описывающую течения несжимаемой жидкости со сво-
бодной поверхностью в поле силы тяжести при пренебрежении 
эффектами вертикальной неоднородности горизонтального поля 
скорости.

Уравнения мелкой воды широко используются для описания 
различных физических явлений. Примером применения двухмер-
ных уравнений мелкой воды к атмосферным течениям является 
классическая работа [Charney et al., 1950], в которой приближение 
мелкой воды используется для задач прогноза погоды. Авторы этой 
статьи проинтегрировали гидродинамические уравнения вдоль 
всей глубины атмосферы, пренебрегая стратификацией плотно-
сти, и, тем самым, получили двухмерные баротропные уравнения. 
Уравнения мелкой воды применяются для описания крупномас-
штабных атмосферных течений, где существенно ускорение Кори-
олиса и его широтные вариации. В частности динамические урав-
нения работы [Charney et al., 1950] сформулированы в терминах 
потенциальной завихренности и функции тока.

Традиционно океанические течения являются важным на-
правлением применения уравнений мелкой воды. Например, в ра-
боте [Hendershott, 1981] приведены результаты моделирования 
крупномасштабных течений на всем земном шаре, учитывающие 
влияние сил, вызываемых воздействием Солнца и Луны. Инте-
ресный пример применения приближения мелкой воды приведён 
в работе [Nihoul, Ronday, 1975], в которой решены усреднённые 
уравнения мелкой воды для остаточных циркуляций. Уравнения 
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в этой статье усреднялись по периоду течения, нелинейные члены 
при таком усреднении описывали суммарный поток импульса (ра-
диационное напряжение), который определяется волновой ком-
понентой течения. Важным приложением уравнений мелкой воды 
является предсказание штормовой картины, а именно, генерация 
течений и вариаций уровня воды, вызванных отношением атмо-
сферного давления к напряжению ветра на водной поверхности 
[Dube et al., 1982; Johns et al., 1982].

Если жидкость расслаивается по причине разной солёности, то 
полученный в результате слоистый поток очень похож на течение 
мелкой воды. Пример использования многослойной модели мел-
кой воды приведён в работе [Garvine, 1987]. Схожая многослойная 
модель использовалась в статье [Dowling, Ingersoll, 1989] для мо-
делирования и описания Большого Красного Пятна в атмосфере 
Юпитера.

Также следует отметить актуальные применения приближений 
мелкой воды для описания гидравлических течений [Alcrudo, Gar-
cia-Navarro, 1993; Stelling, 1983], береговых течений [Wind, Vreug-
denhil, 1986], течений в реках [Ogink et al., 1986] и озёрах [Platzman, 
1972], течений в водозаборниках, технических сужениях и лотках 
[Stoker, 1957], моделирования цунами [Shokin, Chubarov, 1980; 
Марчук и др., 1983], распространения волн прорыва и приливных 
бор в реках [Simons, 1980], распространения тяжёлых газов и при-
месей в атмосферах планет [Dowling, Ingersoll, 1989], атмосферных 
движений крупных масштабов, используемых при предсказании 
погоды [Charney et al., 1950; Gottelmann, 1999; Spotz et al., 1998].

Нелинейный характер уравнений мелкой воды в случае не-
однородной подстилающей поверхности означает, что использо-
вание аналитических методов решения может иметь успех только 
при очень специальных условиях и для их решения приходится ис-
пользовать численные методы. Гиперболичность уравнений мел-
кой воды определяет, кроме гладких, наличие и разрывных реше-
ний. Даже в случае, когда начальные условия являются гладкими, 
нелинейный характер уравнений, наряду с их гиперболичностью 
за конечное время может привести к разрывному решению. В га-
зовой динамике разрывные решения ассоциируются с ударными 
волнами и контактными разрывами. В контексте уравнений мел-
кой воды разрывы связываются, с гидравлическими прыжками, 
сильными приливными течениями с распространением быстрых 
атмосферных фронтов. Простые автомодельные решения гипербо-
лических систем уравнений — основополагающие в исследовании 
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нелинейных волновых явлений, поскольку позволяют найти точ-
ное решение задачи распада произвольного разрыва.

Задача о распаде произвольного разрыва для уравнений мел-
кой воды столь же важна, как и аналогичная проблема в газовой 
динамике [Ogink et al., 1986; Wind, Vreugdenhil, 1986], поскольку её 
решение позволяет объяснить целый ряд нелинейных явлений, со-
провождающих течение несжимаемой жидкости со свободной гра-
ницей в поле силы тяжести [Беликов, Семенов, 1997; Вольцингер, 
Пясковский, 1977; Lighthill, 1957; Stoker, 1948; Vreugdenhil, 1994]. 
Кроме того, решение этой задачи существенно расширяет возмож-
ности численного моделирования этих уравнений без явного выде-
ления разрывов функций, типа метода Годунова [Ландау, Лифшиц, 
1988; Шокин, Яненко, 1985; Уизем, 1977].

Уравнения мелкой воды, описывающие течение несжимаемой 
жидкости со свободной границей в поле силы тяжести, совпада-
ют с видом уравнений движения политропного газа с показателем 
адиабаты, равным двум. Это позволяет перенести в теорию мелкой 
воды все непрерывные решения для идеального газа [Wind, Vreug-
denhil, 1986]. Однако эта аналогия не распространяется на разрыв-
ные течения мелкой воды [Ogink et al., 1986], поскольку для такой 
задачи отличаются условия на поверхностях разрыва. В целом ряде 
важных обобщений уравнений мелкой воды, связанных, напри-
мер, с учётом неоднородности подстилающей поверхности или 
описанием действующих на систему дополнительных внешних 
сил, описанная аналогия также отсутствует.

В работе [Марчук и др., 1983] проводится обобщение класси-
ческой теории мелкой воды на случай течений над неровной под-
стилающей поверхностью. Показано, что обобщение простейших 
решений классической системы на случай неоднородного дна осу-
ществимо для единственного класса подстилающих поверхностей, 
для которых и только для которых существуют решения типа про-
стой волны. Вследствие того, что описанный класс поверхностей 
составляют плоскости, расположенные под некоторым углом к го-
ризонту, основное внимание было уделено решениям соответству-
ющей системы уравнений.

В настоящей работе получены основные частные решения 
для уравнений мелкой воды над наклонной плоскостью и пока-
зана принципиальная невозможность существования решений 
типа простой волны в областях непостоянства профиля подсти-
лающей поверхности. Показано, что характеристики уравнений 
над наклонной плоскостью являются ветвями парабол, имеющих 
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касание второго порядка с характеристиками соответствующей 
системы уравнений мелкой воды над ровной поверхностью. Это 
позволяет оценить временной интервал, на котором решение урав-
нений Сен-Венана для наклонной плоскости можно приближён-
но заменить решениями классической системы уравнений мел-
кой воды и оценить величину отклонения как функцию времени. 
Выявлено, что решения типа простой волны уплотнения могут 
существовать лишь ограниченное время и так же, как и в случае 
классических уравнений мелкой воды, по истечении этого време-
ни разрыв производных переходит в разрыв самих функций. Полу-
чена оценка минимального промежутка времени, в течение кото-
рого две произвольные характеристики одного семейства простой 
волны уплотнения пересекаются, переводя решения в класс раз-
рывных функций. Найдена замена координат, переводящая одно-
мерную систему уравнений Сен-Венана в систему классических 
уравнений мелкой воды и получены достаточные условия для су-
ществования этой замены.

В работе сформулирована и решена задача о распаде про-
извольного разрыва для уравнений мелкой воды над наклонной 
плоскостью. Использовано невырожденное преобразование за-
висимых и независимых переменных, сводящее уравнения Сен-
Венана для наклонной плоскости к классическим уравнениям 
мелкой воды. Предложенный в данной главе путь решения задачи 
допускает обобщение для неоднородностей других классов, для ко-
торых нахождение частных решений затруднительно, а зачастую 
и невозможно. Приведены решения базовой задачи о распаде про-
извольного разрыва для классических уравнений мелкой воды над 
однородной поверхностью. Полученный здесь независимый вывод 
этих решений ориентирован прежде всего на математиков и фи-
зиков и представляет самостоятельный методический интерес для 
обобщений теории мелкой воды на случаи неоднородных подсти-
лающих поверхностей и областей с препятствиями.

В работе изучаются течения мелкой воды на ровной поверхно-
сти при наличии слабых вертикальных неоднородностей началь-
ных условий. Приближение мелкой воды для полных уравнений 
гидродинамики в этом случае содержит дополнительные члены, 
получаемые вследствие усреднения нелинейных слагаемых в ис-
ходных гидродинамических уравнениях [Stelling, 1983], описыва-
ющие адвективный перенос импульса вследствие зависимости го-
ризонтальных течений мелкой воды от вертикальной координаты. 
Как и во всякой сильно нелинейной системе уравнений, усред-



нённые нелинейные слагаемые требуют параметризации, опреде-
ляемой постановкой задачи. В работе предложена наиболее про-
стая аппроксимация адвективного слагаемого модифицированных 
уравнений мелкой воды, допускающая теоретический анализ.

Получены основные частные решения для модифицирован-
ных уравнений мелкой воды, проведён сравнительный анализ 
практически наиболее важных решений. Обнаружены качественно 
новые эффекты, существенно влияющие на область применимости 
полной газодинамической аналогии. Особое внимание уделено ав-
томодельным решениям, играющим ключевую роль в методах чис-
ленного расчёта, заимствованных из газовой динамики. Это позво-
ляет сформулировать и решить для такой системы классическую 
задачу о распаде произвольного разрыва.

Конструируется решение задачи Коши для уравнений мел-
кой воды с кусочно-постоянными начальными условиями. Пока-
зано, что учёт вертикальных неоднородностей исключает одну из 
конфигураций, реализуемых для классических уравнений мелкой 
воды. В частности, в нашем случае отсутствует зона вакуума, ха-
рактерная для классического решения.

Данный материал основан на курсе лекций, читаемом док-
тором физико-математических наук, заведующим теоретическим 
сектором Федерального государственного бюджетного учреж-
дения науки Института космических исследований Российской 
академии наук (ИКИ РАН)), профессором Московского физико-
технического института (Государственного университета) Петро-
сяном А. С. для студентов кафедры космической физики и может 
служить для них учебным пособием, в котором содержатся главы 
курса гидродинамики, не нашедшие отражения в существующих 
учебниках. Изложенный материал может быть полезен студентам 
и аспирантам, специализирующимся в области гидродинамики.
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Глава 1. АВтомоДельные течения мелкой ВоДы  
нА нАклонной ПлоСкоСти

1.1. инварианты Римана для уравнений мелкой воды  
над неоднородной поверхностью

В настоящем разделе мы выпишем инварианты Римана для си-
стемы уравнений Сен-Венана. Запишем одномерную нестацио-
нарную систему уравнений течения мелкой воды над неоднород-
ной поверхностью, задаваемой функцией z = z(x, y) (уравнения 
Сен-Венана):

 2

( ) 0,

( ) ( ) ( ) 0,

h hu
t x
hu hu h zgh
t x x

ìï¶ ¶ï + =ïï¶ ¶ïíï¶ ¶ ¶ +ïï + + =ï ¶ ¶ ¶ïî

 (1.1)

где h — высота свободной поверхности; u — скорость течения.
Для дальнейших преобразований удобнее использовать ма-

тричную форму системы (1.1):

 
0

.

h h
u ht x zu g u u g

xt x

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ æ öç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç÷ ÷ ç ÷÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷ç ç ÷ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç÷ ÷ç ç è ø÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

¶ ¶
¶ ¶+ ´ = ¶¶ ¶ -

¶¶ ¶

 (1.2)

Рассмотрим матрицу А:

 .
u h
g u

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø
=A  (1.3)

Система уравнений (1.2) является гиперболической в широком 
смысле, если матрица А обладает двумя независимыми веществен-
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ными собственными векторами и соответствующими различными 
собственными числами. Итак, для определения вида системы (1.2) 
найдём собственные числа матрицы А:

 2det ( ) ,
u h

u gh
g u

λ
λ

λ

-
= - -

-
 (1.4)

откуда
 1.2 .u ghλ = ±  (1.5)

Введём традиционное обозначение:

 .c gh=  (1.6)
Таким образом, в нашем случае система уравнений (1.2) имеет 

два различных вещественных собственных значения с двумя соот-
ветствующими собственными векторами:

1 ,1 ,c
h

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
= -



  (1.7)

2 ,1 .c
h

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
=



  (1.8)

Естественно, что наличие дополнительного слагаемого в си-
стеме (1.1), преобразованного в свободный член системы (1.2), 
не нарушило гиперболичности уравнений. Поэтому дальнейшее 
изучение системы (1.2) удобнее проводить, записав её в инвариан-
тах Римана. Для этого сначала приведём систему (1.2) к характери-
стическому виду умножением на соответствующие собственные 
вектора. Умножая (1.2) на левый собственный вектор 1,  имеем:

 
2

.c h h u h u u c zu h c u
h t x x x t x h x

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶
- + + - + + =-

¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶
 (1.9)

И окончательно:

 
2

( ) ( ) .c h h u u c zu c u c
h t x t x h x

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

¶ ¶ ¶ ¶ ¶
- + - + + - =-

¶ ¶ ¶ ¶ ¶
 (1.10)

Аналогично, умножая (1.2) на правый собственный вектор 2,  
имеем:

 
2

( ) ( ) .c h h u u c zu c u c
h t x t x h x

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

¶ ¶ ¶ ¶ ¶
+ + + + + =-

¶ ¶ ¶ ¶ ¶
 (1.11)
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Внесём 
c
h

 под знак дифференцирования, для этого найдём 

функцию φ(h) такую, что ;c
h h
φ¶
=

¶
 действительно, считая h функ-

цией φ, имеем:

 ,h h
t t

φ

φ

¶ ¶ ¶
=

¶ ¶ ¶
 (1.12)

 .h h
x x

φ

φ

¶ ¶ ¶
=

¶ ¶ ¶
 (1.13)

Таким образом:

 ( ) .ghch dh dh
h h

φ = =ò ò  (1.14)

Осуществляя интегрирование в (1.14), имеем:

 ( ) 2 .h ghφ =  (1.15)

Выполним замену зависимых переменных u, h на r, s. Такая 
замена впервые была предложена Риманом для уравнений газо-
вой динамики. Переменные r, s носят названия инвариантов Ри-
мана, поскольку вид уравнений, записанных в этих переменных, 
инвариантен относительно замены независимых переменных, 
определяемой переходом от лагранжевых координат к эйлеровым 
и наоборот.

Итак, выпишем выражения для r, s и u, h, определяющие фор-
мулы перехода:
 ( ),r u hφ= +  ( ),s u hφ= -  (1.16)
откуда

 ,
2

r su +
=  

2( ) .
16

r sh
g

-
=  (1.17)

Далее, преобразуя полученные формулы (1.10), (1.11) и комби-
нируя соответствующие слагаемые, имеем для s(x, t):

1 3
4 4

8 ( ) 1 3 ( )
( ) 8 4 4 8

r s r sr s
t t x x

g r s r s r s r sr s
r s g t t g x x

æ ö æ öæ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç çè ø è øè ø
æ öæ ö æ ö æ öç ÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç ççç è ø è ø è øè

¶ ¶ ¶ ¶
+ + + + -

¶ ¶ ¶ ¶

- ¶ ¶ - ¶ ¶
- - + + -

- ¶ ¶ ¶ ¶
2 ,zg

x

÷÷÷÷÷÷÷÷ø

¶
=-

¶



11

откуда:

1 1 3 1 3
2 4 4 4 4

.

r s r s r s r sr s r s
t t x x t t x x

zg
x

æ öæ ö æ öæ ö÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç çè øè ø è øè ø

é ù¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ê ú+ + + + - + - + - =ê ú¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ë û
¶

=-
¶

После сокращений и приведения подобных слагаемых 
получим

 
1 3 .
4 4

s s zr s g
t x x

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

¶ ¶ ¶
+ + =-

¶ ¶ ¶
 (1.18)

Аналогично для r(x, t):
3 1
4 4

3 1( )
4 48 ( )

( ) 8 8

r s r sr s
t t x x

r s r s
g r s r s r s

r s g t t g x x

æ ö æ öæ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç çè ø è øè ø
æ æ öç ÷ç ÷ç ç ÷ç ç ÷ç ç ÷ç çæ ö æ ö÷ç ç ÷÷ ÷÷ç ççç è ø÷ ÷ç çç ÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è øè

¶ ¶ ¶ ¶
+ + + + -

¶ ¶ ¶ ¶

- +
- ¶ ¶ ¶ ¶

- - + + -
- ¶ ¶ ¶ ¶

2 .zg
x

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ø

¶
=-

¶

Откуда:

1 3 1 3 1
2 4 4 4 4

.

r s r s r s r sr s r s
t t x x t t x x

zg
x

æ öæ ö æ öæ ö÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç çè øè ø è øè ø

é ù¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ê ú+ + + + - + - + - =ê ú¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ë û
¶

=-
¶

И окончательно:

 
3 1 .
4 4

r r zr s g
t x x

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

¶ ¶ ¶
+ + =-

¶ ¶ ¶
 (1.19)

1.2. частные решения уравнений мелкой воды  
на наклонной плоскости. Преобразование уравнений  
Сен-Венана в классические уравнения мелкой воды

Система уравнений (1.18), (1.19) принципиально отличается от со-
ответствующей системы в инвариантах Римана для модели мелкой 
воды над горизонтальной плоскостью. Наличие в левой части 
функции g z x- ¶ ¶  приводит к неприменимости классического ре-
шения типа волны Римана. По определению, принятому в газо-
вой динамике, волной Римана (бегущей волной) называют тече-
ние, в котором постоянен один из инвариантов Римана. В случае 
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постоянства r-инварианта r (x, t) = r (x0, t0) = r0 = const говорят 
о волне Римана, обращённой назад, а при постоянстве s-инвариан-
та s(x, t) = s(x0, t0) = s0 = const — о волне Римана, обращённой впе-
рёд. В волне, обращённой назад, удовлетворяется тождественно 
уравнение для r-инварианта, а в волне, обращённой вперёд, — 
уравнение для s-инварианта. Однако для системы уравнений 
(1.18), (1.19) такие решения непригодны.

Определим волной Римана, обращённой назад, решение, в ко-
тором тождественно удовлетворяется уравнение (1.18) и, соответ-
ственно, волны, обращённой вперёд, — решение, в котором тожде-
ственно удовлетворяется уравнение (1.19). Корректность данного 
определения будет установлена ниже.

Найдём выражение для r (x, t), тождественно удовлетворяющее 
уравнение (1.19) в некоторой области (x, t). Заметим, что для этого 

необходимо равенство нулю множителя перед 
3 1 ,
4 4

r s
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

+  посколь-

ку r (x, t) и s(x, t) линейно независимы. Следовательно, 0.r x¶ ¶ º  
Однако, если также и 0,r t¶ ¶ º  то уравнение (1.19) не может быть 
удовлетворено. Таким образом, r (x, t) — функция только времени, 
т. е. r = r (t), откуда, очевидно, ( ) 0x r t¶ ¶ ¶ ¶ º  и, значит, 

( ) 0.x g z x¶ ¶ - ¶ ¶ º  Следовательно, решение, в котором тожде-
ственно удовлетворяется уравнение (1.18), может существовать 
только для подстилающих поверхностей, задаваемых уравнением 
для z(x), таким, что 2 2 ( ) 0,x z¶ ¶ º  т. е. функция z = kx + z0 — ли-
нейна. Для иных зависимостей, определяющих подстилающую по-
верхность, решения типа простой волны Римана не существует. 
Поэтому в дальнейшем будем считать const.z x k¶ ¶ = º

Итак,
 0r gkt r=- +  (1.20)
удовлетворяет уравнению (1.19) тождественно; подставляя (1.20) 
в уравнение (1.18), имеем:

 0
3 1 1 .
4 4 4

s ss gkt r gk
t x

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

¶ ¶
+ - + =-

¶ ¶
 (1.21)

Как нетрудно видеть, вдоль X(t) — интегральных кривых 
уравнения:

 0
3 1 1 ,
4 4 4

dx u c s gkt r
dt

= - = - +  (1.22)
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иначе называемых характеристиками, уравнение (1.21) примет вид

 .s dx s dsgk gk
t dt x dt

¶ ¶
+ =- Û =-

¶ ¶
 (1.23)

Проинтегрируем уравнение (1.23):

 
0

( ( ), ) ( (0), 0).
t dss X t t dt gkt s X

dt
= =- +ò  (1.24)

Теперь, подставляя выражение (1.24) в уравнение (1.22), 
имеем:

0
0

3 ( (0), 0)1 13 3 ( (0), 0) .
4 4 4

s X rdx gkt s X gkt r gkt
dt

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

+
= - + - + =- +  (1.25)

Осуществляя интегрирование в (1.25), нетрудно получить вы-
ражение для X(t) в явном виде:

 2 0

0

3 ( (0), 0)1( ) (0).
2 4

t s X rdxX t dt gkt t X
dt

+
= =- + +ò  (1.26)

Очевидно, что в плоскости (x, t) интегральные кривые (1.26) 
являются параболами, откуда следует, что решения уравнений 
мелкой воды над наклонной плоскостью отличаются от решений 

классических уравнений мелкой воды слагаемым 21 ,
2

gkt-  что по-
зволяет оценить точность приближения решения уравнений Сен-
Венана решениями классических уравнений как функцию 
времени.

Аналогичные соотношения, с точностью до обозначений, по-
лучаются для волны Римана, обращённой назад:
 0;s gkt s=- +  (1.27)

 ( ( ), ) ( (0), 0);r X t t gkt r X=- +  (1.28)

 2 03 ( (0), 0)1( ) (0).
2 4

r X s
X t gkt t X

+
=- + +  (1.29)

Если в некоторой области (x, t) волны Римана, обращённой 

назад, выполняется 0,s
x

¶
>

¶
 то интегральные кривые (1.29) расхо-

дятся, и, учитывая соотношения (1.17), имеем: 0
1 ( ),
2

u r s= +  откуда: 
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1 0
2

u s u
x x x

¶ ¶ ¶
= Û >

¶ ¶ ¶
 и, с учётом первого уравнения системы (1.1), 

имеем: 0,h
x

¶
<

¶
 т. е. h — убывает. Таким образом, мы имеем волну 

разряжения. Если же в некоторой области (x, t) выполняется 
0,s

x
¶

<
¶

 то интегральные кривые (1.29) сходятся, и мы имеем волну 
сжатия. Для области (x, t), в которой выполняется 0,s

x
¶

=
¶

 характе-
ристики представляют собой параллельные прямые, и тогда имеем 
зону равноускоренного течения.

Такие же (с точностью до знака) результаты получаются для 

волны, обращённой вперёд (s(x, t) = s0 = const). Для 0r
x

¶
<

¶
 имеем 

волну разряжения, для 0r
x

¶
>

¶
 — сжатия, а при 0r

x
¶

=
¶

 — зону рав-
ноускоренного течения.

Используя выражения (1.18), (1.19), укажем соотношения 
в простых волнах. Итак, для волны Римана, обращённой назад, по-
лучаем следующую зависимость:

 
0 0

0 0

( , ) 2 ( , ) 2 ,
( , ) 2 ( , ) ( , 0) 2 ( , 0),

3 ( , 0) 3 ( , 0)
.

4 2

u x t c x t gzt u c
u x t c x t gzt u x c x

u x u c c xdx gkt
dt

ìï + - = +ïïï - - = -ïíï + -ïï = + -ïïïî

 (1.30)

В случае волны Римана, обращённой вперёд, имеем соотно-
шения:

 
0 0

0 0

( , ) 2 ( , ) 2 ,
( , ) 2 ( , ) ( , 0) 2 ( , 0),

3 ( , 0) 3 ( , 0)
.

4 2

u x t c x t gzt u c
u x t c x t gzt u x c x

u x u c x cdx gkt
dt

ìï - - = -ïïï + - = +ïíï + -ïï = + -ïïïî

 (1.31)

Укажем практически важный частный случай бегущей волны. 
Волна Римана, обращённая назад (r (x, t) = r0 = const), называется 
центрированной, если характеристики (1.20) образуют пучок кри-
вых, выходящих из одной точки ( , ).x t  Обозначим s  — параметр, 
принимающий все значения с отрезка [ ( 0, ), ( 0, )].s x t s x t- + 

   Для 
упрощения записи положим 0,t =  0.x =  Тогда решение задаётся 
условиями:
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0 0

20 0

( , ) 2 ( , ) 2 ,
3 2 1 .

4 2

u x t c x t gzt u c
s u c

x t gkt

ìï + - = +ïïïí + +ï = -ïïïî


 (1.32)

Аналогично для центрированной волны Римана, обращённой 
вперёд (s(x, t) = s0 = const), обозначая r  — параметр, принимаю-
щий все значения с отрезка [ ( 0, ), ( 0, )],r x t r x t- + 

   имеем:

 
0 0

20 0

( , ) 2 ( , ) 2 ,
3 2 1 .

4 2

u x t c x t gzt u c
r u c

x t gkt

ìï - - = -ïïïí + -ï = -ïïïî


 (1.33)

Следует обратить особое внимание на то, что, как видно из со-
отношений (1.32), (1.33), у системы (1.1) не существует непрерыв-
ных автомодельных решений. Это формально усложняет числен-
ный расчёт задач, описываемых данной системой.

Так же как и в классическом случае, решение типа простой 
волны уплотнения могут существовать только ограниченное вре-
мя, поскольку в волне сжатия характеристики соответствующего 

семейства сходятся с ростом времени и градиенты ,u
x

¶
¶

 
h
x

¶
¶

 возрас-

тают по абсолютной величине, вплоть до момента t = t0, при кото-
ром характеристики пересекаются, а указанные градиенты стано-
вятся неограниченными. Укажем промежуток времени Δt, за 
который характеристики r-волны уплотнения X1(t), X2(t) 
пересекутся:

 2 1

1 2 1 2

( (0) (0))4 .
3 ( (0), 0) ( (0), 0) 2( ( (0), 0) ( (0), 0))

X X
t

u X u X c X c X
∆

-
=

- - -
 (1.34)

Используя формулу (1.34), нетрудно вычислить время суще-
ствования непрерывного решения Δtmin:

 { }
1 2

min ,

4 1min max .
( , 0) ( , 0)3 2

X X x
t t

u x c x
x x

∆ ∆
ì üï ïï ï= =- ï ïï ïí ý¶ ¶ï ï-ï ïï ï¶ ¶ï ïî þ

 (1.35)

Аналогичные соотношения получаются для s-волны уплот-
нения:

 2 1

1 2 1 2

( (0) (0))4 ,
3 ( (0), 0) ( (0), 0) 2( ( (0), 0) ( (0), 0))

X X
t

u X u X c X c X
∆

-
=

- + -
 (1.36)
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 { }
1 2

min ,

4 1min max .
( , 0) ( , 0)3 2

X X x
t t

u x c x
x x

∆ ∆
ì üï ïï ï= =- ï ïï ïí ý¶ ¶ï ï+ï ïï ï¶ ¶ï ïî þ

 (1.37)

Таким образом, по истечении времени Δtmin, волна уплотнения 
переходит в разрывное решение. Как известно из теории гипербо-
лических систем, огибающая пересечений характеристик для слабо 
нелинейных систем, к которым относится система (1.1), также яв-
ляется характеристикой.

Получим условия, которые должны выполняться на линиях 
разрыва решений. Для этого перепишем систему (1.1) в дивергент-
ном виде:

 2 2

0,

1 .
2

h hu
t x
hu hu h zg gh
t x x x

ìï¶ ¶ï + =ïï¶ ¶ïíï¶ ¶ ¶ ¶ïï + + =-ï ¶ ¶ ¶ ¶ïî

 (1.38)

Проинтегрируем уравнения (1.38) по произвольной области G, 
гомеоморфной квадрату на плоскости (x, t):

 2 2

0,

1 .
2

G

G G

h hu dG
t x

hu hu h zg dG gh dG
t x x x

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø

ìï ¶ ¶ï + =ïï ¶ ¶ïïíï ¶ ¶ ¶ ¶ïï + + =-ïï ¶ ¶ ¶ ¶ïî

òò

òò òò
 (1.39)

Преобразуем объёмные интегралы, входящие в левую часть си-
стемы (1.39), используя формулу Грина:

 
2 2

( ) 0,

1( ) .
2

G

G G

hdx hu dt

zhu dx hu gh dt gh dx dt
x

¶
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø¶

ìï - =ïïïïïí ¶ïï - + =-ïï ¶ïïî

ò

ò òò





 (1.40)

Система (1.40) представляет наиболее общие соотношения, 
которые, являясь интегральной записью законов сохранения, 
должны выполняться для произвольного контура ,G¶  и в частно-
сти, для содержащего линию разрыва входящих функций.

Пусть x = x(t) — уравнение линии разрыва обладает непрерыв-
ной касательной на отрезке [t1, t2]. Полагая, что функции u(x, t), 
h(x, t) терпят разрыв только на линии x(t), обозначим:
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1 2( ) 0 ( ) 0

1 2( ) 0 ( ) 0

( ) lim ( , ), ( ) lim ( , ),

( ) lim ( , ), ( ) lim ( , ).
x x t x x t

x x t x x t

u t u x t u t u x t

h t h x t h t h x t
® - ® +

® - ® +

üï= = ïïýï= = ïïþ

 (1.41)

Возьмём в качестве G¶  контур АВСЕ, бесконечно близко при-
мыкающий линиями АВ и СЕ к линии разрыва x(t), сверху и снизу 
от неё соответственно (рис. 1.1).

Введя в рассмотрение скорость разрыва ( ) ( ),D D t x t¢= =  отку-
да dx = D(t) dt, имеем:

 2 2 2 2

( ) ( ) 0,

1 1
2 2

.

AB CE

AB CE

G

Dh hu dt Dh hu dt

Dhu hu gh dt Dhu hu gh dt

zgh dx dt
x

æ ö æ öæ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çç ç÷ ÷÷ ÷ç çç ç÷ ÷÷ ÷ç çç ç÷ ÷÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç÷ ÷ç çç çè ø è øè ø è ø

ìïï - - - =ïïïïïïïï - + - - + =íïïïïï ¶ï=-ïï ¶ïïî

ò ò

ò ò

òò

 

 

 (1.42)

В силу произвольности контура АВСЕ соотношения (1.42) 
эквивалентны следующим условиям для подынтегральных 
выражений:

 
1 1 1 2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

,
1 1 .
2 2

Dh h u Dh h u

Dh u h u gh Dh u h u gh
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø

üï- = - ïïïýï- + = - + ïïïþ

 (1.43)

Рис. 1.1. Линия разрыва x(t), окружённая контуром АВСЕ, бесконечно 
близко примыкающим к ней линиями АВ и СЕ сверху и снизу
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Или, используя оператор [ ] для обозначения скачка функций 
u(x, t), h(x, t) на разрыве x(t) и соотношений (1.41):

 2 1

2 1

( ) ( ),
( ) ( ),

u u t u t

h h t h t

üé ù ï= - ïë û ïýé ù ï= - ïë û ïþ
 (1.44)

получим общий вид условий на разрыве:

 2 2

,
1 .
2

D h hu

D hu hu gh

üé ù é ù ï= ïë û ë û ïïé ù ýé ù ïê ú= + ïë û ê ú ïïë û þ

 (1.45)

Таким образом, условия на разрыве (1.45) совпадают с услови-
ями Гюгонио для мелкой воды над горизонтальной поверхностью. 
Теперь путём несложных преобразований получаем связь между 
значениями основных функций и скорости разрыва:

1 1 2 2

1 2
2 2 2

2 21 1 2 2 1 1 2 2 1 2
1 2 1 2

1 2

,

( ) ( )( ) 1( ) .
( ) 2

h u h u
D

h h

h u h u h u h u h h
gH h h g h h

h h
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

üï- ï= ïï- ïïýï- - - - ïï= - + - ïï- ïþ

 (1.46)

Отсюда находим:

 1 2
1 2 1 2

1 2

( )1( ) ,
2

h h
u u h h g

h h
+

= - -  (1.47)

т. е. условия на сильном разрыве для рассматриваемой системы 
тождественно совпадают с условиями на разрыве для классической 
системы уравнений мелкой воды. Однако в отличие от классиче-
ского случая описанные сильные разрывы имеют параболическую 
траекторию и распространяются с постоянным ускорением, рав-
ным –gk.

Анализ результатов п. 1.2 позволяет предъявить в явном виде 
невырожденную замену зависимых и независимых переменных, 
сводящую систему (1.1) к классической системе уравнений мелкой 
воды над ровной поверхностью.

Действительно, полагая, как и прежде, что const,
z

k
x

¶
= =

¶
 пе-

репишем (1.1) в виде:

 
0,h h uu h

t x x
u h ug u g k
t x x

ìï¶ ¶ ¶ï + + =ïï¶ ¶ ¶ïíï¶ ¶ ¶ï + + =-ïï¶ ¶ ¶ïî

 (1.48)
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и сделаем следующую замену переменных:

 
21 ,

2
,

x x gkt

t t

ìïï = +ïïíïï =ïïî





 (1.49)

т. е.

 
,

.

gkt
t t x

x x

ìï ¶ ¶ ¶ï = +ïï¶ ¶ ¶ïíï ¶ ¶ï =ïï¶ ¶ïî









 (1.50)

Как нетрудно убедиться, преобразование (1.49) является не-
вырожденным, поскольку обладает положительно определённым 
якобианом:

 
1 0

det det 1.
1

t t
t xI
x x gkt
t x

¶ ¶
¶ ¶= = =
¶ ¶
¶ ¶

 

 

 (1.51)

Таким образом, применяя (1.50) к (1.48), имеем:

 
( ) 0,

( ) .

h h uu gkt h
t x x
u h ug u gkt g k
t x x

ìï¶ ¶ ¶ï + + + =ïï¶ ¶ ¶ïíï¶ ¶ ¶ï + + + =-ïï¶ ¶ ¶ïî





 





 

 (1.52)

Перекомбинировав соответствующим образом слагаемые 
в (1.52), получим:

 

( )( ) 0,

( ) ( )( ) 0.

h h u gktu gkt h
t x x
u gkt h u gktg u gkt

t x x

ìï¶ ¶ ¶ +ï + + + =ïï¶ ¶ ¶ïíï¶ + ¶ ¶ +ï + + + =ïï ¶ ¶ ¶ïî







 

 





 

 (1.53)

Осуществляя в (1.53) замену u u gkt® -  зависимой перемен-
ной u, получаем классическую систему уравнений мелкой воды:

 
0,

0.

h h uu h
t x x
u h ug u
t x x

ìï¶ ¶ ¶ï + + =ïï¶ ¶ ¶ïíï¶ ¶ ¶ï + + =ïï¶ ¶ ¶ïî







 

 



 

 (1.54)

Такая замена эквивалентна переходу в неинерциальную систе-
му отсчёта, движущуюся с постоянным ускорением gk вдоль оси x. 



Если k ≠ const, то такая замена в общем случае невозможна из-за 
возникновения дополнительных динамических сил, которые при-
водят к вырождению якобиана (1.51). Таким образом, в случае, 
когда подстилающая поверхность является наклонной плоско-
стью переход в соответствующую неинерциальную систему отсчё-
та (т. е. замена координат) позволяет устранить свободный член 
в одномерной системе уравнений Сен-Венана (1.1) и оперировать 
с обычной системой уравнений мелкой воды (1.54).
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Глава 2. ЗАДАчи РимАнА Для уРАВнений  
мелкой ВоДы нА нАклонной ПлоСкоСти

2.1. Формулировка задачи Римана

В данном параграфе мы сформулируем задачу о распаде про-
извольного разрыва для уравнений мелкой воды на ровной 
поверхности:

 
2 2

0,

1 0,
2

h hu
t x
hu gh hu
t x

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

ìï¶ ¶ï + =ï¶ ¶ïïíï¶ ¶ï + + =ïï ¶ ¶ïî

 (2.1)

где h(x, t) — глубина слоя жидкости; u(x, t) — скорость жидкости; 
g — ускорение свободного падения.

В качестве условий Коши используются произвольные кусоч-
но-постоянные начальные значения при t = 0 для левого (x < 0) 
и правого (x > 0) полупространств:

 








1 1

2 2

, , 0;
, , 0.

u u h h x
u u h h x

ìï = = <ïíï = = >ïî
 (2.2)

Разрыв (2.2) начальных условий двух полубесконечных жидко-
стей, характеризуемых постоянными параметрами 1,u  1h  и 2,u  2h  
и граничащих в начальный момент t = 0 вдоль плоскости Х = 0, бу-
дем называть произвольным разрывом. Определение течения, воз-
никающего при t > 0 для этих начальных условий, назовём задачей 
о распаде произвольного разрыва. Так же как и в газовой динами-
ке, эта задача сводится к нахождению плоскосимметричных одно-
мерных течений, удовлетворяющих интегральным законам сохра-
нения для системы уравнений (2.1) с начальными условиями (2.2):
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2 2

0,

1 0.
2

C

h dx hu dt

hu dt gh hu dx

üï- = ïïïïýé ù ïïê ú- + = ïê ú ïïë û þ

ò

ò





 (2.3)

Уравнения (2.3) определяют соотношения на поверхностях 
разрывов, которые должны соблюдаться для устойчивых решений. 
Таким образом, изначально произвольный разрыв будет эволюци-
онировать, распадаясь на несколько устойчивых разрывов, вклю-
чающих гидродинамический прыжок и слабый разрыв. Условия 
динамической совместности разрывных решений, дополненные 
условием устойчивости (диссипация энергии) для гидродинамиче-
ского прыжка, определяют конфигурацию устойчивых разрывов, 
которые вместе с непрерывными течениями описывают эволюцию 
произвольных начальных данных.

Уравнения (2.3) инвариантны относительно преобразования 
подобия независимых переменных: ,t kt¢ =  ,x kx¢ =  k > 0. Отсюда, 
из условия единственности решения задачи, следует их автомо-
дельность [Wind, Vreugdenhil, 1986]. Пусть:

 
( , ) ( , ) ( , ),
( , ) ( , ) ( , ),

u x t u x t u kx kt
h x t h x t h kx kt

ü¢ ¢ ï= = ïýï¢ ¢ ¢ ¢= = ïþ
 (2.4)

тогда, полагая 
1 0,k
t

= >  имеем:

 
( , ) ,1 ,

( , ) ,1 .

x xu x t u u
t t
x xh x t h h
t t

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø

üïï= = ïïïïýïï= = ïïïïþ





 (2.5)

Таким образом, согласно (2.5), построение автомодельного ре-
шения задачи о распаде произвольного разрыва состоит в согласо-
вании элементарных решений типа: постоянные течения, центри-
рованные волны, гидродинамические прыжки — и в определении 
параметров, характеризующих их области определения.

Схематически автомодельная картина возникающего течения 
на плоскости (х, t) изображается одной из пяти возможных конфи-
гураций (рис. 2.1).

Отсутствие иных конфигураций, кроме вышеуказанных, обе-
спечивается теоремой Цемплена и её простейшими следствиями 
[Wind, Vreugdenhil, 1986]. Рассмотрение задачи о распаде будем 
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проводить следующим способом: отправляясь от конкретных ус-
ловий (2.2), которые реализуют какую-то одну из указанных кон-
фигураций, непрерывно изменяя параметры задачи (2.3), будем 
также непрерывно менять решение, переходя при этом через кри-
тические значения параметров, отделяющих одну конфигурацию 
от другой. Перейдём в систему координат, в которой справа жид-
кость покоится, т. е. в новую систему координат:

Рис. 2.1. Конфигурации течения: а — «две волны разряжения»; б — «две 
волны разряжения и зона вакуума»; в — «два гидродинамических прыж-
ка»; г — «волна разряжения – гидродинамический прыжок»; д — «гидро-

динамический прыжок – волна разряжения»
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 1 2,
0,

lu u u u
x

ìï = = -ïíï <ïî

 

 2 2 0,
0.

ru u u u
x

ìï = = - =ïíï >ïî

 

 (2.6)

Пусть для определённости: h = hl = h1 > h = hr = h2. Предпо-
ложим, что условия (2.2) определяют «ю две волны разряжения». 
В рамках этого предположения получим соотношения, которым 
должны удовлетворять начальные условия (2.2).

2.2. конфигурация «две волны разряжения»

Данная конфигурация разбивает область определения течения на 
пять областей, разделённых четырьмя лучами ОА, ОВ, ОС, ОД (см. 
рис. 2.1а). Луч ОА, задаваемый соотношением x = y1t, отделяет об-
ласть постоянного течения 1, в которой значение u и h, задаваемые 
условиями (1.51), для левой массы жидкости сохраняют свои зна-
чения, от области 2 — центрированной волны Римана. В области 2 
все соотношения определяются постоянством r-инварианта Рима-
на, таким образом,   2  const,r u gh= + =  откуда, обозначая 

,gh c=  21 ,
2

gh p=  имеем:

 1
1

1

11 ,
2

u u
c c

c

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø

-
= -  (2.7)

 
2

1
1

1

11 .
2

u u
p p

c

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø

-
= -  (2.8)

Соответственно y1 = u1 – c1, так как луч ОА задаёт характери-
стику центрированной волны Римана, обращённой назад. Луч ОВ, 
задаваемый соотношением x = y2 t, также является характери-
стикой, отделяющей волну разряжения от области 3 — зоны по-
стоянного течения, т. е. y2 = U – c. Лучи ОС и ОВ отделяют цен-
трированную волну Римана, обращённую вперёд, от областей 5 
и 3 — постоянного течения. Аналогично лучам ОА и ОВ лучи ОС 
и ОД задаются соотношениями x = y3 t, x = y4 t, где y3 = u + c, y4 = c 
соответственно.

В области 4 все параметры определены постоянством s-инва-
рианта Римана: s = u – 2c = const, откуда:

 2
2

11 ,
2

uc c
c

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø
= +  (2.9)
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2

2
2

11 .
2

up p
c

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø
= -  (2.10)

В области 5, как и в области 1, все параметры сохраняют свои 
значения, так как это зона постоянства течения. Для осуществле-
ния данной конфигурации необходимо и достаточно выполнение 
следующих очевидных соотношений:

1 2 3 4,y y y y< <
где

1 1 1 ,y u c= -  2 ,y U c= -  3 ,y U c= +  4 2.y c=

Таким образом, для области 2 имеем:

 2 1 1 1 1 10 ( ) ( ) ( ) ( ) 0,y y U c u c U u c c- > Û - - - = - + - >  (2.11)
учитывая, что r = const,

 1
1 1 1

1

1 11 ( ),
2 2

U u
c c c U u

c

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø

-
= - = - -  (2.12)

откуда 2 1 1
3 ( ),
2

y y U u= = -  и окончательно:

 2 1 10 ( ) 0.y y U u- > Û - >  (2.13)
Для области 4 аналогично:

 4 3 2 20 ( )  ( ) 0,y y c c U c c U- > Û - + = - - >  (2.14)
учитывая, что s = const, выполняется:

 2 2
2

1 11 ,
2 2

Uc c c U
c

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø
= + = +  (2.15)

откуда 4 3
3 ,
2

y y U- =-  и окончательно:

4 3
30 0 0.
2

y y U U- > Û- > Û <

Для области 3 выполнение неравенств носит очевидный харак-
тер, действительно:
 3 2 0 ( ) ( ) 0.y y U c U c- Û + - - >  (2.16)

Условие положительности функции p на x = y2 t и x = y3 t даёт 
два соотношения:
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 1

1

11 0,
2

U u
c

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø

-
- >  (2.17)

 
2

11 0,
2

U
c

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø
+ >  (2.18)

откуда путём несложных преобразований имеем:

 1 12u U c> -  и 22U c>- , (2.19)
и окончательно:
 1 2 12 2 .u c c>- -  (2.20)

Найдём условия для параметров u1, p1, p2, определяющие суще-
ствование и единственность U, удовлетворяющего всем вышеука-
занным условиям (2.11), (2.14), (2.16). Заметим, что условия (2.11), 
(2.14), (2.16) эквивалентны следующей системе неравенств:

1

2

,
.

c c
c c

ìï >ïíï >ïî
Учитывая, что h1 > h2, получим

2c c< .
Далее, легко получить из условий постоянства инвариантов 

Римана выражение для величины скорости U в области 3:

1 1 2
1 ( 2 2 ).
2

U u c c= + -

Учитывая последнее выражение, условие совместности кон-
фигурации принимает следующий вид:

 1 2

1 1

1 1,
2

u p
c p

< -  (2.21)

и окончательно

 
1 1 2

2
1 1

1

2 2 ,

2 1 .

u c c

p
u c

p

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷çè ø

üï>- - ïïïïýï< - ïïïïþ

 (2.22)

Условие (2.14) не несёт новых ограничений, так как автомати-
чески выполняется при p1 > p2 (что является допущением) и U < 0 
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что соответствует условию (2.16). Итак, если 2
1 1

1
2 1

p
u c

p

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷çè ø

< -  

и u1 > –2c2 – 2c1 будет осуществлена конфигурация «две волны 
разрежения».

Рассмотрим ситуацию, при которой условие u1 > –2c2 – 2c1 на-
рушено. Покажем, что в этом случае реализуется конфигурация 
«две волны разрежения» и зона отсутствия жидкости.

2.3. конфигурация «две волны разрежения,  
разделённые зоной вакуума»

Нарушение условия (2.21) приводит к тому, что корень уравнения  
2

1
1 1

1

1( ) 1 0
2

U u
p U p

c

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø

-
= - =  меньше корня уравнения p2(U) = 

2

2
2

11 0,
2

Up
c

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø
= + =  т. е. уравнение p1(U) = p2(U) не имеет решения. 

Значит, реализуется отрыв жидкости, и на лучах ОВ, ОС (x = y2 t, 
x = y3 t) необходимо поставить условие свободной границы (см. 
рис. 2.1б):

 
2

1
1 1 1

1

1( ) ( ) 1 0,
2

U u
p U p U p

cα

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø

-
= = - =  (2.23)

где Uα — скорость самого быстрого возмущения в левой волне 
(x = y2 t), откуда
 1 1 2 .U u cα = +  (2.24)

Аналогично для Uβ — скорости самого быстрого возмущения 
в правой волне (x = y3t):

 
2

2 2 2
2

1( ) ( ) 1 0,
2

Up U p U p
cβ

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø
= = + =  (2.25)

откуда
 22 .U cβ =-  (2.26)

Очевидно, что Uβ > Uα обеспечено невыполнением усло-
вия (2.20), в противном случае существовал бы корень уравнения 
p1(U) = p2(U), что подтверждает совместность данной конфигурации. 
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Действительно: y1 = u1 – c1 < y2 = u1 + 2c1 и y3 = Uα > y2 = Uβ, а не-
равенство y3 = –2c2 < c2 — очевидно.

Итак, в случае u1 < –2c2 – 2c1 имеем конфигурацию «две волны 
разрежения и зона вакуума».

2.4. конфигурация «два гидродинамических прыжка»

В данном случае область определения течения разбивается луча-
ми ОА и ОВ на три области (см. рис. 2.1в). В каждой из этих об-
ластей течение постоянно. В области 1 параметры, задаваемые 
начальными условиями (2.2) для левой массы жидкости, не изме-
няются. Аналогично, в области 3 параметры совпадают с началь-
ными для правой массы жидкости. Луч ОА, задаваемый уравнени-
ем x = D1t, является поверхностью разрыва параметров, на которой 
должны выполняться условия на гидродинамическом прыжке (ус-
ловия Гюгонио для мелкой воды). Аналогично луч ОВ, определя-
емый соотношением x = D2t, является поверхностью скачка всех 
гидродинамических параметров. Условием реализации такой кон-
фигурации служит тривиальное неравенство:

 1 2,y y<  т. е. 1 2.D D<  (2.27)

Для выполнения условия (2.27) необходимо и достаточно су-
ществования такого h (h — глубина в области 2), что h > h1 > h2. 
Таким образом, нахождение условий совместности конфигурации 
сводится к определению ограничений на начальные условия (2.2), 
обеспечивающих существование вышеуказанного h.

Запишем соотношения на левом (L) и правом (R) разрывах для 
скорости U как функции h. Имеем:

 1
1 1

1

1( ) ( ) ,
2L

h h
U h u h h g

hh
+

= - -  (2.28)

 1
2

2

1( ) ( ) .
2R

h h
U h h h g

hh
+

= -  (2.29)

Заметим, что UL(h) — монотонно убывающая функция, 
а UR(h) — монотонно возрастающая функция. Поэтому существо-
вание решения UL(h) = UR(h) на луче 1;hù é+¥û ë  эквивалентно сле-
дующему соотношению в точке h = h1 (рис. 2.2):
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1 1

( ) ( ) .L RU h U hh h h h<
= =  (2.30)

Отсюда получаем искомое условие:

 1 2
1 1 2

1 2

1( ) .
2

h h
u h h g

h h
+

> -  (2.31)

2.5. конфигурация «гидродинамический прыжок –  
волна разряжения»

Три луча ОА, ОВ, ОС, задаваемые соотношениями x = y1t, x = y1t, 
x = Dt, где D — скорость распространения гидродинамического 
прыжка; y = U + c; y2 = c2, разбивают определения течения на че-
тыре области (см. рис. 2.1г).

Области 1 и 4 — зоны, в которых все параметры остаются рав-
ными начальным условиям (2.2). Область 3 — также является зо-
ной постоянного течения. Все параметры в этой области должны, 
с одной стороны, соответствовать поверхности гидродинамическо-
го прыжка, а с другой — значениям на характе ристике ОВ.

В области 2 имеем центрированную волну разряжения Римана, 
обращённую назад, т. е.   2  const,r u gh= + =  откуда:

Рис. 2.2. Схематическое взаимное расположение  
функций UL(h) и UR(h)
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 (2.32)

Условием существования этой конфигурации будет D < y1 < y2, 
что, в свою очередь, эквивалентно
 2 1.h h h< <  (2.33)

Найдём соотношения для начальных условий, обеспечиваю-
щих неравенство (2.32). Для этого выпишем соотношение в волне 
Римана для u и h на характеристики ОВ:

 

2

1
1

1

11 .
2

u u
h h

gh

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

-
= -  (2.34)

Заметим, что область 3 — область постоянного течения, поэто-
му u удовлетворяет следующему равенству:

 2 2
2

( ) ( ).
2

gu h h h h
hh

= - +  (2.35)

Таким образом,
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2 2 1
2

1
1

( ) ( )
2
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2

gh h h h u
hh

h h
gh

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø

- + -

= -  (2.36)

Рассмотрим функции 

2

2 2 1
2

2 1
1

( ) ( )
2

( ) 1
2

gh h h h u
hh

f h h
gh

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø

- + -

= -  

и f1(h) = h. Очевидно, что f2(h) является на отрезке 2 1;h hù é
û ë  моно-

тонно убывающей функцией, в то время как f1(h) — монотонно 
возрастающей. Обращаясь к рис. 2.3, нетрудно видеть, что суще-
ствование и единственность корня уравнения f1(h) = f2(h) на отрез-
ке 2 1;h hù é

û ë  эквивалентно следующим соотношениям:

 2 1 2
2 2

( ) ( ) ,f h f h hh h h h> =
= =  (2.37а)



31

 2 1 1
1 1

( ) ( ) .f h f h hh h h h< == =  (2.37б)

Отсюда путём несложных преобразований имеем:
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 (2.38а)
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 (2.38б)

Рис. 2.3. Взаимное схематическое расположение функций f1(h) и f2(h)
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Выбирая решения, согласующиеся с физическим смыслом, 
окончательно имеем:

 2 2 1
1 1 1 2

1 1 2

12 1 ( ),
2

h h h
gh u g h h

h h h

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷çè ø

+
- < < -  (2.39)

что, как и следовало ожидать, согласуется с предыдущими конфи-
гурациями. В случае, когда в (2.21) или (2.31) имеет место равен-
ство, тогда решение состоит из зоны постоянного течения и волны 
разряжения, или гидродинамического прыжка соответственно. 
Действительно, в случае, когда имеет место равенство в (2.31), тог-
да разрыв (2.2) устойчив, и мы получаем гидродинамический пры-
жок в чистом виде. В случае с (2.21), при увеличении скорости 
в конфигурации «две волны разряжения», лучи OC и OD сбли-
жаются и при равенстве в (2.21) — совпадают, что соответствует 
обычной звуковой волне. Таким образом, получается одиночная 
волна разряжения.

В случае h1 < h2 все изменения происходят лишь в последней 
конфигурации, которая зеркально отображается в конфигурацию 
«гидродинамический прыжок – волна разряжения». При этом все 
результаты повторяются в точности после замены h1 на h2.

2.6. Полное решение для уравнений мелкой воды

В данном разделе найдено решение задачи о распаде произвольно-
го разрыва для уравнений мелкой воды. Произвольному набору на-
чальных условий 1,u  h1, 2,u  h2 мы поставили в соответствие един-
ственную конфигурацию, т. е. определили течение в каждой (x, t).

Нами показано, что начальные условия эволюционируют: для 
u1 < –2c2 – 2c1 — в две волны разряжения и зону вакуума; для 

2
2 1 1 1

1
2 2 2 1

p
c c u c

p

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷çè ø

- - < < -  — в две волны разряжения; для 

2 2 1
1 1 1 2

1 1 2

12 1 ( )
2

h h h
gh u g h h

h h h

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷çè ø

+
- < < -  — в гидродинамический 

прыжок и волну разряжения; при 2
1 2

2

1( )
2

h h
u h h g

hh
+

> -  — в два 
гидродинамических прыжка.

Полученные соотношения на начальные условия позволяют 
проследить динамику решений при их непрерывном изменении. 
Так, например, при увеличении 1 2( )u u-   (см. рис. 2.1б) зона вакуу-
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ма исчезает и присутствуют только две волны разряжения (см. 
рис. 2.1а). Далее, при переходе происходит уменьшение области 
волн разряжения вплоть до их полного исчезновения и перехода 
сначала в один (см. рис. 2.1г), а затем в два гидродинамических 
прыжка (см. рис. 2.1в). Дальнейшее увеличение 1 2( ),u u-   очевидно, 
приводит лишь к росту интенсивности гидродинамических 
прыжков.

2.7. Решение задачи распада разрыва  
для наклонной плоскости

Постановка задачи в случае наклонной плоскости отличается лишь 
дополнительным постоянным членом во втором уравнении систем 
(1.1), (1.3),описывающем закон изменения импульса в непрерыв-
ной и разрывной ситуациях соответственно. Итак, запишем урав-
нения Сен-Венана для случая наклонной плоскости в виде:

 
0,

.

h h uu h
t x x
u h ug u gk
t x x

ìï¶ ¶ ¶ï + + =ïï¶ ¶ ¶ïíï¶ ¶ ¶ï + + =-ïï¶ ¶ ¶ïî

 (2.40)

Условия Коши для системы (2.40) в точности соответствуют 
начальным условиям (2.2) для однородной системы (2.1).

Сделаем следующую замену переменных:
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 (2.41)

т. е.
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 (2.42)

Как показано в работе [Dube et al., 1982], преобразование 
(2.41) является невырожденным, и после осуществления дополни-
тельной замены:
 u u gkt-→  (2.43)
зависимой переменной u, система (2.40) переходит в классическую 
систему уравнений мелкой воды (2.1). Очевидно, что условия 
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Коши инвариантны относительно замены (2.41), (2.43), поскольку 
при t = 0 данная замена превращается в тождественную 
подстановку:

,
,
.

x x
t t
u u

ìïïïïíïïïïî







→
→
→

Замена (2.41), (2.43) эквивалентна переходу в неинерциаль-
ную систему отсчёта, движущуюся с постоянным ускорением gk 
вдоль оси x. Если k ≠ const, то такая замена в общем случае невоз-
можна из-за возникновения дополнительных динамических сил, 
которые приводят к вырождению якобиана преобразования (2.41), 
(2.43). Таким образом, в случае, когда подстилающая поверхность 
является наклонной плоскостью, переход в соответствующую не-
инерциальную систему отсчёта (т. е. замена координат) позволяет 
устранить свободный член в одномерной системе уравнений Сен-
Венана (2.40) и оперировать с классической системой уравнений 
мелкой воды.

Поскольку решение задачи распада разрыва для однородной 
системы (2.1) уже получены в п. 6, для решения основной задачи 
распада разрыва над наклонной плоскостью остаётся лишь выпол-
нить преобразование обратное преобразованию (2.41), (2.43). По-
скольку начальные условия инвариантны относительно преобразо-
вания (2.41), (2.43), а выбор конфигурации, как показано в п. 6, 
полностью определяется начальными условиями 1,u  h1, 2,u  h2, 
очевидно, что закон выбора конфигурации для наклонной плоско-
сти тождественно совпадает с результатами п. 6.

Необходимо отметить, что совпадение решений задач распа-
да разрыва над горизонтальной и наклонной плоскостями носит 
достаточно условный характер. Действительно, несмотря на фор-
мальное совпадение всех соответствующих конфигураций, конфи-
гурации соответствующие системе уравнений Сен-Венана, описы-
вают принципиально иные физические процессы, обусловленные 
дополнительной скатывающей силой, действующей на жидкость 
и прямо пропорциональной тангенсу угла наклона подстилающей 
плоскости. Как показано в работе [Dube et al., 1982], характеристи-
ки в данной ситуации становятся ветвями парабол, а области по-
стоянства течения переходят в зоны равноускоренного течения, 
кроме того, принципиально меняются соотношения в простых 
волнах Римана.
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Для наглядности приведём принципиальный вид найденных 
конфигураций (рис. 2.4), а также соотношения в центрированной 
волне Римана и вид уравнений, задающих характеристики в случае 
наклонной плоскости:

Рис. 2.4. Принципиальный вид найденных конфигураций: а — «две волны 
разряжения»; б — «две волны разряжения и зона вакуума»; в — «два ги-
дродинамических прыжка»; г — «волна разряжения – гидродинамический 

прыжок»; д — «гидродинамический прыжок – волна разряжения»
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— центрированная волна Римана, обращённая назад;
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— центрированная волна Римана, обращённая вперёд;

 2 0

0

3 ( (0), 0)1( ) (0)
2 4

t s X rdxX t dt gkt t X
dt

+
= =- + +ò  (2.46)

— уравнения характеристик мелкой воды над наклонной плос-
костью.

Кроме того, полезно явно выразить минимальное время, за ко-
торое отображение на плоскость (x, t) произвольной характеристи-
ки X(t), либо гидродинамического прыжка (как известно из теории 
гиперболических уравнений [Wind, Vreugdenhil, 1986], сильные 
разрывные волны в слабонелинейных системах, к которым отно-
сятся системы (1.1), (2.40), распространяются вдоль характеристик. 
Этот факт следует из того, что в слабонелинейных системах огиба-
ющая пересечения характеристик одного семейства также являет-
ся характеристикой [Wind, Vreugdenhil, 1986; Марчук и др., 1983] 
и успевает пересечь ось ординат t:
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s X r s X r gkX
t
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+ ± + +
=  (2.47)

В случае, когда произвольный разрыв совмещён с началом коорди-
нат (0, 0) формула (2.47) заметно упрощается:

 03 ( (0), 0)
.

2critical
s X r

t
gk

+
=  (2.48)

В заключение хочется ещё раз обратить внимание на невоз-
можность использования стандартной процедуры аппроксимации 
граничных условий непротекания в численных методах типа рас-
пада разрыва для уравнений мелкой воды над наклонным дном. 



Это обусловливается отсутствием в решении задачи распада произ-
вольного разрыва для системы (2.40) областей постоянного тече-
ния, что, в свою очередь, приводит к невозможности существова-
ния, как угодно малых областей покоя и, таким образом не даёт 
возможности реализовать условие непротекания стандартным спо-
собом. Однако, как видно из (2.48), на временах, меньших 

{ }
( )

min ( ( )) ,crX t
t X t  область равноускоренного течения можно прибли-

жённо считать областью постоянного течения, оценка погрешно-
сти для данной ситуации приведена в работе [Марчук и др., 1983]. 
Точная реализация граничных условий в случае неоднородной си-
стемы уравнений мелкой воды является предметом отдельных 
исследований.
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Глава 3. обобщённАя теоРия мелкой ВоДы

3.1. модернизированные уравнения мелкой воды.  
инварианты Римана

В настоящем параграфе мы выпишем модернизированные уравне-
ния мелкой воды с учётом адвективного переноса горизонтального 
импульса и найдём соответствующие инварианты Римана. Тради-
ционный вывод уравнений подразумевает гидростатическое при-
ближение для давления, при котором только вертикальный гради-
ент давления уравновешивает гравитационное ускорение:

 
0

,
h

ap g dz pρ= +ò  (3.1)

при этом пренебрегают вертикальными ускорениями по сравне-
нию с вертикальным градиентом давления, возникающим вслед-
ствие движения жидкости [Stelling, 1983; Wind, Vreugdenhil, 1986].

Заключительный шаг в обосновании приближения мелкой 
воды включает усреднение уравнения переноса горизонтального 
импульса и уравнения непрерывности по глубине [Stelling, 1983] 
нелинейным слагаемым типа:

 2 2

0 0

( ) ( ) ,
h h

pR u u dz u dz¢= - =ò ò  (3.2)

описывающим эффект адвективного переноса импульса, обуслов-
ленный отличием pu u u¢ = -  горизонтального поля скорости up 
от усреднённой по глубине величины ,u  являющейся переменной 
в уравнениях мелкой воды. Этим отличием обычно пренебрегают, 
предполагая, что горизонтальные скорости не зависят от верти-
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кальной координаты в начальный момент времени и в системе от-
сутствуют внешние возмущения, способные привести к необходи-
мости учёта таких слагаемых. В противном случае эти слагаемые 
учтены соответствующей параметризацией либо следует решать 
полную систему уравнений Эйлера гидродинамики несжимаемой 
жидкости.

В настоящей работе мы интересуемся влиянием адвекции им-
пульса вследствие вертикальной неоднородности начальных дан-
ных, полагая начальную скорость 0 0( , , ) ( , )p tu x z t u x z= =  медленно 
зависящей от вертикальной координаты и равной:
 0 0 0 0( , ) ( ) ( ),u x z u x k h x= +  (3.3)
где 0( )u x  — усреднённая по глубине начальная скорость. В этом 
случае наиболее естественная параметризация адвективных членов 
в уравнениях мелкой воды: R = k0h(x, t). В этом случае запишем 
следующую систему модернизированных уравнений мелкой воды:

 
0,

( ) 0,

h h uu h
t x x
u u h H hu g
t x h x

ìï¶ ¶ ¶ï + + =ïï¶ ¶ ¶ïíï¶ ¶ + ¶ï + + =ïï¶ ¶ ¶ïî

 (3.4)

здесь h(x, t) — глубина слоя жидкости; u(x, t) — осреднённая 
по глубине скорость жидкости; g — ускорение свободного падения, 

0H k g=  — приведённый коэффициент, характеризующий адвек-
тивный перенос импульса.

В настоящем параграфе найдём соответствующие инварианты 
Римана. Для дальнейших преобразований будем использовать ма-
тричную форму системы (3.4):

 
0

.( ) 0

h hu h
t xh Hu ug u

ht x

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ æ öç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç÷ ÷ ç ÷÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷ç ç ÷ç ÷÷ ÷ çè øç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

¶ ¶
¶ ¶+ ´ =+¶ ¶
¶ ¶

 (3.5)

Рассмотрим матрицу А:

 .( )
u h

h Hg u
h

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

= +A  (3.6)

Система уравнений (3.4) является гиперболической в ши-
роком смысле, если матрица А обладает двумя независимыми 
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вещественными собственными векторами и соответствующими 
различными собственными числами. Итак, для определения вида 
системы (3.4) найдём собственные числа матрицы А:

 2det ( ) ( ),( )
u h

u g H hh Hg u
h

λ
λ

λ

-
= - - ++

-
 (3.7)

откуда

 1.2 ( ).u g h Hλ = ± +  (3.8)
Введём обозначение

 ( ).c g H h= +  (3.9)
Таким образом, в нашем случае система уравнений (3.4) имеет 

два различных вещественных собственных значения и описывает-
ся двумя соответствующими собственными векторами:

 1 ,1 ,c
h

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
= -  (3.10)

 2 ,1 .c
h

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
=  (3.11)

Как и следовало ожидать, наличие дополнительного слагаемо-
го не нарушило гиперболичности уравнений. Поэтому дальнейшее 
изучение системы (3.4) удобнее проводить, записав её в инвариан-
тах Римана. Для этого сначала приведём систему (3.4) к характе-
ристическому виду умножением на соответствующие собственные 
векторы.

Умножая (3.9) на левый собственный вектор 1,  имеем

 
( ) 0,c h h u u u H h hu h u g

h t x x t x h x

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

¶ ¶ ¶ ¶ ¶ + ¶
- + + + + + =

¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶
 (3.12)

откуда

 
2

0.c h h u u u c hu u c
h t x t x x h x

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶
- + + + - + =

¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶
 (3.13)

И окончательно:

 ( ) ( ) 0.c h h u uu c u c
h t x t x

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

¶ ¶ ¶ ¶
- + - + + - =

¶ ¶ ¶ ¶
 (3.14)
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Аналогично, умножая (3.4) на правый собственный вектор 2,  
имеем

 
( ) 0,c h h u u u H h hu h u g

h t x x t x h x

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

¶ ¶ ¶ ¶ ¶ + ¶
+ + + + + =

¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶
 (3.15)

откуда

 
2

0.c h h u u u c hu u c
h t x t x x h x

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶
+ + + + + =

¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶
 (3.16)

И окончательно:

 ( ) ( ) 0.c h h u uu c u c
h t x t x

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

¶ ¶ ¶ ¶
+ + + + + =

¶ ¶ ¶ ¶
 (3.17)

Внесём 
c
h

 под знак дифференцирования, для этого найдём 

функцию φ(h) такую, что ,c
h h
φ¶
=

¶
 действительно, считая h функ-

цией φ, имеем

 ,h h
t t

φ

φ

¶ ¶ ¶
=

¶ ¶ ¶
 (3.18)

 .h h
x x

φ

φ

¶ ¶ ¶
=

¶ ¶ ¶
 (3.19)

Таким образом,

 
( )( ) .g h Hch dh dh

h h
φ

+
= =ò ò  (3.20)

Осуществляя интегрирование в (3.20), имеем

 
( )( ) 2 ( ) ln ,
( )

g H h gH
h g h H gH

g H h gH
φ

+ -
= + +

+ +
 (3.21)

или, вводя обозначения
 ,c gH=  (3.22)
получаем следующее выражение для φ(h):

 ( ) 2 ln .c ch c c
c c

φ
-

= +
+






 (3.23)

Знак модуля в выражении (3.23) раскрывается тривиально, по-
скольку, как нетрудно видеть для неотрицательных h, H, выражение 
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под знаком модуля неотрицательно, а для положительных h строго 
больше нуля. Выполним замену зависимых переменных u, h на r, s. 
Такая замена впервые была предложена Риманом для уравнений 
газовой динамики. Переменные r, s носят названия инвариантов 
Римана, поскольку вид уравнений, записанных в этих перемен-
ных, инвариантен относительно замены независимых переменных, 
определяемой переходом от лагранжевых координат к эйлеровым 
и наоборот.

Итак, выпишем выражения для r, s и u, h, определяющие фор-
мулы перехода:
 ( );r u hφ= +  ( ),s u hφ= -  (3.24)
откуда

 ;
2

r su +
=  1( ).h r sφ-= -  (3.25)

Корректность (3.25) следует из выражения для φ(r, s):

 ( , ) ,
2

r sr sφ
-

=  (3.26)

и положительности производной для φ–1 как функции h(x, t); дей-
ствительно:

 1( ) 0.
2 ( )

hh
c h

φ
æ ö- ÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

¢
= >  (3.27)

Далее, преобразуя полученные формулы и комбинируя соот-
ветствующие слагаемые, имеем для s(x, t):

( )
1 0,
2 8 ( ) ( )( )

( ) 8 8

r s r su c
t t x x

g r s r s r s u c r s
r s g t t g x x

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
æ öæ ö æ ö÷ç ÷ ÷ç ç ÷÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷ç ÷ç ç÷ ÷ç ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç ÷çç è ø è øè ø

é ù¶ ¶ ¶ ¶ê ú+ + - + -ê ú¶ ¶ ¶ ¶ê ú =ê ú- ¶ ¶ - - ¶ ¶ê ú- - + -ê ú- ¶ ¶ ¶ ¶ê úë û
откуда

1 ( ) ( ) 0.
2

r s r s r s r su c u c
t t x x t t x x

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø

é ù¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ê ú+ + - + - + - - - =ê ú¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ë û

После сокращений и приведения подобных слагаемых

 ( ) 0.s su c
t x

¶ ¶
+ - =

¶ ¶
 (3.28)
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Аналогично для r(x, t):

( )
1 0,
2 8 ( ) ( )( )

( ) 8 8

r s r su c
t t x x

g r s r s r s u c r s
r s g t t g x x

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
æ öæ ö æ ö÷ç ÷ ÷ç ç ÷÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷ç ÷ç ç÷ ÷ç ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç ÷çç è ø è øè ø

é ù¶ ¶ ¶ ¶ê ú+ + + + -ê ú¶ ¶ ¶ ¶ê ú =ê ú- ¶ ¶ - + ¶ ¶ê ú- - + -ê ú- ¶ ¶ ¶ ¶ê úë û
откуда

1 ( ) ( ) 0.
2

r s r s r s r su c u c
t t x x t t x x

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø

é ù¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ê ú+ + + + - + - + - =ê ú¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ë û

И окончательно

 ( ) 0.r ru c
t x

¶ ¶
+ + =

¶ ¶
 (3.29)

3.2. непрерывные и разрывные решения  
модернизированных уравнений мелкой воды.  

Анализ полученных решений

Система уравнений (3.28), (3.29) хорошо известна и формально ни-
чем не отличается от соответствующей системы в инвариантах Ри-
мана для классической модели мелкой воды. Таким образом, все 
результаты, полученные для инвариантов Римана в рамках модели 
мелкой воды, можно формально использовать для модернизиро-
ванной модели. Однако необходимо учитывать, что при переходе 
от инвариантов r, s к искомым функциям u, h данное соответствие 
будет нарушено, и решения для переменных u, h в рамках модели 
мелкой воды принципиально отличаются от решений модернизи-
рованной модели.

По определению, принятому в газовой динамике, волной Ри-
мана или бегущей волной называют течение, в котором постоя-
нен один из инвариантов Римана. Рассмотрим случай постоянства 
r-инварианта, итак r(x, t) = r0 = const, т. е. мы имеем волну Римана, 
обращённую назад. Тогда уравнение (3.29) удовлетворяется тожде-
ственно, а уравнение (3.28) служит для определения s(x, t).

Рассмотрим интегральные кривые уравнения: .dx u c
dt

= -  
В плоскости (x, t) эти кривые, иначе называемые характеристиками, 
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очевидно, являются прямыми линиями, так как вдоль них, как сле-
дует из уравнения (3.28), постоянен s-инвариант Римана, т. е.:

 ( ) 0.ds s su c
dt t x

¶ ¶
= + - =

¶ ¶
 (3.30)

Таким образом, вдоль характеристик постоянны оба инвари-
анта Римана, т. е. постоянны и сами искомые функции u, h.

Если в некоторой области (x, t) выполняется 0,s
x

¶
>

¶
 то инте-

гральные кривые образуют расходящийся пучок прямых, и, учиты-
вая соотношения (3.25), имеем

 0
1 ( ),
2

u r s= +  (3.31)

откуда

 
1 0.
2

u s u
x x x

¶ ¶ ¶
= Û >

¶ ¶ ¶
 (3.32)

С учётом первого уравнения системы (3.4) имеем: 0,h
x

¶
<

¶
 т. е. 

h убывает. Таким образом, мы имеем волну разряжения. Если же 

в некоторой области (x, t) выполняется 0,s
x

¶
<

¶
 то интегральные 

кривые образуют сходящийся пучок прямых, и мы имеем волну 

сжатия. Для области (x, t), в которой выполняется 0,s
x

¶
=

¶
 характе-

ристики являются параллельными прямыми, и мы имеем зону по-
стоянного течения.

Такие же (с точностью до знака) результаты получаются при 
s(x, t) = s0 = const, тогда уравнение интегральных кривых имеет вид

 .dx u c
dt

= +  (3.33)

Для 0r
x

¶
<

¶
 мы имеем волну разряжения, для 0r

x
¶

>
¶

 — сжатия, 

а при 0r
x

¶
=

¶
 — зону постоянного течения.

Используя выражения (3.23), (3.24), укажем соотношения 
в простых волнах. Итак, для волны Римана, обращённой вперёд, 
получаем следующую зависимость:
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c x c

dx u c
dt

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

ìï -ï - - =ïï +ïïïï -ï= - -íï +ïïïïï = -ïïïî













 (3.34)

В случае волны Римана, обращённой назад, имеем соотно-
шения
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( ,0)( , 0) 2 ( , 0) ln ,
( ,0)

.

c x t cu x t c x t c
c x t c

c x cu x c x c
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 (3.35)

Укажем практически важный частный случай бегущей волны. 
Волна Римана, обращённая назад (r(x, t) = r0 = const), называется 
центрированной, если характеристики образуют пучок прямых, 
выходящих из одной точки (x0, t0). Таким образом, в этом случае

 0

0
( , )

x x
s x t s

t t

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø

-
=

-
 (3.36)

и решение задаётся условиями

 0 0
0 0 0 0

0 0

0

0

( , )( , ) 2 ( , ) ln
( , )

( , )
( , ) 2 ( , ) ln ,

( , )

.

c x t cu x t c x t c
c x t c

c x t c
u x t c x t c

c x t c
x x

u c
t t

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø

ìï -ï - - =ïï +ïïïï -ïï= - -íï +ïïïï -ï = -ïï -ïïî













 (3.37)

Аналогично для волны Римана, обращённой назад (s(x, t) = 
= s0 = const):
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 (3.38)

Так же, как и в классическом случае, решение типа простой 
волны уплотнения могут существовать только ограниченное вре-
мя, поскольку в волне сжатия характеристики соответствующего 

семейства сходятся с ростом времени, и градиенты ,u
x

¶
¶

 
h
x

¶
¶

 воз-

растают по абсолютной величине, вплоть до момента t = t0, при ко-
тором характеристики пересекаются, а указанные градиенты ста-
новятся неограниченными. Как известно из теории 
гиперболических систем, огибающая пересечений характеристик 
для слабо нелинейных систем, к которым относится система (3.4), 
также является характеристикой.

Получим условия, которые должны выполняться на линиях 
разрыва решений. Для этого перепишем систему (3.4) в дивергент-
ном виде и проинтегрируем по произвольной области G, гомео-
морфной квадрату на плоскости (x, t):

 2 2

0,

1 0.
2

G

G

h hu dG
t x

hu hu h hg gH dG
t x x x

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø

ìï ¶ ¶ï + =ïï ¶ ¶ïïíï ¶ ¶ ¶ ¶ïï + + + =ïï ¶ ¶ ¶ ¶ïî

òò

òò
 (3.39)

Преобразуем объёмные интегралы, входящие в систему (3.39), 
используя формулу Грина:

 
2 2

( ) 0,

1( ) 0.
2

G

G

hdx hu dt

hu dx hu gh gHh dt

¶
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø¶

ìï - =ïïïïïíïï - + + =ïïïïî

ò

ò





 (3.40)

Система (3.40) представляет наиболее общие соотношения, 
которые, являясь интегральной записью основных законов сохра-
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нения, должны выполняться для произвольного контура ,G¶  и в 
частности, для содержащего линию разрыва входящих функций.

Пусть x = x(t) — уравнение линии разрыва, обладающее непре-
рывной касательной на отрезке 1 2, .t té ù

ë û  Полагая, что функции 
u(x, t), h(x, t) терпят разрыв только на линии x(t), обозначим
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2 ( ) 0
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x x t

x x t

u t u x t

h t h x t
+

+

=

=
→

→

 (3.41)

Возьмём в качестве G¶  контур АВСЕ, бесконечно близко при-
мыкающий линиями АВ и СЕ к линии разрыва x(t), слева и справа 
от неё соответственно (рис. 3.1). Введём в рассмотрение скорость 
разрыва ( ) ( ),D D t x t¢= =  откуда dx = D(t) dt, имеем

2 2 2 2

( ) ( ) 0,

1 1 0.
2 2

AB CE

AB CE

Dh hu dt Dh hu dt

Dhu hu gh gHh dt Dhu hu gh gHh dt
æ ö æ öæ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çç ç÷ ÷÷ ÷ç çç ç÷ ÷÷ ÷ç çç ç÷ ÷÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç÷ ÷ç çç çè ø è øè ø è ø

ìï - - - =ïïïïïíïï - + + - - + + =ïïïïî

ò ò

ò ò

 

 

 (3.42)
В силу произвольности контура АВСЕ (см. рис. 3.1) соотноше-

ния (3.42) эквивалентны следующим условиям для подынтеграль-
ных выражений:

Рис. 3.1. Линия разрыва x(t), окружённая контуром АВСЕ, бесконечно 
близко примыкающим к ней линиями АВ и СЕ сверху и снизу
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1 1 1 2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2

,
1 1 .
2 2

Dh h u Dh h u

Dh u h u gh gHh Dh u h u gh gHh
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø

üï- = - ïïïýï- + + = - + + ïïïþ

 (3.43)

Или, при использовании оператора [ ] для обозначения скачка 
функций u(x, t), h(x, t) на разрыве x(t) и соотношений (3.41):

 2 1

2 1

( ) ( ),
( ) ( ),

u u t u t

h h t h t

üé ù ï= - ïë û ïýé ù ï= - ïë û ïþ
 (3.44)

общий вид условий на разрыве будет иметь вид

 2 2

,
1 .
2

D h hu

D hu hu gh gHh

üé ù é ù ï= ïë û ë û ïïé ù ýé ù ïê ú= + + ïë û ê ú ïïë û þ

 (3.45)

Таким образом, условия на разрыве (3.45) также отличаются 
от классических. Очевидно, что классические условия являются 
предельным случаем условий (3.45) при стремлении H → 0.

Теперь путём несложных преобразований получаем связь меж-
ду значениями основных функций и скорости разрыва:

1 1 2 2

1 2
2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 2 2
1 2 1 2

1 2

,

( ) ( ) 1( ) ,
( ) 2

h u h u
D

h h

h u h u h u h u h h
gH h h g h h

h h

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç æ öè ø ÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

üï- ï= ïï- ïïïýï- - - - ïï= - + - ïï- ïïþ

 (3.46)

откуда находим:

 1 2
1 2 1 2

1 2

( 2 )1( ) .
2

h h H
u u h h g

h h
+ +

= - -  (3.47)

Как отмечалось в п. 3.1, отличия непрерывных решений систе-
мы (3.4) от решений классической системы обусловлены измене-
нием вида инвариантов Римана (3.24) и скорости распространения 
слабых возмущений (3.9). Поэтому сравнение будем проводить на 
основе этих выражений. Для удобства приведём выражения анало-
гичных величин для уравнений классической мелкой воды, будем 
обозначать их с индексом k. Выражение для скорости распростра-
нения слабых разрывов ck имеет вид .kc gh=  Отличия для инва-
риантов Римана заключаются в ином виде функции φ(h):
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 2 2 .kgh ckφ = =  (3.48)

Скачок скорости [u]k на ударном переходе определяется следу-
ющим соотношением:

 1 2
2 1

1 2

( )1( ) .
2k

h h
u h h g

h h
+é ù = -ë û  (3.49)

Покажем, что выражения (3.48), (3.49) являются нулевым при-
ближением для асимптотического разложения по степеням H соот-
ветствующих выражений системы (3.4). Вообще говоря, данное ут-
верждение следует из очевидного предельного перехода от системы 
(3.4) к классической системе при H → 0. Однако представляется 
целесообразным явно выписать данные разложения, поскольку их 
вид позволяет получить необходимые оценки зависимости реше-
ния от H. Итак, разложим соотношения (3.21), (3.29), (3.47) в ряд 
Тейлора в окрестности точки H = ε, где ε — некоторое положитель-
ное число, т. е. представим в виде

 
( )

1

( , , ) ( )( ) ( , , ) .
 !

k k

kH
k H

f H x t Hf H f H x t
kHε

ε

ε+¥

=
= =

¶ -
= +

¶
å  (3.50)

Для получения наглядной оценки вышеуказанной зависимо-
сти достаточно ограничиться первыми тремя членами разложения 
(3.50). Таким образом, получаем приближение скорости распро-
странения слабых разрывов с точностью до o(H3):

 
2 3

2 3
( ) ( ) ( )( , , ) ( ) 1 .

2 8 16
H H Hc H x t g h

h h h
ε ε ε

ε
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø
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» + + - +  (3.51)

Аналогично для φ(H, x, t):
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(3.52)



Представим также [u](H, x(t)):
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(3.53)

Из (3.51), (3.52) нетрудно видеть, что для непрерывных реше-

ний отношение 
2
HI
h

=  является индикатором применимости клас-
сических уравнений мелкой воды. Аналогично для разрывных ре-
шений (3.53) индикатором I выступает безразмерная комбинация 

1 2
,H

h h+
 или в исходных обозначениях: .HI

g
=  Для задач, в кото-

рых 1,I   использование классической модели мелкой воды явля-
ется корректным и вполне оправданным.
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Глава 4. ЗАДАчи РимАнА Для моДеРниЗиРоВАнных 
уРАВнений мелкой ВоДы

4.1. Постановка задачи Римана для модернизированных  
уравнений мелкой воды

В данном параграфе мы сформулируем задачу о распаде произ-
вольного разрыва для модернизированных уравнений мелкой 
воды на ровной поверхности. Для удобства приведём исходные 
уравнения:

 
0

0

h h uu h ,
t x x
u u (h H) hu g ,
t x h x

ìï¶ ¶ ¶ï + + =ïï¶ ¶ ¶ïíï¶ ¶ + ¶ï + + =ïï¶ ¶ ¶ïî

 (4.1)

В качестве условий Коши используются произвольные ку-
сочно-постоянные начальные условия при t = 0 для левого (x < 0) 
и правого (x > 0) полупространств:

 1 1

2 2

, , 0,
, , 0.

u u h h x
u u h h x

ìï = = <ïíï = = >ïî
 (4.2)

Разрыв начальных условий двух полубесконечных жидкостей, 
характеризуемых постоянными параметрами u1, h1, u2, h2 и гра-
ничащих вдоль плоскости Х = 0 в начальный момент t = 0, будем 
называть произвольным разрывом. Определение течения, возни-
кающего при t > 0 для этих начальных условий, назовём задачей 
о распаде произвольного разрыва. Так же, как и в газовой дина-
мике, эта задача сводится к нахождению плоскосимметричных 
одномерных течений, удовлетворяющих интегральным законам 
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сохранения для системы уравнений (4.1) с начальными условиями 
(4.2) [Garvine, 1987]:
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( ) 0,

1( ) 0.
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 (4.3)

Уравнения (4.3) определяют соотношения на поверхностях 
разрывов, которые должны соблюдаться для устойчивых решений. 
Таким образом, изначально произвольный разрыв будет эволюци-
онировать, распадаясь на несколько устойчивых разрывов, вклю-
чающих гидродинамический прыжок и слабый разрыв. Условия 
динамической совместности разрывных решений, дополненные 
условием устойчивости (диссипация энергии) для гидродинамиче-
ского прыжка, определяют конфигурацию устойчивых разрывов, 
которые вместе с непрерывными течениями описывают эволюцию 
произвольных начальных данных.

Уравнения (4.3) инвариантны относительно преобразования 
подобия независимых переменных: ,t kt¢ =  ,x kx¢ =  k > 0. Отсюда 
из условия единственности решения задачи следует их автомодель-
ность. Пусть

( , ) ( , ) ( , )u x t u x t u kx kt¢ ¢ ¢ ¢= =  и ( , ) ( , ) ( , ),h x t h x t h kx kt¢ ¢ ¢ ¢= =

тогда, полагая 
1 0,k
t

= >  имеем

( , ) ,1x xu x t u u
t t

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
¢ ¢¢= =  и ( , ) ,1 .x xh x t h h

t t

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
¢ ¢¢= =

Таким образом, построение автомодельного решения задачи 
о распаде произвольного разрыва состоит в согласовании элемен-
тарных решений типа: постоянные течения, центрированные вол-
ны, гидродинамические прыжки — и в нахождении параметров, 
характеризующих их области определения.

Схематически автомодельная картина возникающего течения 
на плоскости (х, t) изображается одной из четырёх возможных кон-
фигураций (рис. 4.1а–г):

•  «две волны разряжения» (а);
•  «два гидродинамических прыжка» (б);
•  «волна разряжения – гидродинамический прыжок» (в);
•  «гидродинамический прыжок – волна разряжения» (г).
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Отсутствие иных конфигураций, кроме вышеуказанных, обе-
спечивается теоремой Цемплена и её простейшими следствиями 
[Stoker, 1957].

Рассмотрение задачи о распаде разрыва будем проводить сле-
дующим способом: отправляясь от конкретных условий (4.2), ко-
торые реализуют какую-то одну из указанных конфигураций, не-
прерывно изменяя параметры задачи (4.2), будем непрерывно 
менять решение, переходя при этом через критические значения 
параметров, отделяющих одну конфигурацию от другой.

Перейдём к системе координат, в которой жидкость справа по-
коится, т. е. в новой системе координат

 1 2

2 2

, 0,
0, 0.

u u u x
u u u x

ìï = - <ïíï = - = >ïî
 (4.4)

Пусть для определённости h1 > h2. Предположим, что усло-
вия (4.2) определяют конфигурацию «две волны разряжения». 
В рамках этого предположения получим соотношения, которым 
должны удовлетворять начальные условия (4.2).

Рис. 4.1. Конфигурации течения: а — «две волны разряжения»; б — «два 
гидродинамических прыжка»; в — «волна разряжения – гидродинамиче-

ский прыжок»; г — «гидродинамический прыжок – волна разряжения»
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4.2. конфигурация «две волны разряжения»

В данной конфигурации (см. рис. 4.1а) область определения тече-
ния разбивается на пять областей, разделённых четырьмя лучами: 
OA, OB, OC, OD. Луч OA, задаваемый соотношением x = y1t, от-
деляет область постоянного течения 1, в которой значения u и h, 
определяемые условиями (4.2) для жидкости слева, сохраняют свои 
значения, от области 2 — центрированной волны Римана.

В области 2 все соотношения определяются постоянством 
r-инварианта Римана, таким образом

( )  2 ( )  ln  const,
( )

g h H gH
r u g h H gH

g h H gH

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷çè ø

+ -
= + + + =

+ +

откуда, обозначая
 ( ) ,g h H c+ =  (4.5)

 
( )( ) 2 ( )  ln ,
( )

g h H gH
c g h H gH

g h H gH
φ

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷çè ø

+ -
= + +

+ +
 (4.6)

имеем
 ( ),r u cφ= +  (4.7)
 1 1( ) ( ).u u c cφ φ= + -  (4.8)

Соответственно y1 = u1 – c1, так как луч OA задаёт характери-
стику центрированной волны Римана, обращённой назад. Луч ОВ, 
задаваемый соотношением x = y2t, также является характери-
стикой, отделяющей волну разряжения от области 3 — зоны по-
стоянного течения, т. е. y2 = U – c. Лучи ОС и ОD отделяют цен-
трированную волну Римана, обращённую вперёд, от областей 5 
и 3 — постоянного течения. Аналогично лучам ОА и ОВ, лучи ОС 
и ОД задаются соотношениями

3 ,x y t=  4 ,x y t=  3  ,y u c= +  4y c=

соответственно. В области 4 все параметры определены постоян-
ством s-инварианта Римана: s = u – φ(c), откуда
 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ),u u c c c cφ φ φ φ= - + = -  (4.9)
последнее равенство следует из условия u2 = 0.

В области 5, как и в области 1, все параметры сохраняют свои 
значения, так как это зона постоянства течения. Для осуществле-



55

ния данной конфигурации необходимо и достаточно выполнение 
следующих очевидных соотношений:
 1 2 3 4, y y y y< <  (4.10)
где y1 = u1 – c1, y2 = U – c, y3 = U + c, y4 = c2.

Таким образом, для области 2 имеем

 2 1 1 1 1 1 0 ( ) ( ) ( ) ( ) 0;y y U c u c U u c c- > Û - - - = - + - >  (4.11)
принимая во внимание, что r = const, получим
 1 1( ) ( ) ,c c u Uφ φ- = -  (4.12)

откуда 1 1( ) ( ) ( ) 0,c c c cφ φ- + - >  и окончательно:

 2 1 1 10 ( ) ( ) ( ) 0.y y c c c cφ φ- > Û - + - >  (4.13)
Для области 4 аналогично:

 4 3 20 ( ) 0,y y c c U- > Û - + >  (4.14)
учитывая, что s = const,
 2 2( ) ( ) ,c c u Uφ φ- = -  (4.15)
откуда окончательно:
 4 3 2 20 ( ) ( ) ( ) 0.y y c c c cφ φ- > Û - + - >  (4.16)

Для области 3 выполнение неравенств носит очевидный харак-
тер, действительно:
 3 2 0 ( ) ( ) 0.y y U c U c- Û + - - >  (4.17)

Далее, принимая во внимание h1 > h2 и монотонное возраста-
ние φ(c), из неравенств (4.13), (4.16) и соотношений (4.12), (4.15) 
получим

 1 1 1

2 2 2

( ) ( ) ,
( ) ( ) .
c c c c c c
c c c c c c

φ φ

φ φ

ìï + > + Û >ïíï + > + Û >ïî
 (4.18)

Таким образом, должно иметь место следующее неравенство:
 2.c c<  (4.19)

Из (4.12), (4.15) можно получить выражение для φ(c) через па-
раметры начальных условий (4.2):

 1 1 2
1( ) ( ( ) ( )),
2

c u c cφ φ φ= + +  (4.20)
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а использование условия монотонного возрастания φ(c) позволяет 
переписать (4.18) в более удобной и окончательной форме:

 1 2 1( ) ( ).u c cφ φ< -  (4.21)

Найдём условия для параметров (4.2), определяющие суще-
ствование и единственность значения скорости звука с в области 3, 
удовлетворяющего всем вышеуказанным условиям. Уравнение для 
нахождения с — это (4.20). Чтобы эффективней рассмотреть по-
ставленную задачу, полезно построить график функции φ(c),  
c gH> (рис. 4.2).

Очевидно, что уравнение (4.20) имеет единственное решение 
при любом значении правой части, причём решение .c gH* >  Та-
ким образом, при выполнении условия (4.21) будет реализована 
конфигурация «две волны разряжения».

Важно отметить, что решение уравнения (4.20) всегда поло-
жительно, каковы бы ни были значения параметров u1, h1, h2, а это 
приводит к невозможности осуществления конфигурации «двух 
волн разряжения» с зоной вакуума между ними, которая присут-
ствует и играет существенную роль в классическом случае.

4.3. конфигурация «два гидродинамических прыжка»

В данном случае (см. рис. 4.1б) область определения течения раз-
бивается лучами ОА и ОВ на три области, в каждой из которых те-
чение постоянно. В области 1 параметры, задаваемые начальными 

Рис. 4.2. Неявная зависимость φ(c)
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условиями (4.2) для жидкости слева, не изменяются. Аналогич-
но, в области 3 параметры совпадают с начальными для жидкости 
справа. Луч ОА, задаваемый уравнением x = D1t, является поверх-
ностью разрыва параметров, на которой должны выполняться ус-
ловия на гидродинамическом прыжке (условия Гюгонио для мел-
кой воды). Аналогично, луч ОВ, определяемый соотношением 
x = D2t, является поверхностью скачка всех гидродинамических 
параметров.

Условием реализации такой конфигурации служит тривиаль-
ное неравенство y1 < y2, т. е.
 1 2.D D<  (4.22)

Для выполнения этого условия необходимо и достаточно су-
ществования такого h (h — глубина в области 2), что h > h1 > h2. 
Таким образом, нахождение условий совместности конфигурации 
сводится к определению ограничений на начальные условия (4.2), 
обеспечивающих существование вышеуказанного h.

Запишем соотношения на левом и правом разрывах для скоро-
сти U как функции h. Имеем

 1 1 1 1
1

( ) ( ) ( 2 ),
2

gU h u h h h h H
hh

= - - + + , (4.23)

 2 2 2
2

( ) ( ) ( 2 ).
2

gU h h h h h H
hh

= - + +  (4.24)

Заметим, что U1(h) – монотонно убывающая функция, 
а U2(h) — монотонно возрастающая функция. Поэтому существо-
вание решения уравнения
 1 2( ) ( )U h U h=  (4.25)
на луче (h1; +∞) эквивалентно следующему соотношению в точке 
h = h1:
 

1 1
1 2( ) ( ) ,

h h h h
U h U h

= =
<  (4.26)

откуда получаем искомое условие:

 1 1 2 1 2
1 2

( ) ( 2 ).
2

gu h h h h H
h h

> - + +  (4.27)

При выполнении (4.27) осуществляется конфигурация «два ги-
дродинамических прыжка».
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4.4. конфигурация «волна разряжения –  
гидродинамический прыжок»

В данной конфигурации область течения разбивается тремя луча-
ми: ОА, ОВ, ОС, задаваемыми соотношениями x = y1t, x = y2t, x = Dt 
соответственно (см. рис. 4.1в). Здесь D — скорость распростране-
ния гидродинамического прыжка; y1 = u1 – c1; y1 = U – c.

Области 1 и 4 — зоны, в которых все параметры остаются рав-
ными начальным условиям (4.2). Область 3 также является зоной 
постоянного течения. Все параметры в этой области должны, с од-
ной стороны, соответствовать поверхности гидродинамического 
прыжка, а с другой, — значениям на характеристике ОВ.

В области 2 имеем центрированную волну разряжения Римана, 
обращённую назад, т. е. r = u + φ(c) = const, откуда
 1 1( ) ( ).u u c cφ φ= + -  (4.28)

Условием существования этой конфигурации будет: 
D > y2 > y1, что, в свою очередь, эквивалентно:
 2 1.h h h< <  (4.29)

Найдём соотношения для начальных условий (4.2), обеспечи-
вающих справедливость неравенства (4.29).

Выпишем соотношение в волне Римана для u и h на характери-
стике ОВ:
 1 1( ) ( ).u u u c cφ φ-= = + -  (4.30)

Заметим, что область 3 — область постоянного течения, поэто-
му u удовлетворяет равенству:

 2 2
2

( ) ( 2 ).
2

gu u h h h h H
hh+= = - + +  (4.31)

Таким образом, имеем следующее уравнение для нахож-
дения h:

 2 2 1 1
2

( ) ( 2 ) ( ) ( ).
2

gh h h h H c u c
hh

φ φ- + + + = +  (4.32)

Функция в левой части (4.32), как нетрудно проверить, явля-
ется монотонно возрастающей, что позволяет без труда получить 
необходимые условия. Действительно, для того чтобы корень урав-
нения (4.32) существовал и удовлетворял условию (4.29), необхо-
димо и достаточно, чтобы скорость u1 удовлетворяла следующему 
соотношению:



 2 1 1 1 2 1 2
1 2

( ) ( ) ( ) ( 2 ).
2

gc c u h h h h H
h h

φ φ- < < - + +  (4.33)

Таким образом, при выполнении (4.33) реализуется конфигу-
рация «волна разряжения – гидродинамический прыжок».

В случае, когда в (4.21) или (4.27) имеет место равенство, тогда 
решение состоит из зоны постоянного течения и волны разряже-
ния, или гидродинамического прыжка соответственно. Действи-
тельно, в случае, когда имеет место равенство в (4.27), тогда раз-
рыв (4.2) устойчив, и мы получаем гидродинамический прыжок 
в чистом виде. В случае с (4.21), при увеличении скорости в кон-
фигурации «две волны разряжения», лучи OC и OD сближают-
ся и при равенстве в (4.21) — совпадают, что соответствует обыч-
ной звуковой волне. Таким образом, получается одиночная волна 
разряжения.

В случае h1 < h2 все изменения происходят лишь в последней 
конфигурации (см. рис. 4.1г), которая зеркально отображается 
в конфигурацию «гидродинамический прыжок – волна разряже-
ния» (см. рис. 4.1г). При этом все результаты повторяются в точно-
сти после замены h1 на h2.
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ЗАключение

В настоящей работе проводится обобщение классической теории 
мелкой воды на случай течений над неровной подстилающей по-
верхностью. Показано, что решения, характерные для классиче-
ской задачи, существуют тогда и только тогда, когда в качестве 
подстилающей поверхности берётся наклонная плоскость. Полу-
чены частные решения уравнений мелкой воды над наклонной 
плоскостью и проанализированы особенности этих решений как 
отличия от решений классических уравнений. Исследование ука-
занных решений продемонстрировало необходимость отказа от по-
становки условий непротекания на твёрдой стенке для граничной 
задачи течения мелкой воды над наклонной плоскостью.

Найденные частные решения позволили предъявить невы-
рожденное преобразование зависимых и независимых перемен-
ных, сводящее уравнения Сен-Венана для наклонной плоскости 
к классическим уравнениям мелкой воды. Указанное преобразова-
ние обеспечило эффективное рассмотрение задачи о распаде про-
извольного разрыва кусочно-постоянных начальных данных над 
наклонной плоскостью. Показано, что решение этой задачи суще-
ственным образом отличается от решения классических уравне-
ний мелкой воды, несмотря на полное совпадение условий выбо-
ра конфигураций, реализующих решение обеих задач. Совпадение 
указанных условий обусловлено тем, что характеристики системы 
уравнений над наклонным дном являются ветвями парабол, имею-
щими касание второго порядка с соответствующими характеристи-
ками классической системы уравнений мелкой воды. Существен-
ные отличия данных решений определяются принципиальными 
расхождениями в соотношениях, описывающих простые волны 
Римана в соответствующих постановках задачи. Это, в свою оче-
редь, делает невозможным частное решение типа постоянного те-
чения для системы уравнений мелкой воды над наклонным дном. 



Проанализированы условия, при которых решения обеих задач 
можно приближённо считать совпадающими.

В настоящей работе газодинамическая аналогия для уравне-
ний мелкой воды обобщена на случай, когда начальные условия 
неоднородны по вертикальной координате. Предложена простей-
шая параметризация адвективного слагаемого, допускающая пол-
ный теоретический анализ решений типа простых волн и задачи 
Римана для модернизированных уравнений мелкой воды. Найден-
ные частные решения типа простых волн позволили найти безраз-
мерный параметр, ограничивающий пределы применимости клас-
сических уравнений мелкой воды и пренебрежения адвективным 
переносом импульса.

Найдено решение задачи о распаде произвольного разрыва для 
модифицированных уравнений мелкой воды. Произвольному на-
бору начальных условий u1, h1, u2, h2 мы поставили в соответствие 
единственную конфигурацию, т. е. определили течение в каждой 
точке (x, t).

Показано, что при выполнении u1 < φ(c2) – φ(c1) начальные 
условия эволюционируют в две волны (см. рис. 4.1а), при 

1 1 2 1 2
1 2

( ) ( 2 )
2

gu h h h h H
h h

> - + +  начальные условия эволюциони-

руют в два гидродинамических прыжка (см. рис. 4.1б), а при 

2 1 1 1 2 1 2
1 2

( ) ( ) ( ) ( 2 )
2

gc c u h h h h H
h h

φ φ- < < - + +  — в волну разряже-

ния и гидродинамический прыжок (см. рис. 4.1в). Полученные со-
отношения также позволяют проследить динамику решений при 
непрерывном изменении начальных условий.
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