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Вычислительные технологии в естественных науках.
Методы суперкомпьютерного моделирования

Часть 4
Сборник трудов

Россия, Таруса, 24–26 мая 2016 г. Под ред. Р. Р. Назирова, Л. Н. Щура

в сборник вошли статьи, основанные на докладах, представленных на конферен-
ции «методы суперкомпьютерного моделирования», которая проходила 24–26 мая 2016 г. 
в г. таруса на базе гостиницы «Интеркосмос» Государственного бюджетного учреждения на-
уки Института космических исследований Ран. Это очередная конференция из серии расши-
ренных конференций и семинаров, в научной программе которых делается акцент на методах 
суперкомпьютерного моделирования и их применении для исследований в естественных на-
уках. конференция продолжает серию научных мероприятий по вычислительные технологи-
ям в естественных науках, проводимых с 2009 г. на первом семинаре рассматривались вопро-
сы компьютерного моделирования актуальных задач физики и механики, его труды изданы 
в 2009 г. в выпуске 1 (труды семинара по вычислительным технологиям в естественных науках. 
вып. 1. вычислительная физика / Под ред. Р. Р. назирова. м.: кду, 2009. 288 с.); второй се-
минар был посвящён обсуждению физических и медицинских аспектов исследования слож-
ных нелинейных физических процессов в организме человека (методы нелинейного анализа 
в кардиологии и онкологии: Физические подходы и клиническая практика. вып. 2 / Под ред. 
Р. Р. назирова. м.: кду, 2010. 206 с.); на третьем семинаре обсуждались проблемы компьютер-
ного моделирования задач биологии и химии (труды семинара по вычислительным технологи-
ям в естественных науках. вып. 3. вычислительная химия и биология / Под ред. Р. Р. назирова, 
л. н. Щура. м.: кду, 2010. 118 c.); на четвёртом — проблемы технического зрения (техническое 
зрение в системах управления мобильными объектами-2010: труды научно-технической кон-
ференции-семинара. вып. 4. / Под ред. Р. Р. назирова. м.: кду, 2011. 328 с.). на пятом семи-
наре обсуждались вопросы моделирования событий глобальных масштабов (труды семина-
ра по вычислительным технологиям в естественных науках. системы глобального масштаба 
/ Под ред. Р. Р. назирова, л. н. Щура. м.: ИкИ Ран, 2011. 148 c.). Шестой семинар был по-
свящён теме исследований в области перспективных компьютерных систем с акцентом на об-
суждение концептуальных подходов, разработке новых методов и устройств (вычислительные 
технологии в естественных науках. Перспективные компьютерные системы: устройства, мето-
ды и концепции: труды семинара / Под ред. Р. Р. назирова, л. н. Щура. м.: ИкИ Ран, 2011. 
192 c.). на седьмом семинаре были обсуждены алгоритмы и методы в области вычислительной 
физики, причём особый акцент делался на обсуждении полученных новых физических ре-
зультатах. материалы этого семинара можно найти на страницах семинара (http://www.iki.rssi.
ru/seminar/2011101821/). восьмой семинар получил название «Инфокоммуникационные тех-
нологии в научных исследованиях», его материалы были изданы в двойном номере журнала 
«Информационное общество» (выпуски 1-2, 2013). девятое, десятое и одиннадцатое научные 
мероприятия, как уже отмечалось, получили название «методы суперкомпьютерного модели-
рования» (вычислительные технологии в естественных науках: методы суперкомпьютерного 
моделирования / Под ред. Р. Р. назирова, л. н. Щура. м.: ИкИ Ран, 2014. 168 с.; часть 2. 2015. 
184 с.; часть 3. 2015. 192 с). Проведение семинаров с таким названием имеет целью поддержки 
выполнения научных исследований по гранту РнФ 14-21-00158 «Разработка алгоритмов и ме-
тодов для задач математического моделирования на суперкомпьютерных системах, включая 
гибридные». важная особенность расширенных семинаров состоит в привлечении молодёжи 
к активному участию в качестве докладчиков. как правило, более половины докладов делаются 
молодыми исследователями.
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Computer Technologies in Sciences.
Methods of Simulations on Supercomputers

Part 4
Proceedings

Russia, Tarusa, 24–26 May 2016. Eds. R. R. Nazirov, L. N. Shchur

This issue is the collection of the papers based on the talks presented at the extended workshop 
“Methods of simulations on supercomputers”, which was held at 24–26 May 2016, in Tarusa ho-
tel Interkosmos of the RAS Space Research Institute. It is the Conference in the series of extended 
workshops and conferences, devoted to the computer technologies in natural sciences. The first work-
shop was devoted to computer simulations of the actual problems in physics and mechanics and papers 
was published in the issue 1 (Proceedings of the seminar on Computing Technology in Science. Iss. 1. 
Computational Physics / Ed. R. R. Nazirov. M.: KDU, 2009. 288 p.), the second workshop was devot-
ed to the discussion of the physical and medical aspects of the research of the complex nonlinear pro-
cesses in the human body (Methods of Non-linear Analysis in Cardiology and Oncology: Physicist’s 
Approaches and Clinical Practice Iss. 2. / Ed. R. R. Nazirov. M.: KDU, 2010. 206 p.), the third work-
shop was devoted to the computer simulations in biology and chemistry (Materials of the seminar on 
Computing Technology in Science. Iss. 3. Computational Chemistry and Biology / Eds. R. R. Nazirov, 
L. N. Shchur. M.: KDU, 2010. 118 p.), the fourth was devoted to the discussion of the computer vi-
sion in control systems of the mobile objects (Computer vision in control systems of the mobile objects: 
Proceedings of the conference-workshop-2010. Iss. 4 / Ed. R. R. Nazirov. M.: KDU, 2011. 328 p.). 
The fifth workshop was devoted to the simulation of events of global scale (Proceedings of the semi-
nar on Computing Technology in Science. Global scale systems / Eds. R. R. Nazirov, L. N. Shchur. 
M.: IKI RAN, 2011, 148 p.). Fifth workshop was devoted to the investigations of promising comput-
ing systems, with emphasis on the conceptual approaches and on the development of new methods and 
tools (Advanced computing: systems, methods and concepts. Proceedings of the seminar on Computer 
Technology in Science / Eds. R. R. Nazirov, L. N. Shchur. M.: IKI RAN, 2011, 192 p.). Algorithms 
and methods in computational physics was discussed at the sixth workshop with the special accents on 
the physical results. Materials may be found at the seminar web-pages http://www.iki.rssi.ru/seminar/. 
Seventh workshop was transformed into the conference “Infocommunication technologies in scientific 
research» with the papers published in the double volume issue of Journal Information Society. Eighth, 
ninth and tenth scientific events, as the current one, named “Methods of simulations on supercomput-
ers”. The name is connected with the fact that such workshops are supporting the research program 
within the grant by Russian Scientific Foundation 14-21-00158 “Algorithms and methods for mathemati-
cal simulations on supercomputing systems, including hybrid ones”. Important highlight of the workshop 
is the active participation of the young scientists, and the young speakers did more than half of the talks.

Keywords: simulations, hybrid computing systems, simulations on supercomputers, methods and al-
gorithms of parallel computing.
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Методы СуПеРкоМПьютеРНого МодеЛИРоваНИя 
(вМеСто ПРедИСЛовИя)

читателю предлагаются избранные статьи, написанные на основе пригла-
шённых докладов на конференции «методы суперкомпьютерного моделиро-
вания», прошедшей 24–26 мая 2016 года на базе гостиницы «Интеркосмос» 
Института космических исследований Российской академии наук. как и пре-
дыдущие три мероприятия, конференция была посвящена методам и практи-
ке разработки и применения методов моделирования на суперкомпьютерах 
для решения задач в различных областях естественных наук, а также вопро-
сам применения новых информационных и телекоммуникационных техно-
логий при проведении исследований в области естественных наук. особое 
внимание было уделено новым разработкам, идеям и методам, а также ярким 
результатам, добиться которых без применения современных методов прове-
дения моделирования и без использования новых информационных и теле-
коммуникационных технологий было бы затруднительно или невозможно.

особенность таких научных мероприятий [1–10] — в активном участии 
молодых научных сотрудников и аспирантов, число которых составляет при-
мерно половину всего состава. другая специфика — в их рамках проводились 
научно-учебные семинары с приглашёнными студентами, которые делают 
первые шаги в научных исследованиях по тематике семинара.

на семинаре был представлен 21 доклад.
сотрудник Института космических исследований Ран (москва) 

моисеенко сергей Григорьевич сделал доклад, посвящённый физическим 
особенностям магнитного поля вокруг вращающихся звёзд, в котором был 
применён развитый ранее численный метод, основанный на сохранении эн-
тропии, позволяющий получать результаты в тех случаях, когда методы, осно-
ванные на сохранении энергии, неустойчивы [11].

доклад Рыбакина виктора Петровича, сотрудника мГу име-
ни м. в. ломоносова (москва), был посвящён моделированию молеку-
лярных облаков на динамически перестраиваемых сетках сверхбольшого 
разрешения [12].

два доклада, основанные на теории магнитной гидродинамики, пред-
ставили молодые ученики а. с. Петросяна из Института космических иссле-
дований Ран. сергей Игоревич сафонов рассказал об исследовании турбу-
лентности космической плазмы методом быстрых искажений [13], а дмитрий 
александрович климачков — о параметрической неустойчивости в прибли-
жении мелкой воды [14].

Первый день конференции закончился докладом известного специ-
алиста в области суперкомпьютинга, владимира валентиновича воеводина 
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(московский государственный университет), в ходе которого докладчик по-
делился своим взглядом на параллельные вычисления и проблему алгорит-
мов [15]. особенность этого доклада в том, что он длился два часа, во время 
ужина. такая форма научного сообщения имеет название «доклад-ужин» 
и традиционна для проводимых нами семинаров.

второй день научного мероприятия начался докладами математиков из 
Ярославского университета, руководитель математической школы которого 
сергей дмитриевич Глызин объяснил аудитории, как строить импульсо-по-
добные решения с помощью сети нейроподобных осцилляторов [16]. его мо-
лодой коллега сергей владимирович алешин представил удивительные ре-
зультаты моделирования уравнений с запаздыванием [17].

следующие два доклада были сделаны сотрудниками легендарного 
вычислительного центра Ран им. а. а. дородницына. его директор Юрий 
Гаврилович евтушенко представил развитую им технику быстрого автомати-
ческого дифференцирования, которая с успехом применяется в задачах опти-
мизации с распределенными параметрами [18]. сотрудник вЦ Ран михаил 
анатольевич Посыпкин представил свой взгляд на программную инфра-
структуру подобных задач на суперкомпьютерных системах [19].

Эффективность использования флагмана российских вычислительных 
систем суперкомпьютера «ломоносов» была темой доклада сотрудника мГу 
имени м. в. ломоносова сергея николаевича леоненкова [20].

второй день конференции завершился докладами исследователей из раз-
личных регионов России — от Подмосковья до нижнего новгорода.

впечатляющий анализ с применением мощной вычислительной техни-
ки к фазового портрета сложных динамических систем представил аспирант 
ЯрГу Ивановский леонид Игоревич [21].

аспирант мФтИ из долгопрудного даниил Павлович Григорьевых про-
демонстрировал результаты моделирования образования и распространения 
трещин в различных материалах [22].

маститый исследователь из нижегородского Института прикладной фи-
зики Ран олег александрович дружинин представил результаты моделиро-
вания пограничного слоя над водной поверхностью, в котором ясно видна 
роль ряби капиллярного происхождения [23].

Завершился второй день докладом Пашина дмитрия сергеевича о ре-
зультатах моделирования системы, перспективной для использования 
в устройствах квантовых вычислений [24].

третий день конференции начался с доклада сатанина аркадия 
михайловича из нижегородского государственного университета име-
ни н. И. лобачевского, посвящённый захвату резонанса в диссипативных 
квантовых системах [25].

Интересный доклад, основанный на применении методов теоретической 
физики к анализу моделей, описывающих растворы макромолекул, предста-
вил преподаватель национального исследовательского института высшая 
школа экономики Будков Юрий алексеевич [26].

аспирант Ярославского государственного университета даниил 
александрович Фролов представил свою разработку в области информаци-
онных технологий, которая значительно облегчает проведение на кластерных 
системах моделирования задач типа реакция-диффузия [27].
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научный сотрудник научного центра Ран в черноголовке Блинов 
вениамин николаевич познакомил слушателей с концепцией применения 
тензорных разложений в вычислительных задачах, что позволяет эффективно 
уменьшить размерность задач [28].

Работа конференции завершилась докладом аспирантки национального 
исследовательского института высшая школа экономики Зигануровой лилии 
Фаилевны, в котором она представила слушателям результаты своих исследо-
ваний эволюции профиля времени в модели консервативного алгоритма па-
раллельного моделирования дискретных событий в предположении, что об-
мен сообщениями между процессами происходит в рамках концепции сетей 
малого мира [29].

с полными мультимедийными версиями докладов можно ознакомиться 
на странице семинара [30].
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ВзаимодейстВие Волн В  логистическом ураВнении  
с  диффузией и  запаздыВанием
С. В. Алешин, С. Д. Глызин
ярославский государственный университет им. П. г. демидова  
(яргу им. П. г. демидова)
Научный центр в Черноголовке Российской академии наук (НЦЧ РаН)

Рассматривается задача взаимодействия распространяющихся волн плотности в логи-
стическом уравнении с запаздыванием и диффузией (уравнение Фишера–колмого-
рова–Петровского–Пискунова с запаздыванием). Проведён численный анализ 
процесса взаимодействия распространяющихся волн. Получены результаты, иллю-
стрирующие усложнение пространственно-временных распределений решения при 
столкновении и дальнейшем взаимодействия волн.

Исследование выполнено при поддержке Российского научного фонда (проект 
№ 14-21-00158).

Ключевые слова: уравнение Фишера-колмогорова-Петровского-Пискунова, диф-
фузия, запаздывание, уравнения с запаздыванием, нормальные формы, численные 
методы.

введеНИе

Задача распространения волны плотности численности (генной волны) от не-
которого ненулевого начального условия, описывается следующим логисти-
ческим уравнением с диффузией:

2

2
(1 ),u u u u

t x
¶ ¶

= + -
¶ ¶

 (1)

где u(t, x) — плотность распределения числа особей обладающих доминант-
ным геном, t ≥ 0 — временная переменная, а ( ,  )x Î -¥ +¥  — пространствен-
ная. Это уравнение впервые было рассмотрено в статьях а. н. колмогорова, 
И. Г. Петровского и н. с. Пискунова [колмогоров и др., 1937] и Р. а. Фишера 
[Fisher, 1937].

уравнение (1) находит применение в широкой области приложений, свя-
занных с распространением в некоторой области волн различной природы: 
от концентрации некоторого реагирующего вещества до волн плотности по-
пуляции. в работах [колмогоров и др., 1937; Fisher, 1937] рассмотрен вопрос 
о таких неотрицательных решениях u(t, x), для которых при каждом t > 0 вы-
полнены условия: u(t, x) → 1 при x +¥→  и u(t, x) → 0 при x -¥→ . в част-
ности, показано, что при достаточно больших t решение принимает форму 
u(t, x) = z(2t ± x).

среди различных обобщений уравнения (1), связанных с возможностью 
учёта зависимостей нелинейных слагаемых этого уравнения от простран-
ственных и временных сдвигов [Britton, 1990], выделим подход, продемон-

Алешин сергей владимирович — ассистент, старший лаборант-исследователь, кандидат 
физико-математических наук, fktiby@yandex.ru
Глызин сергей дмитриевич — заведующий кафедрой, ведущий научный сотрудник, доктор 
физико-математических наук, профессор, glyzin@uniyar.ac.ru
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стрированный в статье [Гурли и др., 2003], где изучается пространственное 
распределение плотности популяции и предлагается использовать следующее 
уравнение в частных производных:

( )( , )
( , ) ( , ) 1 ( , ) (1 )( )( , ) .

N t x
N t x N t x N t x g N t x

t
∆ α α

¶
= + + - + *

¶
 (2)

Здесь N(t, x) — плотность популяции в момент времени t в точке x ареала 
обитания; выражение 1 ( , ) (1 )( )( , )N t x g N t xα α+ - + *  определяет изменения 
плотности численности; Δ — оператор лапласа; функция g характеризует 
пространственно временные неоднородности. для свёртки ( )g N*  обычно 
используют следующее представление:

( )( , ) ( , ) ( , ) d d ,
t

g N t x g t x y N y y
Ω

τ τ τ
-¥

* = - -ò ò  (3)

где Ω — область распределения популяции и выполнено ( 1)( , ) 1.g t x* =  если 
в свёртке (3) взять в качестве g(t – τ, x – y) дельта-функцию, а точку сосредо-
точения сдвинуть по оси времени, то получится уравнение с запаздыванием 
[алешин и др., 2015а], если же точку сосредоточения сдвинуть по простран-
ственной переменной, то получится уравнение с отклонением по простран-
ству [алешин и др., 2015б].

ПоСтаНовка задаЧИ

как и в статье [алешин и др., 2015а] рассмотрим логистическое уравнение 
с запаздыванием и диффузией

( )
2

2
1 ( , ) .u u u u t h x

t x
¶ ¶

= + - -
¶ ¶

 (4)

для него может быть поставлена краевая задача, например с периодиче-
скими граничными условиями

( , ) ( , ),u t x T u t x+ º  (5)
а может быть, как и для уравнения (1), рассмотрена задача о распространении 
волны от одного или нескольких начальных возмущений. в настоящей работе 
на основе известного асимптотического анализа краевой задачи (4), (5) уда-
ётся дать некоторое объяснение поведению распространяющейся от двух на-
чальных всплесков волны в задаче (4).

НекотоРые СвойСтва задаЧИ  
С ПеРИодИЧеСкИМИ кРаевыМИ уСЛовИяМИ

в этом разделе с помощью асимптотических методов рассмотрим локаль-
ные свойства решений краевой задачи (4), (5). коротко остановимся на 
свойствах решений уравнения (4) без учёта пространственной переменной. 
логистическое уравнение с запаздыванием
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( ) 1 ( )u u u t h= - -  (6)
достаточно хорошо изучено (см. [кащенко, 1981; колесов, 1985; Kakutani, 
Markus, 1958; Kuang, 1993]). При h < e–1 решение (6) монотонно стремится 
к единице, а при e–1 < h < π/2 стремится к единице колебательным образом. 
При h > π/2 уравнение (6) имеет медленно осциллирующее (т. е. с расстояни-
ем между всплесками больше, чем h) устойчивое периодическое реше-
ние u0(t). При 2 1 h π-  и при 1h  его асимптотика приведена в работе 
[кащенко, 1981] (см. также [Kashchenko, 2013]).

краевая задача (4), (5) при h > π/2, как и уравнение (6), имеет простран-
ственно однородное периодическое решение u0(t), которое устойчиво при 
достаточно малых значениях T. в случае если значение T достаточно вели-
ко, то возможна потеря устойчивости решения u0 и возникновение сложных 
пространственно неоднородных структур [Глызин, 2009; Kashchenko, 2013; 
Wu, 1996].

в случае близости запаздывания к π/2

1 ,
2

h hπ
ε= +  (7)

 где 0 1,ε<  и дополнительного предположения, что параметр T велик
1,T  (8)

динамика краевой задачи (4), (5) существенно усложняется. Поведение реше-
ний в малой окрестности состояния равновесия u0 = 1 в этом случае в главном 
определяется нелокальным поведением решений нормализованного ком-
плексного уравнения (уравнение Гинзбурга–ландау)

2 2
1 0 02

( ) ,h d ic
y

ξ ξ
σδ δξ ξ ξ

τ

¶ ¶
= + + +

¶ ¶
 (9)

( , 1) ( , ).y yξ τ ξ τ+ º  (10)
Здесь τ = εt, y = T –1x — новые временная и пространственная переменные; 
σ = T –2ε–1 — величина порядка единицы;

2
4 2 ,
4

iπ
δ

π

-
=

+
 

( )
0 0 2

2 3 2 ( 6)
.

5(4 )

i
d ic

π π

π

- + +
+ =-

+
 (11)

Решения (5), (6) и решения (9), (10) связаны асимптотической формулой
1 2( , ) 1 ( , ) e ( , ) e ( ).it itu t x y y Oε ξ τ ξ τ ε-é ù= + × + × +ê úë û  (12)

динамические свойства (9), (10) существенно зависят от параме-
тра σ. например, при достаточно малых σ все простейшие периодиче-
ские решения вида ρmexp(2πimy + iφmτ) (m = 0, ±1, ±2, …) неустойчивы 
[кащенко, 2011]. в статьях [Глызин, 2009; Glyzin, 2013] для задачи (9) с пе-
риодическими краевыми условиями (10) и с краевыми условиями неймана 
показано, что при уменьшении параметра σ её колебательные режимы стано-
вятся неупорядоченными и имеют все более сложную структуру по простран-
ственной переменной. следует отметить, что утверждение о соответствии 
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решений квазинормальной формы (9), (10) исходной краевой задаче может 
быть обосновано только в случае гиперболичности аттрактора задачи (9), (10), 
поэтому в статье [Глызин и др., 2010] для уравнения (4) с краевыми услови-
ями неймана и условиями (10) был выполнен переход к специальному раз-
ностному аналогу, с последующим численным анализом дискретной си-
стемы. для получения дискретного аналога распределённого уравнения (4) 
произвольно фиксируется натуральное k и выписывается интегральное 
уравнение

2

2
1, ( , ) exp ( , ) d ( , ) d ,

( , )

t h k t h h k

t t h

h u hu t x u t x x u x
k u x kx

τ τ τ τ
τ

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç

+ - +

-
÷ç ÷÷çè ø

é ù
¶ê ú

+ = × × + -ê ú
ê ú¶ê úë û
ò ò  (13)

соответствующее уравнению (4). Затем фиксируется некоторое натураль-
ное N, задаются узлы ( 1 2) ,jx T j N= -  j = 1, …, N и вторая частная произво-
дная по x в выражении (13) заменяется второй разделённой разностью. 
аппроксимируя интегралы по формуле прямоугольников, для переменных 

, ( ) ,n j ju u nh k xæ ö÷ç ÷ç ÷çè ø=  имеем систему разностных уравнений

, 1 , 1
1, , ,

, ,
exp 2 (1 ) ,n j n j

n j n j n k j
n j n j

u u hu u d u
u u k

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷çè ø

+ -
+ -

é ù
ê ú= + - + -ê ú
ê úë û

 j = 1, …, N, (14)

где n = 1, 2, …; 2 2( );d N kT=  un,0 = un, N ; un, N+1 = un, 1.

  
 a б

  
 в г

Рис. 1. Пространственное распределение решения u(t, x): a — T = 60, h = 1,6; б — 
T = 60, h = 1,8; в — T = 120, h = 1,6; г —T = 120, h = 1,8
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непосредственное вычисление по формулам (14) приближённых реше-
ний краевой задачи (9), (10) позволяет проследить за усложнением решений 
при уменьшении параметра d (соответствует увеличению значения T) и за 
увеличением амплитуды колебательного режима при увеличении параметра h. 
на рис. 1 приведены графики распределения решения краевой задачи (9), (10) 
по пространственной переменной, построенные с помощью дискретной мо-
дели (14) при N = 50; первые два графика построены для T = 60, h = 1,6 в слу-
чае a и h = 1,8 в случае б, третий и четвёртый графики построены для T = 120 
и тех же значений h. на всех графиках рис. 1 пространственная переменная x 
пронормирована на T.

ЧИСЛеННый экСПеРИМеНт

в этом разделе перейдём к численному исследованию распространения волн 
концентрации от двух локализованных по пространству начальных возмуще-
ний, которое будем выполнять на некотором отрезке [a, b]. При этом разницу 
| a – b | выберем достаточно большой для того, чтобы можно было проследить 
за распространением волн от начального момента до момента встречи фрон-
тов волн с границами a или b. учитывая, что рассматривается задача о рас-
пространении и взаимодействии локальных возмущений, зададим на грани-
цах отрезка следующие краевые условия: u(t, a) = u(t, b) = c. Было выполнено 
несколько численных экспериментов, в одних из которых величина c выбира-
лась равной нулю, а в других единице.

Перейдём к описанию вычислительной процедуры. вторую производную 
по пространственной переменной в правой части уравнения (4) заменим ко-
нечной разностью второго порядка. для этого отрезок [a, b] разобьём на 
N равных частей и построим сетку узлов с шагом ( )x b a N∆ = -  так, что 
xj = a + jΔx, где j = 0, …, N – 1. обозначим через uj (t) значение функции u(t, x) 
в соответствующих узлах сетки. в итоге получим следующую систему обык-
новенных дифференциальных уравнений:



1 1
2

2
1 ,

( )
( )j j j

jj j

u u u
u tu h u

x∆

+ -- + é ù= + - -ê úë û  j = 0, …, N – 1. (15)

для учёта краевых условий полагаем u–1(t) = uN (t) = c.
численный эксперимент выполнялся на вычислительном кластере ЯрГу 

(мнИл «дискретная и вычислительная геометрия» им. Б. н. делоне). 
одновременно решалось от N = 105 до N = 2·105 уравнений с запаздыванием. 
особенностью численного решения такой системы является повышенная 
требовательность к объёмам доступной памяти для хранения решения на про-
межутке запаздывания. для вычислений использовался метод дормана-
Принца пятого порядка с переменной длиной шага интегрирования. 
абсолютная и относительная погрешности алгоритма были приняты равны-
ми 10–12. начальный шаг интегрирования взят равным 10–3. начальные усло-
вия выбирались в виде двух прямоугольных импульсов высоты 0,1 и единич-
ной ширины, смещённых на 100 единиц влево и вправо относительно центра 
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отрезка [a, b] для всех –h ≤ t ≤ 0. в частности, для граничных условий 
u–1(t) = uN (t) = c в случае [0,2000]:x Î

0,1,  89950,90050 109950,110050 ,
,

( )j
c j

c
tu

ì é ù é ùï + Îï ë û ë û=íïïî

Èесли

иначе,
 (16)

где [ , 0]t hÎ - . для последующего анализа и графического отображения полу-
ченные данные прореживались.

Перейдём к описанию результатов моделирования. численный экспе-
римент проводился для значений c = 0 и c = 1. сначала рассмотрим случай 
c = 0. на рис. 2a и 3а представлен общий вид распространения волн концен-
трации, описываемых системой (15) при запаздывании, равном 1,6 и 1,8 со-
ответственно. на рис. 2б и 3б хорошо видно, что скорость распространения 
основного фронта волны совпадает с тангенсом угла наклона проекции реше-
ния u(t, x) на плоскость (t, x) и равна двум. отметим, что на краях волны име-
ются многочисленные осцилляции, причины возникновения которых описа-
ны в статье [алешин и др., 2015a].

в середине рассматриваемой области значения u(t, x) не приближают-
ся к единице, поскольку при h > π/2 соответствующая краевая задача имеет 
устойчивое пространственно неоднородное решение. При этом, как было 
показано в предыдущем пункте, по мере расширения промежутка (увеличе-
ния T) происходит усложнение устойчивого колебательного режима. в дан-
ном случае до момента пересечения волновых фронтов (рис. 2в и 3в) про-
странственные неоднородные колебания наблюдались в узкой области, 
совпадающей с областью возмущения по пространственной переменной. 
Пересечение волновых фронтов (рис. 2г и 3г) приводит к объединению про-
странственно неоднородных участков и усложнению пространственного рас-
пределения решения. важно отметить, что на рис. 2д и 3д есть большой уча-
сток со сложной пространственной структурой решения.

учитывая, что нами обосновано наличие сложного поведения краевой 
задачи (4) с периодическими краевыми условиями в случае единичного со-
стояния равновесия, особый интерес представляет вопрос о колебаниях, воз-
никающих при фиксированных единичных условиях (параметр c = 1) и двух 
малых начальных импульсах. Повторим численный эксперимент, аналогич-
ный выполненному ранее при c = 0. на рис. 4а и 5а представлен общий вид 
распространения волн концентрации, описываемых системой (15) при запаз-
дывании, равном 1,6 и 1,8 соответственно. на рис. 4б и 5б представлена про-
екция решения u(t, x) на плоскость (t, x). в этом случае отчётливо видно, что 
в результате взаимодействия волн пространственное распределение решения 
существенно усложняется. на рис. 4в и 5в представлены разрезы вдоль про-
странственной переменной при фиксированных значениях времени перед 
взаимодействием волн, на рис. 4г и 5г — после взаимодействия. усложнение 
решения объясняется расширением области, в которой u(t, x) не равно еди-
нице (на рис. 4д и 5д представлены разрезы вдоль пространственной перемен-
ной при фиксированных значениях времени в конце временного промежутка 
взаимодействия волн).
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a

 
 б в

 
 г д

Рис. 2. Пространственное распределение решения u(t, x) при h = 1,6 и c = 0: a — об-
щий вид; б — вид сверху; в — разрез при t = 50; г — разрез при t = 60; д — разрез при 

t = 450
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a

 
 б в

 
 г д

Рис. 3. Пространственное распределение решения u(t, x) при h = 1,8 и c = 0: a — об-
щий вид; б — вид сверху; в — разрез при t = 50; г — разрез при t = 60; г — разрез при 

t = 390
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a

 
 б в

 
 г д

Рис. 4. Пространственное распределение решения u(t, x) при h = 1,6 и c = 1: a — об-
щий вид; б — вид сверху; в — разрез при t = 750; г — разрез при t = 760; г — разрез при 

t = 1500
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a

 
 б в

 
 г д

Рис. 5. Пространственное распределение решения u(t, x) при h = 1,8 и c = 1: a — об-
щий вид; б — вид сверху; в — разрез при t = 270; г — разрез при t = 280; д — разрез при 

t = 450
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закЛюЧеНИе

численный анализ логистического уравнения с диффузией и запаздыванием 
показал, что сложная пространственно неоднородная структура, возникаю-
щая при взаимодействии волн, может быть объяснена свойствами решений 
соответствующей краевой задачи при увеличении промежутка изменения 
пространственной переменной. тем самым, усложнение пространственной 
структуры волны обусловлено в первую очередь её расширением.

авторы выражают благодарность кащенко с. а. за участие в постановке 
задачи и обсуждении полученных результатов.
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среднеполеВая модель суспензии поляризуемых частиц 
Во  Внешнем электрическом поле
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Национальный исследовательский университет «высшая школа экономики»  
(НИу вШэ)
Институт химии растворов им. г. а. крестова Российской академии наук (ИХР РаН)

сформулирована статистико-термодинамическая модель монодисперсной коллоид-
ной суспензии поляризуемых твёрдых частиц во внешнем электрическом поле, осно-
ванная на локальной теории функционала плотности. обсуждены различные режимы 
поведения объёмной доли коллоидных частиц во внешнем поле в зависимости от раз-
ности диэлектрических проницаемостей растворителя и коллоида.

Работа поддержана грантом Президента РФ MK-2823.2015.3.
Ключевые слова: электрическое поле, поляризуемость, коллоидные растворы.

введеНИе

суспензии, такие как электрореологические жидкости, нашли широкое при-
менение в различных отраслях промышленности в последние несколько де-
сятилетий [Agafonov, Zakharov, 2010]. Электрореологические жидкости — это 
суспензии, вязкость которых может значительно увеличиваться при прило-
жении к ним электрического поля. Последнее явление получило название 
электрореологического эффекта [Agafonov, Zakharov, 2010]. величина, с ко-
торой связана вязкость суспензии, является объёмной долей коллоидных ча-
стиц. другими словами, зная, как будет меняться последняя при увеличении 
величины напряжённости электрического поля, можно качественно судить, 
насколько сильно будет меняться вязкость. как хорошо известно, если объ-
ёмная доля коллоидных сферических частиц достаточно мала, то вязкость 
суспензии может быть оценена с помощью формулы Эйнштейна [ландау, 
лифшиц, 1986]:

0(1 2,5 ),η η φ= +  (1)
где η = η0 — вязкость чистого растворителя; cV Vφ=  — объёмная доля кол-
лоидных частиц; Vc — объём, занимаемый коллоидными частицами; V — пол-
ный объём системы. однако формула Эйнштейна (1) не может быть обосно-
ванной для электрореологических жидкостей, находящихся в достаточно 
сильном электрическом поле. действительно, в этом случае возможно вы-
страивание коллоидных частиц в цепочки вдоль силовых линий поля [Davis, 
1992], тогда как формула (1) справедлива только для случая равномерно рас-
пределённых по объёму коллоидных частиц.

в то время как вычисление вязкости суспензии во внешнем электриче-
ском поле в общем случае является задачей неравновесной статистической 

Будков Юрий алексеевич — доцент, научный сотрудник, ybudkov@hse.ru
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механики и сопряжена в настоящее время с принципиальными трудностями, 
задача вычисления объёмной доли коллоидных частиц может быть сформу-
лирована полностью на языке термодинамики гетерогенных систем [Barrat, 
Hansen, 2003].

чтобы вычислить объёмную долю коллоидных частиц во внешнем элек-
трическом поле, будем использовать формализм классической теории функ-
ционала плотности в представлении электростатического потенциала, сфор-
мулированной в работах [Budkov et al., 2015; Maggs, Podgornik, 2015] и успеш-
но применённый автором настоящей работы с коллегами к теории двойного 
электрического слоя в недавних работах [Budkov et al., 2015, 2016].

1. МодеЛь

Рассмотрим разбавленную монодисперсную коллоидную суспензию сфери-
ческих частиц объёма v = 4πr 3/3 (r — радиус коллоидных частиц), находящу-
юся во внешнем электрическом поле E(r). Растворитель будем рассматривать 
как сплошную диэлектрическую среду с диэлектрической проницаемостью εs. 
кроме того, положим, что коллоидные частицы представляют собой сфери-
ческие частицы твёрдого диэлектрика с диэлектрической проницаемостью  εc. 
Предположим, что объём суспензии находится в равновесии с бесконечным 
резервуаром с суспензией, электрическое поле в котором отсутствует. таким 
образом, будем описывать эту систему в рамках большого канонического ан-
самбля. Большой термодинамический потенциал суспензии может быть за-
писан как

( ) ( )
2( ) ( ) d ( ) ( ) d ,

8
V V

r r
V f n r n r V

ε ψ
Ω µ

π
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

Ñ
=- + -ò ò  (2)

где первое слагаемое определяет свободную энергию диэлектрика в электри-
ческом поле [ландау, лифшиц, 1982], а второе — большой термодинамиче-
ский потенциал суспензии; ψ(r) — электростатический потенциал в точке r; 
f(n) — плотность свободной энергии Гельмгольца суспензии; μ — химический 
потенциал коллоидных частиц в резервуаре; n(r) — концентрация коллоид-
ных частиц в точке r. Интегрирование в формуле (2) ведётся по всему объ-
ёму V суспензии. локальная диэлектрическая проницаемость для достаточно 
разбавленной суспензии может быть представлена в виде [ландау, лифшиц, 
1982]:

3( )
( ) ( ) .

2
c s

s
c s

r n r v
ε ε

ε ε
ε ε

-
= +

+
 (3)

далее, используя стандартное преобразование лежандра [ландау, 
лифшиц, 1976] Π = μn – f (Π — осмотическое давление), перепишем термо-
динамический потенциал (2) в следующей форме:

( ) ( )2 2( ) ( )
[ ] d d ,

8 2
s

V V

r r
V V

ε ψ α ψ
Ω ψ Π µ

π
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которая содержит в качестве переменной варьирования только электроста-
тический потенциал; кроме того, была введена эффективная поляризуемость 
коллоидных частиц:

3( )3 .
4 2

c s

c s

v ε ε
α

π ε ε

-
= ×

+
 (5)

чтобы провести варьирование термодинамического потенциала (5) 
по электростатическому потенциалу ψ(r), необходимо знать зависимость Π(μ) 
осмотического давления от химического потенциала. в качестве базисной 
модели возьмём модель решёточного газа, для которого эта зависимость хоро-
шо известна [Barrat, Hansen, 2003]:

( )( )( ) ln 1 e ,Bk TBk T
v

µΠ µ = +  (6)

где kB — постоянная Больцмана; T — абсолютная температура.
варьируя большой термодинамический потенциал по электростатическо-

му потенциалу, придём к стандартному уравнению Пуассона:

( )div ( ) ( ) 0,r rε ψÑ =  (7)

где введена локальная диэлектрическая проницаемость, выраженная полно-
стью через локальное электростатическое поле ( )rψ-Ñ :
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где φ0 — невозмущённая объёмная доля коллоидных частиц в резервуаре. 
следует отметить, что при выводе соотношения (8) было использовано выра-
жение для химического потенциала решёточного газа ( )0 0ln 1 .Bk Tµ φ φ= -  
объёмная доля коллоидных частиц может быть вычислена по формуле:
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теперь рассмотрим задачу о вычислении объёмной доли коллоидных ча-
стиц в однородном электрическом поле E. направляя ось z вдоль электриче-
ского поля, запишем уравнение (7) в следующем виде

( )d ( ) ( ) 0.
d

z z
z

ε ψ¢ =  (10)

Интегрирование уравнения (10) даёт
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Из уравнения (11) следует, что локальное поле ( )locE zψ¢=-  должно быть 
также однородным, т. е. ( ) const.zψ¢ =  далее, из условия непрерывности элек-
тростатической индукции на границе раздела суспензия/воздух, определяем 
константу интегрирования, что даёт следующее нелинейное уравнение для 
локального электрического поля
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Решая уравнение (12) относительно Eloc, можно получить зависимость ло-
кального электрического поля от объёмной доли коллоидных частиц φ0 в ре-
зервуаре, температуры T и напряжённости E приложенного электрического 
поля:

0( , , ).loc locE E T Eφ=  (13)
объёмная доля коллоидных частиц в электрическом поле, которая, 

разумеется, также не будет зависеть от координат, может быть вычислена 
по формуле
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2. РезуЛьтаты выЧИСЛеНИй  
И ИХ обСуждеНИе

Прежде чем перейти к анализу численных результатов, введём следующие 
безразмерные параметры: 

2
B sT k T vEε=  — безразмерная температура; 



loc loc sE E Eε=  — безразмерное электрическое поле;  svα α ε= =  
3 (4 ) (3 )π δ δ= ´ +  — безразмерная поляризуемость частиц; ( )c s sδ ε ε ε= -  — 

относительное отклонение диэлектрической проницаемости коллоида от ди-
электрической проницаемости растворителя. в относительных единицах 
уравнение для локального электрического поля примет следующий вид
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уравнение для объёмной доли коллоидных частиц в безразмерном виде 
записывается как:
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на рисунке показаны зависимости объёмной доли коллоидных частиц 
от величины δ при различных значениях безразмерной температуры .T  
следует отметить, что область физических значений параметра δ ограничена 
снизу числом –3, т. е. δ > –3. как видно на рисунке, в области отрицательных 
значений параметра δ (что соответствует случаю, когда диэлектрическая про-
ницаемость растворителя больше диэлектрической проницаемости коллоида) 
приложение электрического поля должно приводить к понижению объёмной 
доли коллоидных частиц. однако в области положительных значений δ элек-
трическое поле будет всегда приводить к уплотнению суспензии, т. е. к увели-
чению объёмной доли коллоидных частиц. как видно на рисунке, уменьше-
ние безразмерной температуры (что соответствует охлаждению системы или 
увеличению напряжённости электрического поля) приводит к более резкому 
увеличению объёмной доли коллоидных частиц при увеличении параметра δ. 
такое поведение объёмной доли коллоидных частиц во внешнем электриче-
ском поле может соответствовать указанному во введении электрореологиче-
скому эффекту.

Зависимость объёмной доли коллоидных частиц от параметра δ = (εc – εs)/εs при раз-
личных значениях безразмерной температуры  2

B sT k T vEε=  и при фиксированном 
значении φ0 = 0,1
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закЛюЧеНИе

в настоящей работе сформулирована среднеполевая модель суспензии по-
ляризуемых сферических коллоидных частиц во внешнем электрическом 
поле. в рамках предложенной модели получена система трансцендентных 
уравнений для локального электрического поля в объёме суспензии и объ-
ёмной доли коллоидных частиц. Решая полученную систему уравнений при 
различных значениях температуры, напряжённости электрического поля 
и разностях диэлектрических проницаемостей растворителя и коллоида, по-
лучено два режима поведения объёмной доли коллоидных частиц. а именно, 
в случае, когда диэлектрическая проницаемость коллоида меньше диэлек-
трической проницаемости растворителя, приложение электрического поля 
приводит к понижению объёмной доли коллоидных частиц. напротив, ког-
да диэлектрическая проницаемость коллоида больше диэлектрической про-
ницаемости растворителя, электрическое поле приводит к увеличению объ-
ёмной доли коллоидных частиц. Последний эффект может быть связан с так 
называемым электрореологическим эффектом.
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исследоВание сВойстВ консерВатиВного алгоритма 
параллельного моделироВания дискретных событий  
В  сетях small WorlD
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(НИу вШэ)
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3 Институт теоретической физики им. Л. д. Ландау Российской академии наук  

(ИтФ РаН)

обсуждается эволюция профиля локальных виртуальных времён при использовании 
консервативного алгоритма синхронизации в параллельном дискретно-событийном 
моделировании на топологии Small World. Показано, что добавление небольшого 
процента случайных дальних связей поверх регулярной решётки позволяет улучшить 
синхронизацию логических процессов. Проведено моделирование эволюции профи-
ля локальных времён и измерены такие показатели, как средняя ширина и скорость 
роста профиля. обнаружено, что при росте размера системы ширина профиля ло-
кальных виртуальных времён (дисперсия) в такой модели остаётся постоянной, что 
свидетельствует о хорошей синхронизации процессов между собой. При этом в систе-
ме не возникает блокирующих состояний, так как скорость роста профиля с течением 
глобального времени моделирования остаётся ненулевой.

Работа выполнена в рамках исследований по гранту РнФ № 14-21-00158.
Ключевые слова: параллельное моделирование дискретных событий (Пмдс), 

консервативный алгоритм синхронизации, сеть малого мира.

введеНИе

Параллельное моделирование дискретных событий (Пмдс) — это метод мо-
делирования систем с дискретными событиями на параллельном компьюте-
ре [Fujimoto, 1990]. Примерами таких систем могут служить телекоммуни-
кационные сети, магнитные системы, системы воздушно-транспортного со-
общения и др. метод Пмдс заключается в том, что каждая отдельная часть 
изучаемой системы моделируется на своём процессорном элементе (ПЭ). 
Процессорными элементами могут быть процессор, ядро или поток, в зави-
симости от архитектуры компьютера и особенностей самой системы. каждый 
ПЭ исполняет свой логический процесс (лП) и имеет своё локальное виртуаль-
ное время (лвв) [Jefferson, 1985; Lamport, 1978]. набор всех локальных вре-
мён составляет профиль локальных виртуальных времён. в Пмдс отсутствует 
механизм глобальной синхронизации, синхронизация происходит только за 
счёт обмена сообщениями с временными метками. в зависимости от характе-
ра взаимодействия между ПЭ различают консервативные и оптимистические 
алгоритмы синхронизации, а также алгоритм FaS [Shchur, Novotny, 2004].

Зиганурова лилия Фаилевна — аспирантка, старший лаборант-исследователь, ziganurova@
gmail.com
Щур лев николаевич — ведущий научный сотрудник, профессор, заместитель председа-
теля, заведующий отделом заведующий кафедрой, доктор физико-математических наук, 
levshchur@gmail.com
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исследование свойств консервативного алгоритма параллельного моделирования дискретных событий…

для того чтобы изучить производительность и свойства масштабируемо-
сти алгоритмов синхронизации Пмдс, используется так называемый метод 
«моделирования модели», а основным объектом исследования в модели явля-
ется профиль лвв.

1. оПИСаНИе базовой МодеЛИ коНСеРватИвНого аЛгоРИтМа

Рассмотрим простейшую базовую модель эволюции времени в консерватив-
ном алгоритме синхронизации [Korniss et al., 2000]. Имеется система из N ло-
гических процессов. Будем считать, что каждый лПi исполняется на своём 
ПЭi и зависит только от двух соседних. если схематически изобразить такую 
систему в виде графа, узлами которого являются лП, а рёбрами — отношения 
зависимости, то можно считать, что топология базовой модели — это кольцо. 
лвв каждого лП обозначим как τi. в начальный момент времени τi = 0 для 
всех i = 0..N. на каждом дискретном шаге моделирования проверяется следу-
ющее условие:

{ }1 1( ) ( ), ( ) .i i it t tτ τ τ- +  (1)

если условие (1) выполняется, то значение τi увеличивается на случайную 
величину, распределённую по закону Пуассона, в противном случае локаль-
ное время лП не изменяется.

Показатель, определяющий степень синхронизации процессов — это ши-
рина профиля лвв. она измеряется по следующей формуле:
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τ τ= å  также считается скорость роста профиля, которая соот-

ветствует плотности локальных минимумов:

( ) ,actN
u t =

N
где Nast — это количество лП, удовлетворяющих условию (1).

Исследование эволюции профиля лвв базовой консервативной схемы 
Пмдс, представленное в работе [Korniss et al., 2000], показало, что данная 
модель относится к классу универсальности кардара–Паризи–Жанга (KPZ, 
Kardar–Parisi–Zhang) [Kardar et al., 1986]. класс KPZ характеризуется следу-
ющими скейлинговыми показателями: α — экспонента роста и β — экспо-
нента шероховатости, α = 1/2 и β = 1/3. Функция скейлинга имеет вид:
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таким образом, ширина профиля лвв в базовой консервативной схеме 
асимптотически растёт как N1/2, что снижает эффективность параллельного 
моделирования.

2. МодеЛИРоваНИе коНСеРватИвНого аЛгоРИтМ  
в СетИ тоПоЛогИИ SmAll WoRlD

Изучим поведение профиля лвв при изменении топологии с регулярной на 
топологию Small World (SW) (рис. 1). среднее расстояние между двумя узлами 
в такой топологии (средняя длина пусти в графе) растёт как логарифм от ко-
личества узлов [Watts, Strogatz, 1998]. выбор данной топологии для изучения 
объясняется тем, что она является более реалистичной, чем регулярная, и ис-
пользуется при моделировании в таких областях, как социология, логистика, 
нейропсихология, вычислительная лингвистика и проч.

конструировать граф со свойствами SW можно различными способами. 
в данной работе мы строили топологию следующим образом. сначала созда-
ётся регулярный граф со степенью вершин k = 2 (т. е. каждый узел соединён 
с двумя соседними). Затем задаётся параметр р, который изменяется в нашей 
работе от 0,002 до 1. к существующему графу добавляется ровно pN случай-
ных рёбер так, чтобы не возникало кратных рёбер и петель.

Процесс обновления локальных времён остаётся таким же. Поскольку те-
перь каждый лП может быть соединён более чем с двумя другими, условие (1) 
принимает вид:

{ }( ) ( )i rt tτ τ  (3)
где r — номера всех соседей лПi .

в ходе моделирования размер системы изменялся от 103 до 106, количе-
ство временных шагов от 1,5·103 до 105, результаты усреднены по 1500 неза-
висимым реализациям.

наше моделирование показало, что ширина профиля так же, как и в ба-
зовой схеме, растёт со временем и выходит на насыщение (рис. 2). Показатель 
степени роста зависит от количества добавленных связей, причём он резко 
увеличивается даже при очень незначительном значении параметра р. мы из-
мерили зависимости степени β от размера системы N и параметра р (рис. 3). 
для достаточно большого размера системы (N > 104) показатель β зависит 
только от p следующим образом: β = –0,140(5) – 0,162(2)·ln(p) (рис. 4).

в отличие от базовой схемы, где ширина профиля лвв расходится с ро-
стом размера системы, в данном случае значение ширины остается постоян-
ной (рис. 5), при этом предельное значение зависит от параметра р следую-
щим образом: 2 1,45(4)0,75(5) .w p-¥ =-  следует отметить, что такая оценка яв-
ляется достаточно грубой в связи с ограниченным набором статистики.

ещё одним важным показателем является скорость роста профиля лвв. 
Зависимость скорости от параметра р является нелинейной. обозначим за Δu 
разницу между u(p > 0) и u(p = 0). мы выяснили, что Δu(N, p) = 0,078(3)p0,092(3) 
или Δu(N, p) = 0,08(2)p0,24(1) в зависимости от способа аппроксимации показа-
теля степени и коэффициента (логарифмической или степенной функцией).
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Рис. 1. сетевые топологии

Рис. 2. Зависимость средней ширины профиля от времени  
при разных параметрах p

Рис. 3. Зависимость показателя β от размера системы  
при разных параметрах p
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стоит отметить, что похожая работа была проведена корниссом с соав-
торами и изложена в статье “Suppressing roughness of virtual times in parallel dis-
crete-event simulations” [Korniss et al., 2003]. способ конструирования тополо-
гии, используемый в их работе, отличается от стандартных способов создания 
топологии Small World. авторы добавляют ровно одну дальнюю связь к каж-
дому узлу регулярной решётки, так что степень каждой вершины становится 
равной трём, а затем модифицируют способ обновления локальных времён. 
аналогичный параметр р в их работе означает не процент добавленных свя-
зей, а вероятность, с которой проверяется условие τi(t) ≤ { τi–1(t), τi+1(t), τr(t)}, 
где r — номер дальнего соседа лПi . таким образом, с вероятностью p ло-
кальное время логического процесса сравнивается с локальными времена-

Рис. 4. Зависимость показателя β от параметра р

Рис. 5. Зависимость средней ширины от размера системы  
при различных значениях параметра р
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ми всех его соседей, а с вероятностью (1 – р) — только с двумя ближайшими. 
несмотря на разницу в конструкции моделей, качественно наши результаты 
совпали с аналогичными результатами работы корнисса. отметим, что мы 
провели более детальный анализ эволюции профиля лвв, однако здесь при-
ведены лишь предварительные результаты.

закЛюЧеНИе

в статье представлены результаты моделирования эволюции профиля локаль-
ных виртуальных времён в консервативном алгоритме параллельного моде-
лирования дискретных событий для топологии Small World. выбор тополо-
гии влияет на свойства масштабируемости при параллельном моделировании 
дискретных событий, а именно, добавление некоторого количества случай-
ных дальних связей позволяет сделать ширину профиля локальных вирту-
альных времён нерасходящейся с ростом размера системы. При этом средняя 
скорость эволюции профиля снижается незначительно. Это означает, что ло-
гические процессы в такой модели остаются хорошо синхронизированными 
вне зависимости от размера системы.
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Рассматривается математическая модель динамической импульсной системы, пред-
ставляющая собой цепочку из трёх связанных в кольцо, возмущённых дифференци-
альных уравнений с запаздыванием. Изучаются вопросы существования и устойчиво-
сти релаксационных периодических решений этой системы на основе анализа специ-
ального двумерного отображения. особое внимание уделяется числу сосуществующих 
устойчивых режимов.
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Ключевые слова: бифуркации, фазовые портреты, релаксационные колебания, 
устойчивые режимы.

введеНИе

для цепочки связанных в кольцо, возмущённых осцилляторов с запазды-
ванием

1 1 1) ,(j j j j j ju d u u f u t g u uλ α βæ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è+ ø
é ù= - + - + - -ê úë û

  1, ,j m=  (1)

1 1,mu u +=

где uj = uj(t) > 0; параметры m ≥ 2, 1,λ  β > 0, α > 1 + β; гладкие функции f(u), 
2(( ) )g u C +Î   удовлетворяют условиям:

0 ( ) ,g uβ α< <  (0) (0) 1,f g= =   ;u +" Î

( ),f u  ( ),g u  ( ),uf u¢  
1( )ug u O
u

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
=¢  при ,u +¥→

в статьях [Глызин и др., 2011а, б, 2012] было показано, что с помощью замен 
вида
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ε
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где x, y1, …, ym–1 — новые переменные, систему (1) можно свести к системе 
обыкновенных дифференциальных уравнений с импульсными воздействия-
ми. Рассмотрим данную задачу для случая m = 3:
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Функции y1(t) и y2(t) характеризуют фазовые сдвиги между компонентами 
системы (1) и асимптотически близки при λ +¥→  к величинам y1 = 
= ln u2 – ln u1, y2 = ln u3 – ln u2 соответственно.

Изучается отображение вдоль решений системы (2) за период T0:
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где y1(–0) = z1, y2(–0) = z2. величина 0 1 ( 1) ( 1)T α β α β= + + + - -  определяет 
главную часть периода устойчивого цикла одиночного осциллятора систе-
мы (1). отображение Φ(z) сопоставляет начальным условиям системы (2) ре-
шение с координатами yj в момент времени t = T0.

в работах [Глызин и др., 2011а, б, 2012] было доказано, что экспонен-
циально устойчивым неподвижным точкам отображения (3) соответствуют 
орбитально-экспоненциально устойчивые циклы системы (1). другими сло-
вами, для того, чтобы говорить об устойчивых циклах, достаточно изучить 
неподвижные точки модельного отображения. они и являлись объектами 
исследования.

асимптотический анализ отображения (3) показывает, что при достаточ-
но малых значениях параметра d оно имеет как минимум три устойчивые не-
подвижные точки, при этом нулевое состояние равновесия устойчиво для лю-
бых значений d. Задача исследования состоит в определении таких значений 
параметров α и β, при которых отображение (3) имеет большее число устой-
чивых неподвижных точек. Поскольку сделать это в полной мере с исполь-
зованием лишь аналитического аппарата затруднительно, поиск устойчивых 
состояний осуществлялся с помощью специально разработанной программы, 
использующей технологии параллельных вычислений на центральном про-
цессоре компьютера.

РезуЛьтаты ЧИСЛеННого ИССЛедоваНИя

на координатной плоскости параметров (α β) можно выделить области 
A1, A2, A3 и кривые l0, …, l5. Графическая визуализация данных множеств при-
ведена на рис. 1.

наиболее важным элементом построения введённых областей, является 
прямая l0 = {(α, β):β = α – 2}. относительно неё симметрично проведены кри-
вые l2 и l3, касающиеся l0 в точке (2,0). Эти кривые являются границами обла-
сти A2 = {(α, β):β > l3, β < l2}. в точке (2,0) проведена ещё и кривая l4, касатель-
ная к прямой l0. также на рис. 1 имеется прямая l5, которая по мере увеличе-
ния значения параметра α приближается к прямой l0. в совокупности прямые 
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l1, …, l5 образуют границы двусвязных 
областей

{ }1 4 2 5  ( , ) :   0,  ; ,    A l l lα β β β β β= > < > <

и
{ }2 4 3 5 1 ( , ) :   ,  ;  ,   .A l l l lα β β β β β= > < > <

При относительно малых значени-
ях d не трудно обнаружить состояния 
равновесия, предсказанные аналити-
чески. для обнаружения же других не-
подвижных точек величины α и β фик-
сировались, а значение d менялось. 
в результате исследования были полу-
чены значения начальных параметров, 
для которых обнаруживалось единов-
ременное существование семи устой-
чивых состояний равновесия.

далее, как и в работах [Ивановский, 2015; Ивановский, самсонов, 2014, 
2015], рассмотрим типичные бифуркации для каждой из введённых областей.

основные бифуркации в области A1

При изменении параметра d для любых фиксированных значений пары 
1( , ) Aα β Î  в фазовом пространстве отображения наблюдается один и тот же 

сценарий фазовых перестроек. для определённости возьмём α = 3,6 и β = 0,4. 
При изменении параметра d для заданных величин α и β получаются следую-
щие бифуркации.

Рис. 1. Разбиение на области параме-
тров с одинаковыми бифуркационны-

ми сценариями

 
 а б

Рис. 2. Фазовые портреты отображения: а — d < d1; б — d1 < d < d2
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1. При d < d1; d1 ≈ 0,008 отображение имеет четыре устойчивые непод-
вижные точки и девять неустойчивых. схематическое изображение фазового 
портрета для этого случая можно увидеть на рис. 2а. Буквами Sj обозначены 
устойчивые неподвижные точки, Uj — неустойчивые. чёрным цветом показа-
ны сепаратрисы, а серым — некоторые фазовые кривые.

2. При d = d1 три узла U1, U3 и U5 одновременно сливаются с сёдла-
ми U7, U8 и U9 и исчезают.

3. При d1 < d < d2; d2 ≈ 0,19 отображение имеет четыре устойчивые непод-
вижные точки и три неустойчивые. Фазовый портрет для данного случая изо-
бражён на рис. 2б.

4. Последняя бифуркация происходит при d = d2. устойчивые узлы S1, S2 
и S3, сливаясь с сёдлами U6, U2 и U4, пропадают. тем самым, при d > d2 ото-
бражение имеет лишь одно единственное нулевое устойчивое состояние.

Полученный сценарий фазовых перестроек остаётся верным для любых 
1( , ) .Aα β Î  отличия от рассмотренного случая состоят лишь в числовых выра-

жениях бифуркационых значений параметра d.

основные бифуркации в области A2

При изменении параметра d для любых фиксированных значений пары 
2( , ) Aα β Î  в фазовом пространстве отображения наблюдается один и тот же 

сценарий фазовых перестроек. для удобства зафиксируем величины α = 1,9 
и β = 0,1 и будем менять значения параметра d. в результате для отображе-
ния Φ получим следующую последовательность бифуркаций.

1. При d < d1; d1 ≈ 0,316 отображение имеет четыре устойчивые непод-
вижные точки и девять неустойчивых. схематическое изображение фазового 
портрета для этого случая можно увидеть на рис. 3a.

 
 а б

Рис. 3. Фазовые портреты отображения: а — d < d1; б — d1 < d < d2
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2. При d = d1 сёдла U7, U8 и U9 одновременно подходят к сёдлам S1, S2 
и S3, сливаются с ними и образуют устойчивое многообразие MS, по которому 
осуществляется движение по часовой стрелке. При этом неустойчивые состо-
яния равновесия U1, U3 и U5 становятся фокусами.

3. При d1 < d < d2; d2 ≈ 0,317 отображение имеет три неустойчивые 
и одну устойчивую неподвижные точки, а также устойчивое многообразие. 
сепаратрисы, идущие из точек U1, …, U6 бесконечно приближаются к устой-
чивому многообразию MS . Фазовый портрет в данном случае имеет вид, изо-
бражённый на рис. 3б.

4. При d = d2 от неустойчивых узлов U1, U3 и U5 отделяются неустойчи-
вые многообразия. тем самым неустойчивые фокусы U1, U3 и U5 становятся 
устойчивыми фокусами 1,S ¢  2S ¢  и 3.S ¢

5. При d2 < d < d3; d3 ≈ 0,3174 отображение имеет три неустойчивые и че-
тыре устойчивые неподвижные точки, а также одно устойчивое и три не-
устойчивых многообразия. сепаратрисы, идущие из точек U2, U4 и U6 беско-
нечно приближаются к устойчивому многообразию MS. Фазовый портрет для 
данного случая изображён на рис. 4а.

6. При d = d3 три неустойчивых многообразия, расположенные вокруг 
фокусов 1,S ¢  2S ¢  и 3S ¢  одновременно сливаются с устойчивым многообрази-
ем MS и пропадают.

7. При d3 < d < d4; d4 ≈ 0,3178 отображение имеет четыре устойчивые не-
подвижные точки и три неустойчивые. Фазовый портрет в данном случае 
имеет вид, изображённый на рис. 4б.

8. Последняя бифуркация происходит при d = d4. неустойчивые сед-
ла U2, U4 и U6, сливаясь с устойчивыми фокусами 2,S ¢  3S ¢  и 1S ¢  соответственно, 
пропадают. тем самым, при d > d4 отображение имеет лишь одно единствен-
ное нулевое устойчивое состояние.

 
 а б

Рис. 4. Фазовые портреты отображения: а — d2 < d < d3; б — d3 < d < d4
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Полученный сценарий фазовых перестроек верен для любых 2( , ) .Aα β Î  
отличия от рассмотренного случая состоят лишь в числовых выражениях би-
фуркационых значений параметра d.

основные бифуркации в области A3

При изменении параметра d для любых фиксированных значений пары 
3( , ) Aα β Î  в фазовом пространстве отображения наблюдается один и тот же 

сценарий бифуркационных перестроек. для удобства зафиксируем величины 
α = 2,1 и β = 0,1 и будем менять значения параметра d. в результате для ото-
бражения Φ получим следующую последовательность бифуркаций.

1. При d < d1; d1 ≈ 0,013 отображение имеет семь устойчивых и шесть не-
устойчивых неподвижных точек, а также неустойчивое многообразие MU, 
по которому осуществляется движение по часовой стрелке. схематическое 
изображение фазового портрета для данного случая можно увидеть на рис. 5а.

2. При d = d1 неустойчивые узлы U1, U2, U3, U4, U5, U6 одновременно сли-
ваются с устойчивыми сёдлами S2, S3, S4, S5, S6, S1 и исчезают, образуя тем 
самым устойчивое многообразие MS .

3. При d1 < d < d2; d2 ≈ 0,017 отображение имеет одно устойчивое и одну 
неустойчивое многообразие, движение по которым осуществляется по часо-
вой стрелке. Фазовый портрет в данном случае имеет вид, изображенный на 
рис. 5б.

4. Последняя бифуркация происходит при d = d2. устойчивое многооб-
разие MS приближается к неустойчивому MU, сливается с ним и пропадает. 
тем самым, при d > d2 отображение имеет лишь одно единственное нулевое 
устойчивое состояние.

 
 а б

Рис. 5. Фазовые портреты отображения: а — d < d1; б — d1 < d < d2
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Полученный сценарий фазовых перестроек верен для любых 3( , ) .Aα β Î  
отличия от рассмотренного случая состоят лишь в числовых выражениях би-
фуркационых значений параметра d.

закЛюЧеНИе

на координатной плоскости параметров были выделены области, соответ-
ствующие различным бифуркационным сценариям. Благодаря исследованию 
модельного отображения с помощью разработанного приложения, осущест-
вляющего поиск устойчивых режимов, были получены значения начальных 
параметров, при которых возможно единовременное сосуществование семи 
устойчивых режимов, а также были подробно рассмотрены основные пере-
стройки, происходящие в фазовом пространстве отображения.
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Let us consider a mathematical model of dynamic impulse system, which is presented as a 
ring of three connected and perturbed differential equations with a delay. In the further text 
researched the questions of existence and stability of relaxational periodic solutions of this 
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кВантоВая диссипатиВная динамика частицы  
В  дВухъямном потенциале
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в работе представлены результаты численного моделирования квантовой диссипа-
тивной динамики и захвата в резонанс частицы в потенциале с двумя состояниями 
равновесия. классическим аналогом такой задачи может служить движение части-
цы в двухъямном потенциале, где пара состояний равновесия в фазовом простран-
стве (в отсутствие диссипации) разделены сепаратрисой. обсуждается вероятность 
нахождения системы в одном из положений равновесия для квантового и классиче-
ского случая в зависимости от начальных условий и степени воздействия термостата. 
численные расчёты иллюстрируется на примере точно решаемой модели («модель об-
резанных петель сепаратрисы»), предложенной авторами.

Работа поддержана РФФИ (проекты № 16-57-51045-нИФ и 16-07-01012).
Ключевые слова: захват в резонанс, динамика вблизи сепаратрисы, задача 

арнольда, диссипативная квантовая динамика.

введеНИе

впервые задача о нетривиальной динамике электронов со сложным законом 
дисперсии вблизи сепаратрисы рассматривалась в работе И. м. лифшица 
с сотрудниками (1961). как известно, в импульсном пространстве траектория 
электрона в магнитном поле расположена в сечении ферми-поверхности пло-
скостью, перпендикулярной магнитному полю. в металлах со сложным зако-
ном дисперсии может реализоваться ситуация, когда сечение ферми-поверх-
ности содержит седловую точку, разделяющую две петли сепаратрисы. в этом 
случае при учёте малых возмущений траектории прохождение электроном 
седла может привести к сложному стохастическому движению, которое це-
лесообразно описывать на вероятностном языке. в работе [лифшиц и др., 
1961] показано, что вероятность попадания электрона в ту или иную область 
равновесия, т. е. проникновение в области петель, пропорциональна площа-
ди фазового пространства, охватываемого петлями сепаратрисы. выдвинутая 
идея получила дальнейшее развитие и нашла широкое применение в рабо-
тах по нелинейной динамике [арнольд, 1999; арнольд и др., 2002; нейштадт, 
1975, 1986; Neishtadt, 1997; Зелёный и др., 2013].

Простейшая версия проблемы захвата в резонанс (прохождения через 
сепаратрису) сформулирована в работе в. И. арнольда (1963). Рассмотрим 
одномерное движение частицы в двухъямном потенциале. в этом случае две 
петли сепаратрисы, которая проходит через вершину потенциального ба-

Чанг саб ким — профессор, cskim@jnu.ac.kr
Пашин дмитрий сергеевич — аспирант, pashindmi@gmail.com
Сатанин аркадий михайлович — доктор физико-математических наук, профессор, 
sarkady@mail.ru
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рьера, разделяющего ямы, охватывают области движения вокруг центров. 
траектории, соответствующие движению с энергией выше вершины потен-
циала, представляют собой замкнутые «восьмёрки». учтём теперь влияние 
малого трения (диссипации) на динамику. Пусть нас интересует вероятность, 
что траектория частицы, начавшей движение из произвольного начального 
положения на «восьмёрке», попадёт в одну из областей, ограниченных се-
паратрисой. Будем для краткости называть поставленную проблему задачей 
арнольда.

в данной работе речь пойдёт об обобщении задачи арнольда на кванто-
вый случай, иными словами, на случай когда частица в двухъямном потен-
циале описывается с точки зрения квантовой механики. Понятно, что в от-
сутствии диссипации существуют стационарные состояния частицы в двухъ-
ямном потенциале. в квазиклассическом приближении движение частицы 
в широких ямах (см. ниже) во многом напоминает классическое, за исклю-
чением особого движения вблизи сепаратрисы. Изучение особенности этого 
движения стало одним из новых направлений представленной работы. вторая 
особенность квантовой задачи связана с включением диссипации, которая 
требует введения взаимодействия квантовой частицы с бозонным термоста-
том [скалли, Зубайри, 2003]. как будет показано, матричные элементы, опре-
деляющие связь частицы с термостатом, существенно зависят от волновых 
функций вблизи сепаратрисы, а также от проницаемости барьера, разделяю-
щего ямы. Поэтому захват частицы ямами существенно зависит от вида веро-
ятностей перескока по уровням в яме. сказанное будет проиллюстрировано 
и подтверждено прямым численным решением уравнения для матрицы плот-
ности (уравнения Паули), а также точным решением модельной задачи (с об-
резанными петлями сепаратрисы).

кЛаССИЧеСкая задаЧа аРНоЛьда

для дальнейшего представляется целесообразным несколько модифициро-
вать задачу арнольда. При этом мы сохраним все основные черты модели: на-
личие двух ям и сепаратрисы (рис 1а и б). упрощение будет состоять в том, 
что в разрешённой области имеется явное выражение для потенциала, что по-
зволит получить обозримые формулы для фазовых интегралов (адиабатиче-
ских инвариантов). Фактически, мы удаляем несущественные части — куски 
петель сепаратрисы, сохраняя седловую точку, которая и обусловливает слож-
ное поведение траекторий частицы в яме.

Рассмотрим движение частицы в поле V(x), изображённом на рис. 1а 
и описываемым выражением:

2 21 , ,( ) 2
, , .

m x a x bV x
x a x b

ω
ìïï- -ïï=íïï¥ <- >ïïî

 
 (1)

в таком потенциале сепататрисы — это прямые линии (p = ±mωx, 
–a ≤ x ≤ b), показанные на рис. 1б, а левая и правая площади, ограниченные 
сепаратрисами, определены выражениями: 2( ) 4LS m aω=  и 2( ) 4.RS m bω=
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в отсутствии трения траектории частицы с энергией вблизи сепаратри-
сы сильно неустойчивы. на рис. 1в и г показано «разбегание» траекторий, что 
оправдывает для описания динамики введение меры [арнольд, 1963; лифшиц 
и др., 1961] — вероятности попадания траектории в выбранную ячейку фазо-
вого пространства.

если теперь добавить малое трение, характеризуемое коэффициентом γ, 
то классические уравнения движения будут иметь вид:

,

( ) .

px
m

V xp m x
x

γ

ìïï =ïïïíï ¶ï =- -ïï ¶ïî



 

 (2)

Изменение энергии за период, определяемое адиабатическим инвариан-
том S = SL + SR, является медленным:

0

d ( ).
T

L RE px t S S∆ γ γ=- =- +ò   (3)

выражение (3) аддитивно ΔE = ΔEL + ΔER, где

L LE S∆ γ=-  и .R RE S∆ γ=-  (4)
Поскольку при медленной диссипации частица много времени прово-

дит вблизи контура сепаратрисы, то вероятность захвата пропорциональна 
площади, охватываемой сепаратрисой [арнольд, 1963; лифшиц и др., 1961]. 

Рис. 1. Пример двухъямного потенциала (а); сепаратриса на фазовой плоскости (б); 
фазовая плоскость для рассматриваемой системы с диссипацией (в). чёрным цветом 
показано множество начальных точек, при котором частица «сваливается» в левое по-
ложение равновесия, красным цветом — в правое. две типичные траектории с оди-
наковыми начальными условиями, которые «скручиваются» из-за теплового шума 

к разным состояниям равновесия (г)
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таким образом, в рассматриваемой задаче вероятности захвата в левую и пра-
вую ямы равны, соответственно:

2

2 2L
aP

a b
=

+
 и 

2

2 2
.R

bP
a b

=
+

 (5)

строгое обоснование введения понятия меры для подобного класса задач 
приведено в работах по нелинейной механике [арнольд, 1999; арнольд и др., 
2002; нейштадт, 1986; Зелёный и др., 2013; Neishtadt, 1997], где можно найти 
также ссылки на дополнительные источники.

кваНтовая тРактовка задаЧИ аРНоЛьда

квантовым аналогом рассмотренной выше задачи (без трения) будет система, 
описываемая уравнением Шредингера:

ˆ ( ) ( ),H x E xψ ψ=  
2 2

2
ˆ ( ),

2
dH V x

m dx
=- +



 (6)

где потенциал определяется выражением (1). ниже мы представим резуль-
таты численного решения (6) и сопоставим результаты с точным решением 
и квазиклассическим анализом.

в квазиклассическом приближении расстояние между уровнями можно 
найти приближённо из соотношения:

1
2( ) ( ) ,
( )n n n

n

E S E S E
T E

π
∆ += - =



 (7)

где T(E) — период классического движения с энергией E; S(E) — площадь, за-
метаемая траекторией. Рассмотрим поведение периода как функции энергии 
вблизи сепаратрисы. если E > 0, то

2 22( ) arcsh arcsh ,
2 2

m mT E b a
E E
ω ω

ω

æ öæ ö æ ö÷ç ÷ ÷ç ç ÷÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷ç ÷ç ç÷ ÷ç ÷ç ç÷ ÷÷ç ÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç ÷ç ÷è ø è øè ø
= +  (8)

которое при 2 2( ) 2E m aω  (a ≈ b) приводит к виду

22( ) ln 2 .
2

mT E a
E
ω

ω

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø
»  (9)

аналогично, при E < 0 получаем для периода колебания в левой и правой 
ямах:

2 2 22( ) ln 1 .
2 2L
m m aT E a

E E
ω ω

ω

æ öæ ö÷ç ÷ç ÷÷ç ç ÷÷ç ç ÷÷ç ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ç ÷÷çç ÷ç è øè ø

= + -  (10)

выражение для TL(E) получается из соотношения (10) заменой a на b.
При приближении к сепаратрисе эти выражения приводят к логарифми-

ческому росту времени колебания. таким образом, наивные квазиклассиче-
ские формулы предсказывают сужение расстояния между уровнями (рис. 2).
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обратимся теперь к точному ре-
шению уравнения Шредингера. в слу-
чае «перевёрнутого» осциллятора, как 
и в случае «прямого», в качестве еди-
ницы длины удобно выбрать 

(2 ),mω  а в качестве единицы энергии .ω  После изменения масштаба 
уравнение Шредингера в области –a < x < b запишется в виде:

2 2

2
( ) ( ) ( ),

4
d x x x x

dx
ψ

ψ εψ- - =  (11)

причём действие стенок будет эквивалентно граничными условиями ψ(–
a) = 0 и ψ(b) = 0. отметим, что ниже под a и b понимаются безразмерные 
величины.

как известно, общее решение (11) можно выразить через линейную ком-
бинацию двух действительных функций вебера [Абрамовиц, Стиган, 1979]:

( ) ( , ) ( , ).x AW x BW xψ ε ε= + -  (12)
Из граничных условий имеем:

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0.W b W a W b W aε ε ε ε- - - =  (13)
в общем случае из выражения (13) спектр может быть найден только 

численно. обозримое аналитическое решение вблизи сепаратрисы мож-
но получить для симметричной ямы (a = b), когда либо W(ε, a) = W(ε, –a) 
(симметричные состояния), либо W(ε, a) = –W(ε, –a) (антисимметричные 
состояния).

в случае широкой ямы ( 1)a b»   воспользуемся асимптотическим раз-
ложениями [Абрамовиц, Стиган, 1979] для функций Вебера:

{ }1 2
2 ( )( , ) ( , )cos ( , ) ( , )sin ( , ) ,kW x s x x s x x

x
ε

ε ε Φ ε ε Φ ε» -  (14)

{ }1 2
2( , ) ( , )sin ( , ) ( , )cos ( , ) ,

( )
W x s x x s x x

k x
ε ε Φ ε ε Φ ε

ε
- » -  (15)

где 
2 1 1( , ) ln arg ;

4 4 2 2
xx x iπ

Φ ε ε Γ ε
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

= - + + +  Γ(x) — гамма функция; 
2( ) 1 e e ;k πε πεε = - -  2

1 2
( , ) 1 ;

2
v

s x
x

ε » +  2
2 2
( , ) ;

2
u

s x
x

ε »  коэффициенты u2 и v2 
определены соотношением:

2 2
5 1Re .
2 2

u iv i iΓ ε Γ ε
é ùæ ö æ ö÷ ÷ç çê ú÷ ÷+ = + +ç ç÷ ÷ê úç ç÷ ÷ç çè ø è øë û

Рис. 2. Плотность уровней вблизи класси-
ческой сепаратрисы для частицы в двухъ-
ямном потенциале с точки зрения «наи-

вного» подхода по Бору-Зоммерфельду
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для симметричного случая получаем

( ) 1 2

1 2

( ) ( , ) ( , )
tg ( , )

( , ) ( ) ( , )
k s a s a

a
s a k s a

ε ε ε
Φ ε

ε ε ε

-
=

+
 (16)

(аналогичная формула для антисимметричного случая здесь не приводится). 
Решения (16) существенно зависят от знака ε. нетрудно показать, что при 
ε > 0 и малых 1ε  правая часть (16) медленно зависит от ε. воспользуемся 
теперь тем, что при переходе от уровня εn к εn+1 изменение фазы в аргументе 
функции в левой части (16) равно π. тогда, используя разложение фазы 
Φ(ε, a) при 1,ε  найдём минимальное расстояние между уровнями:

,
1 1ln
2 2

nE
a

π ω
∆

ψ
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

=
-



 (17)

где ψ(1/2) — дигамма-функция [абрамовиц, стиган, 1979].
таким образом, квазиклассическое рассмотрение неприменимо для ма-

лых энергий. как видно, имеется минимальное расстояние между уровнями, 
которое определяется параметрами потенциала.

Приведём теперь результаты численного решения, которые далее так-
же можно будет использовать при рассмотрении квантовой релаксации. для 
моделирования использовались параметры a = 60, b = 45 (в безразмерных 
единицах), позволяющие выполнить условия квазиклассичности для со-
стояний вблизи классической сепаратрисы. При таких параметрах для га-
мильтониана (6) были найдены собственные функции и соответствующе им 
уровни энергий (рис. 3а). для уровней, находящихся далеко от сепаратрисы, 
ниже по энергии, собственные функции сильно локализованы в одной из ям. 
обозначим номер уровня с максимальной энергией, волновая функция ко-
торого, считаем, полностью равна нулю в одной из ям, через ns. количество 
уровней, находящихся в левой или правой яме, равны соответственно 
NL = 823, NR = 460. вблизи классической сепаратрисы, как и ожидалось, про-
исходит сгущение уровней (рис. 3б).

 а б

Рис. 3. Зависимость энергии En от номера уровня n (а); гистограмма распределения 
плотности уровней по энергии (б)
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вЛИяНИе дИССИПаЦИИ. уРавНеНИе ПауЛИ

в классической теории задача о захвате в одну из ям обусловлена влия-
нием возмущения на гамильтонову систему, в частности, влиянием тре-
ния. квантовая диссипативная динамика частицы описывается матрицей 
плотности:

,
,

( , , ) ( ) ( ) ( ).n n n n
n n

x x t x t xρ ψ ρ ψ*
¢ ¢

¢

¢ ¢=å

учёт диссипации требует введения взаимодействия квантовой частицы 
с бозонным термостатом [скалли, Зубайри, 2003]. обычно эта связь выбира-
ется линейной по координате частицы:

ˆ ˆˆ ,int i i
i

V x k X= å  (18)

где x̂  — оператор координаты рассматриваемой системы; ˆ
iX  — оператор ко-

ординаты для бозонов термостата; ki — коэффициент связи. Будем считать, 
что частотный спектр бозонного термостата достаточно широкий, а коэффи-
циент связи ki медленно зависит от номера моды. уравнение для матрицы 
плотности подсистемы после усреднении по состояниям бозонного термоста-
та хорошо известно [Блум, 1983; скалли, Зубайри, 2003]. для нашего рассмо-
трения существенно, что недиагональные элементы матрицы плотности ме-
няются как , ,( ) exp( ),n n n nt i tρ ω¢ ¢» -  т. е. являются «быстрыми» переменными и, 
соответственно, быстро релаксируют. следовательно

,
( , , ) ( ) ( ) ( ),n n n

n n
x x t x P t xρ ψ ψ*

¢

¢ ¢=å  (19)

где введено обозначение Pn(t) = ρn,n(t) — вероятность найти частицу на уров-
не с номером n. Зависимость вероятности населённости уровней от време-
ни Pn(t) подчиняется кинетическому уравнению (mater-equation или уравне-
ние Паули):

,n
m n m n n mm m

P
W P P W

t
¶

= -
¶ å å→ →  (20)

где m nW →  — вероятность перехода системы из состояния m  в состояние n  
в единицу времени, которые определяются матричными элементами операто-
ра координаты на собственных функциях гамильтониана (6). если связь ча-
стицы с термостатом подчиняется соотношению (18), то матричные элементы 
перехода при нулевой температуре определены выражением:

2 2
,2

0

1 ˆ d ( ) ( ) d exp ( ) ,m n n mW n x m g k t i tω ω ω ω ω
¥ ¥

æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø
-¥

= - +ò ò


→  (21)

где g(ω) — спектральная плотность бозонных мод. видно, что при нулевой 
температуре соотношение (21) даёт отличные от нуля вероятности перехода

2 2
, ,2

2 ˆ ( ) ( ),m n m n m nW n x m g kπ
ω ω® =



 (22)
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только при условии, что ωm,n > 0, т. е. учитываются только процессы, идущие 
«вниз» по энергии.

Понятно, что вблизи сепаратрисы эти матричные элементы существенно 
определяются видом волновых функций вблизи неё; они также зависят от ба-
рьера, разделяющего ямы. Поэтому захват частицы в ямы зависит от вида ве-
роятностей перескока по уровням.

определим вероятность обнаружить частицу в левой яме как
0 0

2( ) ( , , ) d ( ) ( ) d .L n n
na a

P t x x t x P t x xρ ψ
- -

= = ×åò ò  (23)

вероятность обнаружить частицу в правой яме PR(t) получается из выра-
жения (23) заменой пределов интегрирования (–a, 0) на (0, b).

вычисление матричных элементов получено численным решением урав-
нения Шредингера, а временная эволюция Pn(t) — решением уравнения 
Паули. Результаты численного решения (20) приведены на рис. 4.

численное моделирование показало, что для любой начальной заселён-
ности, созданной выше энергии, соответствующей сепаратрисе, система ре-
лаксирует в ту или иную яму. При большом барьере отношение вероятно-
стей нахождения в одной из ям пропорционально отношению числа уровней 
в каждой из ям. в частности, при указанных выше параметрах вероятность 
нахождения в левой яме равна PL = NL /(NL + NR) = 0,64.

выводы

Раннее было показано, что в классическом случае при движении частицы 
в двухъямном потенциале вероятность захвата частицы в одно из положе-
ний равновесия определяется площадью области, заметаемой сепаратрисой. 
Представленные в данной работе аналитические и численные расчёты по-
зволяют трактовать квантовую диссипативную динамику частицы, движу-
щейся в потенциале с двумя состояниями равновесия. При этом в процессе 
захвата в резонанс частица, «сбрасывая» энергию, неминуемо должна пройти 

Рис. 4. Заселённость уровней в разные моменты времени. чёрным цветом показаны 
уровни, для которых PL(t) > 0,99, красным цветом — уровни, для которых PL(t) > 0,99; 

ns — ближайший к сепаратрисе уровень по энергии



51

квантовая диссипативная динамика частицы в двухъямном потенциале

группу уровней вблизи сепаратрисы. в работе показано, что плотность таких 
уровней велика, хотя расстояние между ними логарифмически медленно за-
висит от ширины ямы. как оказалось, в квантовом случае вероятность захва-
та пропорциональна числу уровней в соответствующей яме. Представленные 
результаты численного моделирования согласуются с результатами, полу-
ченными путем анализа точнорешаемой модели («модель обрезанных петель 
сепаратрисы»).
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The results of analytical investigation and numerical simulation of quantum dissipative dy-
namics a particle in a potential with two equilibrium states is presented. A classical analogue 
of this problem is the motion and capture into the resonance a particle in a double-well po-
tential, where two states of equilibrium in the phase space are separated by a separatrix. 
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суперкомпьютерный центр московского государственного университета имени 
м. в. ломоносова ежедневно обслуживает сотни индивидуальных пользователей и на-
учных групп. в центре две основные установки — суперкомпьютеры «ломоносов» 
и «ломоносов-2». в статье рассмотрены типичные профили очереди заданий на 
примере суперкомпьютера «ломоносов», представлен обзор средних величин еже-
дневной загрузки и графики утилизации процессорного времени системы. Приведён 
анализ реального использования менеджера ресурсов SLURM (Simple Linux Utility 
for Resource Management). Предложен набор метрик отслеживания эффективно-
сти планирования процессорного времени суперкомпьютера. Разработаны опти-
мизации к внешнему планировщику, оценена эффективность применения лимита 
процессоро-часов.

Ключевые слова: суперкомпьютер «ломоносов», метрики алгоритмов планирова-
ния, SLURM, алгоритмы планирования, Backfill.

введеНИе

Пользователи высокопроизводительных кластеров имеют различные права 
доступа, запрашивают от одного до многих тысяч процессоров для запуска 
своих задач, время выполнения которых колеблется от нескольких секунд, 
многих часов или даже дней. Решение задачи удовлетворения всех запросов 
пользователей в режиме реального времени в рамках ограниченных мощ-
ностей является краеугольным камнем для системных администраторов за-
груженных вычислительных систем. суперкомпьютер (с/к) «ломоносов», 
используемый для исследований, которые проводят учёные и студен-
ты московского государственного университета имени м. в. ломоносова 
(мГу), занимает второе место в рейтинге «топ 50» суперкомпьютеров, уста-
новленных на территории снГ и показавших наибольшую производитель-
ность на тесте Linpack (по состоянию на 29 марта 2016 г.), и удерживает 
94-е место в авторитетном международном рейтинге самых высокопроизво-
дительных вычислительных систем TOP500 (по состоянию на ноябрь 2015 г.).

в текущей конфигурации «ломоносова» доступны восемь разделов, ко-
личество узлов в каждой колеблется от 1 до 4096. в среднем в день выполняет-
ся от 200 до 400 задач, которые ставят на запуск 30–50 разных пользователей, 
причём каждый год активно используется около 400 аккаунтов, и эти числа 

Леоненков сергей николаевич — аспирант, leonenkov@parallel.ru
Жуматий сергей анатольевич — ведущий научный сотрудник, кандидат физико-матема-
тических наук, serg@parallel.ru
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не являются пределом. чтобы справляться с ежедневно растущими нагрузка-
ми на суперкомпьютер «ломоносов», на нём используется система SLURM 
(Simple Linux Utility for Resource Management).

SLURM — один из самых перспективных менеджеров ресурсов супер-
компьютеров. его основные преимущества — огромная масштабируемость 
и портируемость. на суперкомпьютере «ломоносов», так же, как и на многих 
ведущих системах списка «топ 500», используется встроенный плагин-пла-
нировщик Backfill, который оперирует одноименным алгоритмом планиро-
вания. Исследования показали, что алгоритм позволяет повысить плотность 
использования ресурсов суперкомпьютеров примерно на 20 % и уменьшить 
среднее время ожидания постановки задач на исполнение. Растущее коли-
чество пользователей в совокупности с большим количеством задач ставит 
перед суперкомпьютерным комплексом мГу задачу повысить количество ре-
сурсообеспеченных пользователей в каждый конкретныӗ момент; другой це-
лью в процессе работы стало упрощение системы приоритетов SLURM и по-
вышение удобства администрирования кластеров.

на системах суперкомпьютерного комплекса мГу используются раз-
ные версии SLURM. например, на с/к «ломоносов» — версия 2.5.6, а на с/к 
«ломоносов-2» — версия 15.08.

1. ПРедМетНая обЛаСть

система SLURM — это высокомасштабируемый, отказоустойчивый менед-
жер кластеров и планировщик заданий для больших систем вычислительных 
узлов. ливерморская национальная лаборатория им. Э. лоуренса (Lawrence 
Livermore National Laboratory, LLNL) в 2001 г. начала разработку SLURM для 
управления ресурсами собственных суперкомпьютеров [Jette, Grondona, 2003; 
http://slurm.schedmd.com/slurm.html]. в данный момент менеджер класте-
ров SLURM используется на многих суперкомпьютерах из рейтинга TOP500, 
включая половину суперкомпьютеров из первой десятки рейтинга (по состоя-
нию на ноябрь 2013). Исходный код написан на языке программирования C. 
система доступна по лицензии GNU GPL V2 и имеет хорошую документа-
цию. две главные цели, которые ставили перед собой разработчики, — это 
высокая масштабируемость и портируемость SLURM.

в основе SLURM реализована иерархическая архитектура управления су-
перкомпьютером. Главным агентом менеджера является основной контрол-
лер, который содержит управляющий агент slurmctld. в некоторых архитек-
турах для повышения отказоустойчивости менеджера основному контроллеру 
может соответствовать резервный. основной задачей slurmctld является выде-
ление ресурсов под задачи, которые были поставлены пользователями.

для управления каждым отдельным узлом на них развёрнуты демоны 
slurmd. они служат для запуска и управления заданием на самом узле (полу-
чение задания от основного контроллера, запуск уже непосредственно на 
ядрах) и мониторинга его состояния.

менеджер SLURM спроектирован для гетерогенных кластеров с допу-
стимым количеством процессоров до 10 миллионов штук. SLURM успешно 
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апробирован и используется на суперкомпьютере с более чем 98 000 вычис-
лительными узлами. Пользователи суперкомпьютера, который управляет-
ся с помощью SLURM, могут ставить на исполнение 1000 задач в секунду. 
менеджер может исполнять до 500 задач в секунду (в зависимости от конфи-
гурации и оборудования системы).

Пользователи SLURM имеют большую свободу в установке настроек для 
каждой отдельной задачи. можно изменять, в том числе, размер задачи, ли-
мит по времени выполнения.

одним из основных преимуществ SLURM является модульность, до-
ступны десятки дополнительных плагинов. написаны стандартные плани-
ровщики, один из которых (sched/backfill) используется для оптимизации ра-
боты суперкомпьютера «ломоносова». При возникновении ситуации, когда 
стандартные алгоритмы планирования полностью не устраивают системного 
администратора, можно легко ввести в эксплуатацию собственный плагин, 
используя стандартные интерфейсы (wiki и wiki2), которые предоставляет 
SLURM.

системный администратор может достаточно гибко настраивать логиче-
скую конфигурацию вычислительной системы, которую будет поддерживать 
SLURM, и легко варьировать множество параметров кластера изменением 
конфигурационного файла или применением соответствующих команд.

специфика использования менеджера на суперкомпьютере «ломоносов» 
предполагает расширение функциональности программного комплекса 
SLURM для качественного администрирования и повышения эффективно-
сти системы.

1.1. алгоритм Backfill

на суперкомпьютере «ломоносов» применяется стандартный планировщик 
и алгоритм Backfill. Этот алгоритм планирования используется на большом 
количестве кластеров и доказал свою высокую эффективность.

в основе алгоритма Backfill лежит принцип First Come First Served (пер-
вым прибыл — первым обслужен). Это означает, что задачи запускаются 
в том же порядке, в котором они были поставлены в очередь (при доступно-
сти ресурсов для исполнения каждой конкретной задачи). в процессе работы 
алгоритма Backfill обрабатывается очередь задач, ожидающих запуска на вы-
полнение. Задачи в очереди упорядочены по их приоритету и времени поста-
новки в очередь. как только система SLURM сигнализирует, что появилась 
новая задача или одна из задач закончила выполнение и освободила ресурсы, 
алгоритм (при наличии необходимого количества свободных узлов для запу-
ска первой в очереди задачи) выбирает эту задачу из очереди и запускает её на 
исполнение. в противном случае, если для запуска первой в очереди задачи 
свободных узлов не хватает, планировщик пытается совершить «уплотнение» 
очереди: взять следующую в очереди задачу и поставить её на выполнение 
при условии, что для запуска имеется необходимое количество свободных уз-
лов и не нарушатся права остальных задач в очереди на запуск (т. е. их запуск 
не будет задержан) [Techiouba et al., 2008].
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стандартный цикл работы планировщика на примере одной партиции 
(раздела) выглядит, как представлено ниже [Lipari, 2012].

Псевдокод стандартного цикла планировщика

1. создание очереди заданий для партиции.
2. сортировка заданий по приоритету.
3. удаление из очереди задачи, которые 

не представляется возможным запустить.
4. нахождение узлов для запуска заданий.
5. «уплотнение», если требуется.
6. Запуск заданий.
7. обновление очереди и статусов задач и узлов.
8. возврат к п. 2.

1.2. опыт эксплуатации суперкомпьютера «Ломоносов»  
и менеджера ресурсов SlURm

несмотря на все плюсы SLURM, нИвЦ мГу столкнулся с некоторыми про-
блемами при использовании менеджера на суперкомпьютере «ломоносов», 
который обладает базой из более 1000 различных активных пользовате-
лей (ежегодно). на суперкомпьютере «ломоносов» одновременно работают 
в среднем 20 уникальных пользователей. типичная ситуация на суперком-
пьютере «ломоносов» — это примерно 100 исполняемых задач и 200 задач 
в очереди в каждый момент времени. утилизация процессорного времени на 
примере очереди regular4 (состоит из 4096 узлов, самая большая очередь су-
перкомпьютера «ломоносов») превышает 80 %. Интересным является гра-
фик распределения длительности ожидания постановки на исполнение задач 
пользователей. как видно на рис. 1, задачи в среднем ожидают в очереди бо-
лее 22 часов. Это очень много, потому что даже для получения первых резуль-
татов работы программы надо ждать следующего дня. (По оси абсцисс задачи 
отсортированы по времени постановки в очередь. на графике есть достаточ-
ное количество ярко выраженных пиков, соответствующих большим задачам, 
у которых количество запрашиваемых узлов больше 512.)

если обратить внимание на среднюю загруженность очереди regular4 
(рис. 2), то можно заметить резкие перепады в графике количества задач, ко-
торые находятся в очереди в конкретный момент (красная линия). Это свя-
зано с этапом «уплотнения» алгоритма Backfill, потому что, когда мы резер-
вируем будущее время под «большую» задачу, то рано или поздно (чем ближе 
к времени резервирования, тем сильнее) это начинает тормозить продвиже-
ние других задач в виду того, что им требуется хоть и мало процессоров, но на 
большое время, что идёт в разрез с политикой алгоритма. в связи с этим но-
вые задачи начинают накапливаться в очереди быстрее, повышая тем самым 
её загруженность (синяя линия). отдельно интересным к рассмотрению бу-
дет рис. 3, на котором изображена средняя суммарная загруженность класте-
ра в количестве используемых (красная линия) и запрошенных (синяя линия) 
узлах в данный конкретный момент. можно заметить, что он не соотносится 
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напрямую с рис. 2. Это происходит потому, что список задач очереди содер-
жит в себе совершенно разные по количеству запрошенного времени и коли-
честву узлов задачи.

Рис. 1. время ожидания запуска отдельных задач,  
реальная статистика. очередь regular4

Рис. 2. средняя загруженность очереди regular4

Рис. 3. среднее суммарное количество запрошенных узлов. очередь regular4



58

С. Н. Леоненков, С. А. Жуматий

Из-за такой приличной нагрузки научно-исследовательский вычис-
лительный центр московского государственного университета имени 
м. в. ломоносова (нИвЦ мГу) столкнулся с трудностями ограниченности 
набора настроек SLURM.

одной из серьёзных проблем планирования процессорного времени, ко-
торая уже была выделена в начале раздела, является факт, что каждый поль-
зователь слишком долго ждёт начала своей работы даже при использовании 
планировщика, который основан на алгоритме Backfill. Это вызывает очень 
распространённую ситуацию: всякий пользователь ставит в очередь несколь-
ко заданий (в ощутимом количестве случаев с целью отладки работы своей 
программы) и ждёт. когда первая задача пользователя запускается, верхняя 
часть очереди уже заполнена другими его задачами, так что большинство 
пользователей ожидают одного. Эта проблема не может быть решена установ-
кой ограничения на максимальное количество выполняемых задач пользова-
теля — эффективность очереди будет значительно снижена, когда очередь со-
держит много коротких и/или небольших задач.

мы предлагаем новый тип лимитов для SLURM — лимит процессоро-ча-
сов для каждого пользователя. (Процессоро-часы рассчитываются как время, 
на которое были выделены процессоры на конкретные задачи одного пользо-
вателя, умноженное на их количество.) Это позволяет управлять количеством 
процессоро-часов (или ядро-часов, или узло-часов) всех исполняемых задач 
и задач для каждого пользователя, которые уже стоят в очереди. таким обра-
зом, каждый пользователь может запускать, например, одну задачу для боль-
шого количества узлов на короткое время, или больше задач на меньшее ко-
личество процессоров.

другим недостатком SLURM является неспособность установки боль-
шинства ограничений для разделов по умолчанию. например, максимальное 
количество запущенных заданий может быть установлено только для всего 
кластера на одного пользователя. если у нас есть около 1000 пользователей, 
значение лимитов (так называемый Account в SLURM) для каждого пользо-
вателя добавляется в течение одной минуты. во время этой операции кли-
ентские команды (sbatch, sinfo и т.д.) не могут быть выполнены. Это значит, 
что встроенная система лимитов SLURM полностью непригодна для наших 
нужд, и мы должны реализовывать её внешними плагинами.

для повышения эффективности использования суперкомпьютера 
«ломоносов» мы должны добавить в планировщик некоторые другие функ-
ции. в целях повышения прозрачности системы приоритетов было реше-
но отказаться от плагина Multifactor, реализующего систему приоритетов 
в SLURM по умолчанию, и добавить новую систему приоритетов во внешний 
планировщик. новая система основана на расслоении пользователей — адми-
нистратор организует систему приоритетов задач пользователей разделени-
ем на уровни (от 0 до 65 536 в нашем случае), формируя группы из высокого 
и низкого приоритета пользователей. ежегодный опрос пользователей супер-
компьютера показал, что новая система приоритетов — очень эффективный 
инструмент, используя который системные администраторы могут, напри-
мер, поставить недобросовестным пользователям уменьшенный приоритет.
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для оптимизации работы планировщика SLURM было решено внести 
следующие дополнения:

1) учёт и контроль процессоро-часов, запрошенных каждым пользова-
телем;

2) создание прозрачной системы приоритетов с возможностью настрой-
ки в режиме реального времени;

3) реализация возможности использования узлов из разных разделов для 
пользователей с определённым приоритетом;

4) добавление квот по времени: определённое число процессоро-часов 
в неделю/месяц/год;

5) реализация возможности использования разных алгоритмов планиро-
вания в разных очередях.

все эти дополнения не могут быть реализованы без расширения функци-
ональности SLURM. система поддерживает интерфейсы для внешних плани-
ровщиков. есть несколько коммерческих планировщиков (например, MOAB 
[http://www.adaptivecomputing.com/products/hpc-products/moab-hpc-suite-en-
terprise-edition/]), которые могут быть использованы совместно со SLURM. 
MOAB имеет очень широкие возможности, но является коммерческим при-
ложением. другой планировщик — MAUI [http://www.adaptivecomputing.com/
support/download-center/maui-cluster-scheduler/], также может использоваться 
системой SLURM, но он больше не поддерживается, и через некоторое время 
будет закрыт компанией-владельцем, которая сейчас разрабатывает MOAB. 
По этой причине использование MAUI не является безопасным, и, кроме 
того, не предоставляет все необходимые функции.

что касается opensource планировщиков для SLURM, мы нашли только 
два проекта, которые пытаются реализовать плагины SLURM. Первый на-
зывается slurm-spank-plugin [https://code.google.com/p/slurm-spank-plugins/w/
list/], но он не развивается с 2011 г. Проект состоит из пяти различных плаги-
нов для дополнения функций SLURM. второй проект называется IPSCHED 
[http://code.google.com/p/slurm-ipsched/], он направлен на поддержку новых 
функций планировщика SLURM (ориентирован на взаимодействие CPU 
и GPU) и не имеет нужных нам функций.

Исходя из вышеперечисленного обзора технических решений, был ре-
ализован свой собственный планировщик, чтобы наиболее эффективно ис-
пользовать вычислительные возможности суперкомпьютера «ломоносов» 
с его характерной высокой рабочей нагрузкой и постоянно растущей пользо-
вательской базой.

2. ИНтеРФейС SlURm/WIKI2

стандартные интерфейсы wiki/wiki2 были изначально разработаны для под-
держки внешних планировщиков: Maui Cluster Scheduler™ и Moab® HPC 
Suite. внешне они представляют собой подобие плагинов самого штатного 
планировщика, даже использует те же примитивы и функции, но отличие со-
стоит в том, что вся логика планировщика полностью отсутствует и оставлена 
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в компетенции внешнего модуля, который и отвечает за алгоритмы планиро-
вания [Jackson et al., 2007].

алгоритм работы wiki2 завязан на обмене сообщениями с внешним пла-
нировщиком. между ними налажены два канала связи: первый служит для 
передачи команд и получения ответов, второй — для информирования внеш-
него планировщика о событиях, произошедших в системе.

Базовый набор команд внешнего планировщика: CANCELJOB, 
GETJOBS, JOBMODIFY, NOTIFYJOB, STARTJOB, INITIALIZE, 
REQUEUEJOB, SUSPENDJOB, RESUMEJOB, SIGNALJOB. каждая из них 
запрашивает какую-либо информацию от wiki2 или передаёт указание на из-
менение состояния конкретной задачи. в канале «событий» внешний плани-
ровщик может получить лишь два типа сообщения: «1234» или «1235». Первое 
соответствует изменению параметра задания, второе — изменению в структу-
ре/конфигурации SLURM.

данная архитектура (рис. 4) позволяет в полной мере воссоздать функци-
онал штатного планировщика и дополнить его новыми свойствами. основная 
реализация дополнения (написание нового внешнего планировщика) пред-
ставляет собой модуль, содержащий две части: коммуникационный менеджер 
и сам внешний планировщик, который будет нести в себе всю логику алго-
ритма планирования [Novotny, 2009].

3. эФФектИвНоСть одНой Из оПтИМИзаЦИй  
На ИСтоРИЧеСкИХ даННыХ

Предлагаемое нами решение было протестировано на исторических данных 
очереди regular4. лимит процессоро-часов был выбран так, чтобы позволить 
пользователям комфортно использовать потенциал системы, но в то же вре-
мя ограничить возможность отдельному пользователю почти полностью за-
нять часть кластера. например, для очереди regular4 лимит процессоро-часов 
равен 81 920. Этот предел дал нам возможность перераспределить до 2,7 % 
от месячного процессорного времени на работу других пользователей, что по-
зволило увеличить количество ресурсообеспеченных пользователей.

Рис. 4. архитектура решения
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кроме того, внешний модуль с новым планировщиком был про-
тестирован в сравнении со стандартным плагином-планировщиком 
SLURM (на исторических данных об очереди regular4 суперкомпьюте-
ра «ломоносов»), и показал хорошее ускорение для времени старта «пер-
вой» задачи каждого пользователя (запуск до ~9 % быстрее по сравнению со 
стандартным плагином), в то время как общая эффективность очереди поч-
ти не изменилась (только 0,2 % по сравнению со стандартным плагином). 
сравнение SLURM со стандартным плагином Backfill и с нашим внешним 
планировщиком показано в таблице. набор задач для тестов — реальный, это 
задачи, которые были запущены в период с октября (2014) по декабрь (2014) 
в очереди regular4 суперкомпьютера «ломоносов». Почти без падения об-
щей производительности планирования мы добились ощутимых результатов 
в ускорении времени начала первых задач каждого пользователя.

Тесты на реальных данных

Эксперименты Набор данных (ускорения)

Задержка старта (общая) Задержка старта (первой задачи)

Backfill 0,998 1
Backfill + лимит 1 0,907

Предлагаемое решение было разработано для решения проблем, с кото-
рыми мы столкнулись во время эксплуатации SLURM. оно может эксплуа-
тироваться любыми группами пользователей, которые используют SLURM 
для управления суперкомпьютером. Решение имеет открытый исходный код 
и может быть быстро адаптировано для каких-либо других требований. также 
оно имеет хорошую портируемость благодаря использованию протокола 
wiki2. с помощью нашего планировщика эффективность суперкомпьютерно-
го комплекса может быть повышена. наши нововведения делают управление 
суперкомпьютером более гибким [Leonenkov, Zhumatiy, 2015a, b].

4. МетРИкИ эФФектИвНоСтИ

в процессе разработки стало ясно, что обойтись двумя метриками для опти-
мизации работы планировщика SLURM невозможно, поэтому был выделен 
набор метрик, на которые будет сделан упор при оценке эффективности но-
вых расширений. самой важной из них является утилизация процессорного 
времени, это основной ресурс суперкомпьютера. остальные метрики пред-
ставляют собой факторы, влияющие на «удобство» пользователей в процессе 
эксплуатации суперкомпьютера. например, повышение количества ресурсо-
обеспеченных пользователей в данный конкретный момент (при сохранении 
высоких показателей основной метрики — утилизации процессорного вре-
мени) позволяет уменьшить время ожидания старта первой задачи каждого 
пользователя, что, как уже было описано в предыдущих разделах, повышает 
скорость обратной связи системы с пользователем. (Это удобно при отладке 
программы или, например, исследователь сможет начать работу над первой 
порцией полученных после вычислений данных.)
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Список оптимизационных метрик
1. утилизация процессорного времени.
2. скорость старта первой задачи пользователей с момента запуска.
3. отношение количества запущенных задач к единице времени («ско-

рострельность»).
4. количество пользователей, обслуженных в единицу времени.
5. суммарное время до предсказанного старта каждой задачи в очереди.
6. отношение runtime к estimates; аналог 5).
7. среднее время постановки задачи на исполнение.
8. суммарное время простоя узлов очереди («потерянные процессоро-

часы»); аналог 1).
9. скорость прохождения задач пользователей на запуск (среднее сум-

марное время от постановки в очередь до запуска заданий каждого 
пользователя, или же отдельно по заданиям).

10. скорость запуска типов задач (маленькие/большие/средние).

дальнейшие расширения будут представлять собой решение задачи оп-
тимизации для набора метрик (выбранных из списка) при контроле над все-
ми остальными метриками списка (их значение не должно выходить за рамки 
выбранных окон). Изучение задачи оптимизации планирования процессор-
ного времени по выбранному множеству метрик невозможно без определе-
ния набора конкретных примеров загруженности очереди, типов и размеров 
задач, типа вычислительных узлов и системы планирования. возможно изу-
чение этого вопроса и на исторических данных, но ввиду частого изменения 
профиля очередей и зависимости данных от конкретного времени, когда про-
исходило планирование и постановка задач в очередь, это было бы не самым 
эффективным решением. Исходя из перечисленного, было принято решение 
создать набор тестов, включающий в себя типы, которые перечислены ниже.

Список тестовых выборок
1. Загруженная очередь, много больших задач.
2. Загруженная очередь, много маленьких задач.
3. Загруженная очередь, одинаковое количество задач разных размеров.
4. Загруженная очередь, мало пользователей.
5. Загруженная очередь, много пользователей.
6. маленькая загруженность очереди, но есть пользователь с большим 

запросом по задачам и процессоро-часам.

Именно на этом наборе тестов планируется решение задачи оптимиза-
ции, причём тесты построены исходя из статистики запусков на суперком-
пьютере «ломоносов», но не повторяют их полностью. в процессе разработки 
находится программный комплекс для тестирования оптимизаций алгоритма 
планирования в рамках задачи оптимизации планирования процессорного 
времени по выбранному множеству метрик на данном множестве тестовых 
выборок.
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в статье рассмотрен программный комплекс для решения задач глобальной оптими-
зации на суперкомпьютерах с распределённой памятью, построенный на принципах 
модульности, что позволяет существенно сократить усилия, требуемые для реализа-
ции новых задач. в предлагаемом программном комплексе балансировщик выделен 
в отдельный модуль, а для описания управления балансировкой применяется форма-
лизм конечных автоматов. Это позволяет не только отделить детали реализации чис-
ленного метода от логики распределения вычислительной нагрузки, но и открывает 
широкие перспективы по исследованию алгоритмов балансировки методами имита-
ционного моделирования, рассматриваемые в работе.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных иссле-
дований (проекты № 16-07-00458а, 16-07-00873а), проекта министерства образова-
ния и науки Республики казахстан 0115PK00554.

Ключевые слова: суперкомпьютеры, методы оптимизации, распределенная па-
мять, балансировка нагрузки, метод ветвей и границ.

в последнее время значительный интерес и внимание учёных вызывает детер-
минированная глобальная оптимизация, в рамках которой удаётся не только 
получить решение, но и численно доказать его точность [евтушенко, 1971]. 
такие алгоритмы обычно очень трудоёмки в вычислительном отношении. 
одним из способов решения проблемы высокой ресурсоёмкости алгоритмов, 
гарантирующих оптимальность решения, является применение методов па-
раллельных и распределённых вычислений [стронгин и др., 2013].

вычислительная схема ветвей и границ является основой для реализации 
многих методов оптимизации, в частности, метода неравномерных покрытий 
[евтушенко, 1971; евтушенко, Посыпкин, 2011], методов ветвей и отсечений 
[евтушенко, Посыпкин, 2011], многих методов дискретной оптимизации. 
отличаясь в деталях, варианты методов ветвей и границ (мвГ) для различных 
задач имеют общую базовую схему, которая состоит в декомпозиции исход-
ной задачи на подзадачи с последующей обработкой подзадач и их «отсевом». 
отсевом называется исключение подзадачи из дальнейшего рассмотрения 
по некоторым правилам. наличие общей схемы даёт возможность эффектив-
но разделить проблемно-зависимую и проблемно-независимые части в про-
граммном комплексе.

в основу разрабатываемой программной архитектуры положены прин-
ципы расширяемости. Разделение проблемно-зависимой и независимой со-
ставляющих даёт возможность легко добавлять новые алгоритмы на основе 
мвГ, оставляя неизменной параллельную часть. Разработан программный 
комплекс для решения задач детерминированными методами, основанными 
на методе ветвей и границ. Параллельная реализация ориентирована на мно-
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гопроцессорные системы с распределённой памятью и использует интерфейс 
передачи сообщений MPI (Message Passing Interface) [Snir et al., 1998].

основной проблемой при реализации метода ветвей и границ на много-
процессорных системах является обеспечение равномерной загрузки про-
цессоров. для этого применяются методы балансировки нагрузки, которые 
перераспределяют эту нагрузку в процессе расчётов. в предлагаемом про-
граммном комплексе балансировщик выделен в отдельный модуль, а для опи-
сания управления балансировкой применяется формализм конечных автома-
тов. Это позволяет не только отделить детали реализации численного метода 
от логики распределения вычислительной нагрузки, но и открывает широкие 
перспективы по исследованию алгоритмов балансировки методами имитаци-
онного моделирования.

в рамках проекта по созданию открытой программной архитектуры для 
оптимизации на высокопроизводительных вычислительных системах был 
разработан симулятор параллельной системы [Фомин, 2015], который позво-
ляет выполнять алгоритм балансировки нагрузки, имитируя распределённую 
работу метода ветвей и границ, а также передачу данных между параллель-
ными процессами. для имитации мвГ используется случайный ветвящий-
ся процесс с вероятностью ветвления, уменьшающейся пропорционально 
удалению от корня дерева. в основу моделирования положена концепция 
логических часов. вместо реального решения подзадачи производится сдвиг 
логического таймера на заданную величину. Передача данных моделируется 
аналогично, при этом время на принимающем процессе полагается равным 
временной метке полученного сообщения. для облегчения изучения методов 
балансировки нагрузки разработана графическая среда [орлов, 2015], пока-
зывающая загрузку процессоров в разные моменты времени, визуализирую-
щая обмены между ними. с помощью разработанной среды можно изучать 
как трассы реального выполнения, так и трассы, собранные при помощи 
симулятора.
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The article describes software for solving global optimization problems on supercomputers 
with distributed memory based on the principles of modularity which can significantly reduce 
the effort required to implement the new tasks. In the proposed software system load balancer 
is a separate module, and to describe balancing management we apply the formalism of finite 
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Приводятся результаты численного моделирования процесса взаимодействия удар-
ной волны с системой молекулярных облаков (мо). моделирование проводится 
в трёхмерной постановке на сетках сверхбольшого разрешения. Повышенное разре-
шение позволяет найти и проследить возникающие возмущения, абляцию и развитие 
неустойчивости мо. Исследованы процессы распространения в мо ударных волн, 
процессов уноса вещества с поверхности, фрагментации, образования неустойчиво-
сти Рихтмайера–мешкова, образование, развитие и разрушение вихрей. Приведены 
результаты расчётов, моделирующих взаимодействие ударной волны с плотными, хо-
лодными молекулярными облаками.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных иссле-
дований (проект № 14-29-06055).

Ключевые слова: сверхзвуковая турбулентность, фрагментация молекулярных об-
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введеНИе

Распространение и столкновение ударных волн с молекулярными облаками 
играют важную роль в цепи событий, приводящих к образованию звёзд. Газ 
в молекулярных облаках (мо), при прохождении через них ударных волн, 
сжимается на несколько порядков. Это приводит к фрагментации и пере-
стройке структуры облаков. в результате таких процессов вещество молеку-
лярных облаков формирует сеть плотных нитей (филамент). на достаточно 
малых масштабах внутри таких облаков (обычно около 1 пс), преобладает 
сила тяжести, и формирование звёзд происходит в многочисленных плотных 
газовых «ядрах», в пределах этих нитей, которые проявляются в кластероо-
бразующих областях [André et al., 2010].

Филаментные структуры наблюдались в межзвёздной среде (мЗс) 
и раньше, но снимки высокого разрешения в телескопах (Herschel Space 
Observatory) показывают, что такие структуры наблюдаются повсеместно 
[Schneider, Elmegreen, 1979]. Звёзды формируются вдоль гравитационно не-
стабильных частей филаментов, т. е. там, где масса на единицу длины нити 
превышает критического значения 22 ,sc G  где сs — скорость звука; G — гра-
витационная постоянная [André et al., 2010]. в этой работе мы рассмотрим 
влияние, которое ударные волны и турбулентность оказывают на формирова-
ние и измерение базовой структуры молекулярных облаков.

Рыбакин Борис Петрович — ведущий научный сотрудник, доктор физико-математических 
наук, rybakin@vip.niisi.ru
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в последнее время на смену представлению о долгоживущих мо при-
шла гипотеза облаков-транзиентов — объектов, которые представляют собой 
кратковременное (по меркам возраста Галактики) состояние межзвёздного 
газа [Klein et al., 1994]. такие облака быстро формируются, быстро (частич-
но) превращаются в звёзды и быстро рассеиваются, так что весь цикл зани-
мает всего 20–30 млн лет. движущей силой звёздообразования оказывается 
не медленная потеря магнитной поддержки, а столкновения турбулентных 
потоков, в результате которых формируются гравитационно неустойчивые 
плотные ядра, которые коллапсируют в звёзды. моделирование таких про-
цессов даёт возможность с единой позиции описать круговорот вещества 
в галактиках.

ПоСтаНовка задаЧИ

в предыдущей работе [Рыбакин, 2015] мы рассматривали процесс ударного 
взаимодействия одного мо, у которого плотность однородно распределена 
по радиусу. в данной работе была проведена серия расчётов для того, чтобы 
промоделировать взаимодействие ударной волны с системой молекулярных 
облаков, плотность которых увеличивается к центру. Изменение плотности 
позволяет промоделировать разные стадии гравитационного сжатия. в рас-
чётах используются два мо с разными функциями распределения плотности 
и разными радиусами r и массами M. считается, что изначально облака нахо-
дятся в динамическом равновесии с межзвёздной средой. на рис. 1 приведено 
начальное распределение плотности и радиусы мо. Полная масса записыва-
ется в массах солнца.

диапазон изменения плотности вещества, который возникает при моде-
лировании процесса образования звёзд в молекулярных облаках, изменяется 
на несколько порядков, диапазон расстояний также меняется на несколько 
порядков. такой большой диапазон для характерных расстояний и плотно-

стей накладывает жёсткие ограничения на 
размеры сетки, которые необходимы для 
достижения хорошего пространственного 
разрешения [Рыбакин и др., 2015]. Расчёты 
на сетках невысокой размерности приводят 
к потере разрешения быстро изменяющих-
ся переменных и важных деталей. как по-
казано в статье [Blitz, Shu, 1980], ускорение 
и перемешивание в молекулярных облаках 
происходит до пяти раз быстрее на сетках 
небольшого разрешения.

Рис. 1. Распределение массы и физические раз-
меры двух молекулярных облаков на сетке 
2048×1024×1024. масса верхнего MC2 = 0,0073 
и нижнего MC1 = 0,0058 облаков в массах солн-

ца; i — радиус i-го облака в ячейках
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Плотность межзвёздной среды принимается равной 2,15·10–25  г/см3, тем-
пература 104 K, скорость — равной нулю; плотность в облаке 1,075·10–22 г/см3, 
температура 100 K, скорость равной нулю. Параметры газа за ударной вол-
ной определяются из уравнений Ренкина–Гюгонио. в наших расчётах число 
маха ударной волны — м = 7, плотность — ρ = 8,6·10–22 г/см3, температура — 
Т = 1,5·105 K, скорость — u = 104 км/с [Stone, Norman, 1992].

Более подробно система определяющих уравнений, начальные и гра-
ничные условия приведены в работе [Рыбакин, 2015]. в наших расчё-
тах были использованы расчётные сетки с разрешением от 256×256×512 
до 2018×1024×1024. Физический размер расчётной области составляет 
3,2×1,6×1,6 пс. отметим сразу, что расчёты, проведённые на разных сетках, 
показали качественно одинаковые результаты, но с разной степенью дета-
лизации. выбираемое разрешение накладывает также ограничение на визу-
ализацию процессов турбулизации и образования филамент. Распределение 
начальной плотности ρ(r) в первом молекулярном облаке принято в виде 
[Johansson, Ziegler, 2011]:

( )
1 ( )

cl icm
ism e

cl

r
r R

ρ ρ
ρ ρ

-
= +

+
 ,

во втором молекулярном облаке было использовано распределение плотности
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— отношение плотности в облаке к плотности в межзвездной среде [Pittard 
et al., 2009].

для решения поставленной задачи была использована программа, ос-
нованная на явной трёхмерной схеме типа тVD второго порядка точности 
[Harten, 1983; Toro, 1997]. данная схема сохраняет консервативность относи-
тельно массы, импульса и энергии газа, а также хорошо описывает ударные 
волны и контактные разрывы.

ПаРаЛЛеЛьНый аЛгоРИтМ

создание параллельных алгоритмов, предназначенных для решения слож-
ных задач астрофизики, позволяет исследовать динамическую эволюцию 
мЗс, мо и образование новых звёзд. Проведение численных экспериментов 
в трёхмерной постановке на достаточно подробных сетках требует больших 
вычислительных ресурсов. для проведения расчётов был разработан парал-
лельный алгоритмы решения задач нестационарной газодинамики [Rybakin 
et al., 2016]. для ускорения расчётов были использованы технологии OpenMP 
для CPU и CUDA для графических ускорителей.
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для изучения тонких механизмов процессов фрагментации, абляции, об-
разования филаментных структур требуется проведение расчётов на достаточ-
но подробной сетке. Расчёты на больших сетках требуют применения парал-
лельных алгоритмов. в работе используется алгоритм и программа, которые 
позволяют проводить расчёты с использованием многопроцессорных Эвм. 
в программе были использованы технологии OpenMP и CUDA. настройка 
OpenMP осуществлялась с помощью Intel VTune Amplifier XE. Этот инстру-
ментарий позволяет выполнять профилирование приложений непосред-
ственно на узле кластера. Был использован тип анализа Lightweight Hotspots. 
настройка осуществлялась для процессоров Xeon E2630 и Xeon E5 2650 Ivy 
Bridge (рис. 2).

для увеличения производительности построен алгоритм распараллели-
вания на графических процессорах. для этого использовались CUF-ядра. 
управление данными в коде с CUF-ядрами осуществлялась явно. массивы 
на стороне устройства объявляются с атрибутом device, pinned и явно произ-
водится передача данных с хоста на устройство и обратно. для не очень боль-
ших размеров сетки (до 1024×512×512) распараллеливание на GPU давало 
лучшие результаты, чем OpenMP, но с увеличением размера сетки произво-
дительность GPU снижается.

РезуЛьтаты РаСЧётов

взрывы сверхновых звёзд, распространение остатков этих взрывов, столкно-
вения гигантских мо сопровождается образованием ударных волн большой 
интенсивности. такие ударные волны оказывают большое влияние на меж-

Рис. 2. Результаты распараллеливания программы на процессорах Intel Xeon E2630
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звёздную среду и на облака молекулярного газа. взаимодействие ударных 
волн с молекулярными облаками вносят заметный вклад в их фрагментацию, 
и приводит к турбулизации среды. толщина фронта ударной волны доста-
точно большая (~2–5 пс), что намного больше радиуса облака. Радиус облака 
в наших расчётах принимался r = 0,05 пс, время прохождения ударной волной 
всего облака 960 лет.

в начальные моменты времени температура межзвёздной среды при-
нималась равной Tism = 104 K. температура за фронтом ударной волны 
Tism = 1,5·105 K, а температура молекулярных облаков — Tcl = 100 K. таким 
образом, мо на несколько порядков холоднее межзвёздной среды и веще-
ства ударной волны. на рис. 3 приведены температурные поля в центральном 
сечении на разные моменты безразмерного времени, хорошо виден процесс 
турбулизации и образования филамент. отметим, что холодное вещество 
молекулярных облаков (отмечено синим цветом) постепенно прогревается. 
таким образом, диссипация энергии, которая заключена в вихревых образо-
ваниях, даёт вклад в процесс передачи энергии холодному веществу мо.

на рис. 4 приведено распределение логарифма безразмерной плотности 
в центральном сечении на те же моменты безразмерного времени.

При взаимодействии ударной волны с облаком проходит несколько ха-
рактерных стадий взаимодействия. на начальной стадии под действием па-
дающей ударной волны облако сжимается. Разность величин в мЗс, молеку-
лярном облаке и за фронтом ударной волны меняется на несколько порядков. 
Поэтому на приведённых графиках используется логарифм плотности и тем-
пературы. на рис. 5 (левый рисунок) приведены результаты расчёта для лога-
рифма плотности на момент безразмерного времени t = 7. на правом рисунке 
приведён график логарифма плотности в момент времени t = 17.

 

 
Рис. 3. температурные поля на моменты безразмерного времени  

t = 121, 167, 221 и 300 (слева направо и сверху вниз)
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неустойчивость Рихтмаейра–мешкова (Р-м) является частным случаем 
неустойчивости Рэлея–тейлора и возникает из-за нарастания возмущения на 
границе раздела двух сред с различными плотностями, подвергнутых воздей-
ствию ударной волны. на рис. 6 видно формирование неустойчивости Р-м 
на правых границах. на правой половине каждой сферы видно сформировав-
шееся вихревое кольцо, которое с течением времени развивается и образует 
вихревую структуру. После прохождения ударной волной нескольких диаме-
тров мо процесс фрагментирования облака усиливается и начинается пере-
мешивание вещества молекулярных облаков с ударной волной и межзвёздной 
средой. Прошедшая ударная волна «сдувает» возмущения с поверхности мо-
лекулярных облаков. на рис. 6 можно отметить унос вещества, образование 
поверхностных возмущений и филомент. на этом рисунке вверху представле-
но облако массой MC2 = 0,0073, внизу облако массой MC1 = 0,0058.

 

 
Рис. 4. Распределение плотности на моменты безразмерного времени  

t = 121, 167, 221 и 300 (слева направо и сверху вниз)

 
Рис. 5. Изоповерхность логарифма плотности от двух до шести  

на начальные моменты времени
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Эволюция во времени плотности и температуры (см. рис. 4, 6), в случае 
трёхмерного моделирования, существенно отличается от результатов, кото-
рые были получены в двумерной постановке [Silvia et al., 2010]. кроме того, 
на процесс фрагментации и возникновения турбулентной системы мо суще-
ственное влияние оказывает взаимное расположение и геометрия облаков.

После возникновения неустойчивости Рихтмайера–мешкова, начина-
ет сказываться влияние пограничных слоёв мо, которое приводит к возрас-
танию перемешивания вещества облаков и межзвёздной среды. При этом 
нарастают и становятся хаотическими скорости потоков, и возникает не-
устойчивость кельвина–Гельмгольца. начинаются процессы смешивания 
пространственных следов от облаков, и возникает аналог колебательного 
процесса образования вихревых дорожек кармана (см. рис. 3, 4). наконец, 
для моментов безразмерного времени t > 90 в системе двух облаков начина-
ет доминировать гидродинамическая неустойчивость и возникает неодно-
родная, фрагментированная среда с филаментными структурами. Эволюция 
завихренности в трёхмерном моделировании становится более сложной, чем 
двумерном случае, так как третье измерение даёт возможность вихревым 
трубкам растягиваться. Это в конечном итоге приводит к более высокому 
уровню нарушения симметрии турбулентности.

на рис. 7 приведено распределение безразмерной массы для двух молеку-
лярных облаков по фракциям с течением времени: слева приведено распре-
деление массовой доли для фракции окружающей среды от ρa = 5,9865·10–23 
до 1,535·10–17 для первого облака; справа — такое же распределение для вто-
рого облака. нужно отметить, что около 70 % всей массы облаков концентри-
руется во фракциях большой плотности, доля которых сначала уменьшается, 
а затем, для больших значений времени (t > 300), начинает расти.

Рис. 6. образование поверхностных возмущений. Развитие неустойчивости на грани-
це, абляция и унос вещества облака. Приведён логарифм безразмерной плотности
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ускорение и замедление центра массы системы молекулярных облаков 
тесно связано с площадью поверхности облака, с увеличением или уменьше-
нием локального сжатия вещества, а также фрагментирования расщеплен-
ных «ядер» и филаментов (рис. 8). сверхзвуковые возмущения увеличива-
ют перенос массы и импульса между поверхностными слоями облаков и их 
окружением, и, как следствие, процесс фрагментации и разрушения облаков 
ускоряется.

выводы

Проведено численное моделирование процесса взаимодействия ударной 
волны с молекулярными облаками. Подробно изучен процесс абляции с по-
верхности облаков и образование вихревых структур. в начальные момен-
ты времени на левой границе облака формируется и начинает развивать-

 
Рис. 7. стратификация массы системы молекулярных облаков. Приведено распреде-
ление по «тяжёлым» фракциям для первого облака (слева) и для второго молекуляр-

ного облака (справа)

Рис. 8. Зависимость скорости центра массы системы двух молекулярных облаков 
от времени (слева); трёхмерная структура облаков на момент безразмерного времени 

t = 100 (справа)
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ся первичное возмущение. на правой границе возникает неустойчивость 
Рихтмаейра–мешкова.

следующая стадия характеризуется расширением облаков и образова-
нием сложной волновой структуры. За фронтом прошедшей ударной волны 
формируется вихри, которые развиваются с течением времени. вихри образу-
ют кольцевые структуры на поверхности облака. соседние вихри с противо-
положным направлением вращения образуют систему первичных и вторич-
ных вихревых структур. вещество молекулярных облаков после прохождения 
ударной волны сильно сжимается, что приводит к фрагментации и пере-
стройке структуры облаков. для достаточно больших значений времени t > 90 
в системе двух мо возникает существенно неоднородная, фрагментирован-
ная среда с филаментными структурами.
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shock waves in the Mс, processes ash material from the surface, fragmentation, development 
Richtmyer–Meshkov; development and the destruction of the vortices. The results of calcula-
tions simulating the interaction of a shock wave with a dense, cold molecular clouds are pre-
sented .

Keywords: Supersonic Turbulence, Shock Waves, Fragmentation of Molecular Clouds, 
Parallel Calculations, CUDA.

Rybakin Boris Petrovich — leading researcher, doctor of physics and mathematics,  
rybakin@vip.niisi.ru



77

удк 51-72, 511.82

снижение размерности Вычислительных задач  
с  помощью низкорангоВых тензорных приближений
В. Н. Блинов
Научный центр Российской академии наук в Черноголовке, (НЦЧ РаН)

многомерные тензорные разложения позволяют существенно снизить размерность 
некоторых задач, сформулированных в тензорных терминах. При этом эффектив-
ность этого подхода существенно зависит как от свойств выбранного разложения, так 
и от конкретных реализаций низкоранговых разложений тензоров задачи. Эти и дру-
гие важные особенности рассматриваются на примере тензорных поездов.

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (грант РнФ 
№ 14-21-00158).

Ключевые слова: тензорные разложения, тензорный поезд.

введеНИе

численное решение ряда задач сводится к матричной или, в более общем 
случае, тензорной формулировке. к этому классу относятся некоторые типы 
систем дифференциальных уравнений и уравнений в частных производных, 
краевые задачи, задачи из теории управления и др. вычислительные методы 
решения подобных проблем построены на дискретизации задачи, в резуль-
тате которой функционалы и функциональные операторы становятся дис-
кретными тензорными объектами на пространствах конечной размерности. 
Полученные дискретизованные задачи можно решать в полном виде, что за-
частую требует значительных вычислительных ресурсов. так, современные 
методы позволяют моделировать системы из порядка 109 структурных еди-
ниц, занимая для этого дни и недели суперкомпьютерного времени.

для снижения вычислительных затрат используются различные мето-
ды редукции размерности. При этом механизмы редукции зачастую оказы-
ваются специфичными к задаче и требуют каких-либо нетривиальных сооб-
ражений, например, основанных на внутренних симметриях исследуемой 
системы. так, имеется множество распространённых методов снижения раз-
мерности методов решения систем уравнений с частными производными, 
поскольку эти задачи крайне востребованы в науке и индустрии (см., напри-
мер, [Hesthaven et al., 2016] или [Banagaaya et al., 2016]). основной идеей таких 
методов является построение редуцированного базиса на основе частных ре-
шений задачи для известных случаев. такой тип снижения размерности мож-
но назвать аналитическим, поскольку он строится на основе алгебраической 
формулировки задачи.

Блинов вениамин николаевич — младший научный сотрудник, кандидат физико-матема-
тических наук, blinov.veniamin@gmail.com
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остановимся на другой идее снижения размерности, которая основана 
на низкоранговых разложениях тензорных объектов задачи. его можно на-
звать численным, поскольку он работает напрямую с матрицами (тензорами) 
численной схемы, и ничего не знает о симметриях моделируемых систем. 
Простейшим примером снижения размерности такого типа является редук-
ция ранга матрицы задачи на основе сингулярного разложения (singular value 
decomposition, SVD). оно позволяет представить матрицу в виде суммы тен-
зорных произведений r пар векторов (рис. 1, 2):

,A USV ε= +

где U и V — ортогональные матрицы, S — диагональная.
число r называется рангом разложения и может варьироваться в зави-

симости от предполагаемой ошибки конечного решения. следует отметить, 
что ранг сингулярного разложения является также рангом аппроксимирую-
щей матрицы. Этот ранг обычно меньше ранга исходной матрицы, а потому 
такое разложение и называется низкоранговым. сингулярное разложение 
широко используется в цифровой обработке сигналов и является основой 
метода анализа главных компонент (principal component analysis, PCA), много-
мерного аналога статистической регрессии. Геометрическая интерпретация 
рассматриваемого разложения состоит в поиске подпространства малой раз-
мерности (а именно, равной r), некоторые элементы которого с заданной 
точностью приближают систему векторов, записанную в матрице по строкам 
(столбцам). отсюда очевидно, что ошибка приближения тем больше, чем 
меньше размерность искомого приближения.

МНогоМеРНые РазЛожеНИя

в случае, когда данные задачи имеют естественную многомерную интерпре-
тацию (например, таблица значений функции многих переменных), редукция 
размерности может быть произведена либо посредством SVD с предваритель-
ным представлением данных в матричном виде, либо с помощью многомер-

Рис. 1. сингулярное разложение ранга r

Рис. 2. сингулярное разложение как сумма матриц ранга 1
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ного обобщения SVD, применяемого к данным напрямую. Проблема перво-
го подхода заключается в том, что при превращении многомерного тензора 
(по сути, таблицы данных) в матрицу, теряется информация о структуре всех 
размерностей, кроме двух; так, близкие в исходном представлении элементы 
оказываются сильно разнесёнными в матрице. По этой причине оптимальное 
(в смысле минимального ранга) разложение будет, вообще говоря, зависеть 
от способа превращения многомерных данных в матрицу.

с другой стороны, обобщение сингулярного разложения означает при-
ближение заданного тензора тензором меньшего ранга (в некотором много-
мерном смысле). но если в случае матриц понятие ранга определено и имеет 
несколько эквивалентных определений (число ненулевых собственных зна-
чений, размерность максимальной системы линейно-независимых строк/
столбцов), то в многомерном случае это не так, и обобщение понятия ран-
га не единственно. в этом случае ранг определяется в смысле некоторого 
разложения.

Простейшим способом обобщить SVD на трёхмерный случай является 
разложение вида

1
,

r

k k k k
k

A S U V W
=

=å

которое имеет несколько названий, самые популярные из которых PARAFAC, 
CPD, CANDECOMP, k-rank [Bro, 1997]. многообразие названий связано с тем, 
что это разложение открывалось независимо в различных областях науки, 
и каждый раз называлось по-своему. мы будет называть это разложение ка-
ноническим (рис. 3). обобщение на случай произвольной размерности проис-
ходит очевидным образом.

Преимуществом данного разложения является линейная асимптоти-
ка числа параметров по отношению к размерности d, рангу r и числу точек n 
вдоль каждого направления (размерности) данных, O(ndr) против O(nd) в яв-
ном представлении. основной недостаток представления составляет слож-
ность определения ранга разложения численными методами. для этой цели 
применяют итерационные методы, которые являются крайне неустойчивы-
ми в случае, когда ранг искомого приближения сильно занижен. Это связа-
но с тем, что множество всех тензоров некоторого малого ранга не является 
гладким компактным многообразием и, более того, даже не всегда замкнуто. 
в таких условиях сложно говорить о сходимости.

Рис. 3. каноническое разложение
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другим типом низкоранговых разложений является разложение Такера, 
имеющее вид

1 2

1 2 1 2 1 1 1 2 2 2
, , ,

( , , , ) ( , , , ) ( ) ( , ),(, ) .
d

d d d d d
k k k

A i i i S k k k U k i U k i U k i
¼

¼ = ¼ ¼å

его основное отличие состоит в том, что теперь в разложение вносит 
вклад внешнее произведение любой комбинации строк матриц от различ-
ных размерностей. соответственно, тензор S теперь представляет собой тен-
зор той же размерности, что и А и, вообще говоря, не является диагональ-
ным. если он всё-таки диагонален, мы получаем каноническое разложение. 
асимптотика количества параметров разложения O(rd + ndr) растёт экспонен-
циально с размерностью тензора, что делает его малопригодным для данных 
высоких размерностей. его сильной стороной является устойчивость итера-
ционных алгоритмов поиска аппроксимирующего тензора, а потому этот тип 
разложений нашёл ряд применений в цифровой обработке сигналов [Cichocki 
et al., 2014].

третьим типом многомерных разложений является тензорный поезд (ten-
sor train, ТТ) (рис. 4) [Oseledets, 2011]

1 2 1

1 1 1 1 2 1 2 2 1
, ,  , 

( ) ( )( , , ) , , , ,  .( )
d

d d d d
k k k

A i i G i k G k i k G k i
-

-
¼

¼ = ¼å

он представляет собой разложение в произведение трёхмерных тензоров: 
соседние тензоры перемножаются внутренне по общему индексу и внешне — 
по различным. Это представление не является интуитивно очевидным и тре-
бует некоторого понимания, как осуществляется разложение тензора в та-
кую форму, а также как осуществлять операции над тензорами в тт-форме. 
Преимуществом этого разложения является сочетание линейной асимптоти-
ки количества параметров по отношению к размерности тензора O(dnr2) с хо-
рошими численными свойствами алгоритмами.

указанные выше типы разложений активно используются для анализа 
данных в различных областях науки: медицинских изображений, анализ мас-
сивных данных, анализ сигналов сенсорных систем и других [Cichocki, 2014; 
Cichocki et al., 2014]. следует отметить, что множество всевозможных тен-
зорных разложений не исчерпывается перечисленными выше; более того, их 
существует сколь угодно много, и зачастую сложно сказать заранее, какое из 
них будет наиболее эффективным в той или иной задаче.

Рис. 4. тензорный поезд. Шестиугольник в левой части  
схематично изображает многомерный тензор
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обЩая СХеМа ПРИМеНеНИя теНзоРНыХ РазЛожеНИй

Идея применения тензорных разложений крайне проста: в разложенном виде 
некоторые операции можно делать значительно эффективнее. с этой точки 
зрения алгоритм применения тензорных разложений можно сформулировать 
следующей последовательностью действий:

1) сформулировать задачу в терминах многомерных тензоров;
2) получить низкоранговые разложения всех тензоров;
3) решить задачу в пространстве тензоров малого ранга;
4) получить полное представление тензора из разложения.

остановимся на каждом шаге этой схемы на примере тензорного поезда.
для первого и второго шагов необходимо сформулировать задачу в мно-

гомерном виде. обычно это подразумевает либо использование данной изна-
чально формулировки, если задача многомерна сама по себе, либо введение 
«искусственной многомерности» путём расщепления индексов. например, 
рассматривая меняющийся от 1 до 100 как мульти-индекс из двух, каждый из 
которых меняется от 1 до 10, мы осуществляем переход от одномерного тен-
зора (вектора) к двумерному (матрице). к первому случаю относятся, напри-
мер, системы, описываемые многомерным уравнением диффузии, поскольку 
известно, что существует низкоранговое представление многомерного опера-
тора лапласа в виде тензорного поезда [долгов, 2014; Kazeev et al., 2012]. во 
втором случае необходимо искать оптимальный для заданного тензора способ 
«свернуть» его в многомерный тензор так, чтобы получить тт-разложение 
с минимальным рангом. тензорный поезд, полученный разложением «свёр-
нутой» матрицы (вектора), называется QTT (quantized tensor train). обратим 
внимание, что именно существование представления малого ранга является 
ключевым ингредиентом, без которого рассматриваемая схема не будет давать 
заметного выигрыша в скорости расчёта.

с алгоритмической точки зрения тензорный поезд можно получить с ма-
шинной точностью, несколько раз применяя сингулярное разложение к вспо-
могательным матрицам [Oseledets, 2011]. в случае, когда тензоры слишком 
большие, необходимо применять итерационные методы — в основном, это 
alternating least squares (ALS) [Holtz et al., 2011], — или использовать неточные 
аналоги сингулярного разложения [Oseledets, Tyrtyshnikov, 2010].

третий шаг представляет собой адаптацию алгоритмического решения 
задачи для тт-разложений. обычно он состоит из применения операций сло-
жения, умножения и свёртки. Здесь и проявляется основная сила тензорного 
поезда: эти операции над тт-разложениями осуществляются покомпонентно, 
т.е., линейно по размерности (рис. 5).

в качестве примера можно привести решение больших систем линейных 
уравнений методом AMEn [Dolgov, Savostyanov 2014] или DMRG [долгов, 
2014]. ввиду их нетривиальности мы не будет рассматривать эти методы под-
робно. следует отметить, что большинство применяемых алгоритмов являет-
ся итерационными, а при выполнении различных операций растёт ранг раз-
ложения. Поскольку рост ранга значительно замедляет расчёт, крайне важно 
периодически понижать ранг промежуточного результата.
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наконец, получение полного представления тензора из тт-разложения 
осуществляется тривиальным образом. Здесь отметим тот факт, что это вы-
числение можно значительно ускорить (например, вычисляя на графическом 
процессоре) за счёт внутренней параллельной природы алгоритма.

закЛюЧеНИе

в настоящем обзоре мы рассмотрели схему понижения размерности за-
дач с помощью тензорных разложений на примере тензорных поездов. 
Поскольку применение этой методики требует существования низкорангово-
го тт-разложения тензоров задачи, круг задач, эффективно решаемых этим 
методом, весьма узок. в то же время, в задачах, в которых все тензоры можно 
приблизить тензорным поездом малого ранга, эффективность этого метода 
оказывается чрезвычайно высокой. так, на основе тензорных поездов можно 
осуществлять сверхбыстрое преобразование Фурье [Dolgov et al., 2012], бы-
строе адаптивное вейвлет-преобразование [Oseledets, Tyrtyshnikov, 2011], ре-
шать системы уравнений [Dolgov, Savostyanov, 2014]. Применение тт-разло-
жения позволяет получить значительный выигрыш в производительности 
(до 1000 раз) на задачах высокой размерности.

Применение методики не ограничивается линейной алгеброй. тензорные 
разложения могут также применяться для статистического анализа многомер-
ных данных [Anandkumar et al., 2012; Cichocki, 2014], для обработки сигналов 
и изображений [Cichocki et al., 2014], задач приближения функций и постро-
ения суррогатных моделей [Bigoni et al., 2015] — как альтернатива сплайнам, 
RBF-методам (radial basis functions), нейронным сетям. соответствующие сур-
рогатные модели, в свою очередь, помогают решать другие задачи, например, 
искать экстремумы и вычислять многомерные интегралы.

Рассмотренный подход является перспективным и с каждым днём нахо-
дит всё больше интересных приложений.
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Параметризация процесса взаимодействия волн с ветром является ключевой задачей 
моделирования ветрового волнения. При этом наибольший интерес представляют 
волны с достаточно большой крутизной, когда существенны нелинейные эффекты, 
связанные с отрывом погрансоля и формированием вихревых структур вблизи водной 
поверхности. одним из факторов, усложняющих исследование воздушного потока 
над взволнованной водной поверхностью, является наличие «паразитной» капилляр-
ной ряби. в этом случае современные методы измерений (контактные и PIV) пока не-
способны дать полную, детальную картину обтекания в окрестности вязкого подслоя 
и буферной зоны. альтернативой является проведение прямого численного модели-
рования (DNS). в работе обсуждаются методы и результаты DNS турбулентного ветра 
над взволнованной водной поверхностью в присутствии капиллярной ряби.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты № 17-05-00703, 16-05-00839, 
16-55-52022, 15-35-20953). Разработка алгоритмов и теоретический анализ результатов 
численного моделирования выполнены при поддержке Российского научного фонда 
(проекты № 14-17-00667, 15-17-20009).

Ключевые слова: прямое численное моделирование, турбулентный ветер, двумер-
ные волны на воде, капиллярная рябь.

введеНИе

Процессы обмена массой, импульсом и теплом между атмосферой и океаном 
оказывают непосредственное влияние на динамику планетарного погранслоя 
и формирование климата. моделирование этих процессов основано на про-
цедуре параметризации, связывающей турбулентные потоки с градиентами 
средних полей плотности и скорости воздуха посредством так называемых 
балк-формул. коэффициенты обмена, содержащиеся в балк-формулах, за-
висят от многих факторов и деталей процесса взаимодействия ветра с вол-
нами [Fairall et al., 2003]. одним из таких факторов является присутствие 
капиллярной ряби на поверхности энергонесущих волн [Longuet-Higgins, 
1963]. влияние ряби на свойства течений в поверхностных волнах довольно 
подробно изучалось в лабораторном эксперименте [Ermakov et al., 1986] и с 
помощью численного моделирования [Hung, Tsai, 2009] однако до сих пор 
влияние капиллярной ряби на свойства атмосферного погранслоя детально 
не рассматривалось.

Дружинин олег александрович — ведущий научный сотрудник, доктор физико-математи-
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Троицкая Юлия Игоревна — заведующая отделом, доктор физико-математических наук, 
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Присутствие капиллярной ряби значительно затрудняет измерение пара-
метров воздушного потока в непосредственной близости от водной поверхно-
сти (высотой порядка миллиметра) в лабораторном эксперименте [троицкая 
и др., 2010; Donelan et al., 2005; Reul, 1999; Troitskaya et al., 2011]. с другой 
стороны, характеристики течения именно в этой области определяют, явля-
ется ли обтекание волн ветром отрывным или безотрывным, что чрезвычайно 
важно для построения теоретических моделей взаимодействия волн с ветром.

в вихреразрешающем моделировании (Large Eddy Simulation, LES) обще-
принятым является учёт эффекта ряби посредством модификации параметра 
«шероховатости» в профиле средней скорости [Sullivan et al., 2008]. неясно, 
насколько этот подход оправдан, поскольку в LES-процессы на расстояниях 
порядка амплитуды ряби от водной поверхности (в пределах нескольких сан-
тиметров от водной поверхности, в вязком подслое и буферной зоне) не раз-
решаются и являются подсеточными.

По-видимому, достаточное разрешение эффектов капиллярной ряби при 
обтекании её воздушным потоком способно дать лишь прямое численное мо-
делирование (Direct Numerical Simulation, DNS). оно не требует каких-либо 
гипотез замыкания, поскольку в DNS разрешаются все физически важные 
масштабы потока вплоть до масштаба вязкой диссипации. в ранних рабо-
тах (например, [Sullivan et al., 2000]) DNS турбулентного ветра над волнами 
проводилось при относительно небольшом числе Рейнольдса (основанном 
на длине волны λ, балк-скорости потока и молекулярной вязкости воздуха) 
Re = 8800 и для крутизны волн ka = 0,1 (где k — волновое число; a — ампли-
туда волны). Позже в работе [Yang, Shen, 2010] DNS использовалось для ис-
следования турбулентного потока над волнами для крутизны волны ka = 0,25 
при Re ≈ 10000. несколько большего числа Рейнольдса (Re = 15 000) удалось 
достичь при крутизне ka = 0,2 [Druzhinin et al., 2012]. однако до сих пор в ли-
тературе не публиковались результаты DNS, учитывающие присутствие ряби 
на поверхности энергонесущих волн.

в данной работе впервые проводится прямое численное моделирова-
ние турбулентного ветра над взволнованной водной поверхностью при числе 
Рейнольдса 15 000 и крутизне волны до ka = 0,2 с учётом присутствия ряби. 
волновые числа компонент ряби считаются достаточно большими (на поря-
док превосходящими волновое число энергонесущей компоненты). При этом 
предполагается, что рябь можно рассматривать как «паразитную», т. е. стаци-
онарную относительно энергонесущей волны.

1. ФоРМуЛИРовка задаЧИ

Проводится прямое численное моделирование турбулентного воздушного 
течения куэтта над взволнованной водной поверхностью, где на основную, 
энергонесущую волну накладывается мелкомасштабная рябь. схема числен-
ного эксперимента аналогична схеме, рассматриваемой в работе [Druzhinin 
et al., 2012], где проводилось DNS турбулентного воздушного потока над мо-
ногармонической волной (рис. 1). Рассматривается декартова система коор-
динат с осью х, ориентированной в направлении среднего воздушного потока, 
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осью z, направленной вертикально вверх (против ускорения свободного па-
дения g) и осью y в поперечном направлении, параллельном фронту волны. 
Рассматривается двухмерная поверхностная волна с амплитудой a, длиной λ 
и фазовой скоростью c, периодическая в направлении x. в данной работе рас-
сматривается крутизна волны до ka = 2πa/λ = 0,2.

моделирование DNS проводится в системе отсчёта, движущейся с фазо-
вой скоростью волны, т. е. горизонтальная координата x в этой системе отсчё-
та связана с координатой в лабораторной системе отсчёта x ¢  соотношением 

.x x ct¢= -  таким образом, в движущейся системе отсчёта нижняя граница 
области счёта, совпадающая с волной, стационарна. на этой границе ставит-
ся условие прилипания, т. е. x- и z-компоненты скорости воздушного потока 
здесь совпадают с орбитальными скоростями частиц жидкости в волне (с учё-
том вклада ряби) и не зависят от времени. Рассматривается область счета 
с размерами Lx = 6λ, Ly = 4λ и Lz = λ в x-, y- и z-направлениях. течение пред-
полагается периодическим в направлениях x и y. ставится условие прилипа-
ния и на верхней (плоской) границе, которая движется с балковой скоро-
стью U0 в направлении x. Благодаря этому условию создаётся внешний источ-
ник потока импульса за счёт действия вязкого напряжения сдвига, который 
компенсирует вязкую диссипацию кинетической энергии турбулентности 
и обеспечивает стационарность течения.

численное моделирование основано на интегрировании полных трёх-
мерных уравнений навье-стокса для несжимаемой жидкости в безразмерных 
переменных в виде [монин, Яглом,1992]:
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где Ui (i = x, y, z) — компоненты скорости; P — давление. Переменные в выра-
жениях (1), (2) нормированы на длину волны λ и балковую скорость U0, дав-
ление нормировано на 2

0Uρ  (где ρ — плотность воздуха). Балковое число 
Рейнольдса равно

0Re .
U λ

ν
=  (3)

Рис. 1. схема численного эксперимента
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для того чтобы избежать эффектов, связанных с сильной геометрической 
нелинейностью при интегрировании уравнений (1)–(3) из-за волнообразной 
нижней границы (см. рис. 1), используется конформное преобразование ко-
ординат, переводящее плоскость (x, z) в декартовых координатах в плоскость 
(ξ, η) в криволинейных координатах, а именно:
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где k = 2π и a0 — волновое число и амплитуда энергонесущей волны; k1 = 8k 
и a1 — волновое число и амплитуда ряби; a2, k2 = 9k, k3 = 7k и φ = –0,9 — ха-
рактеристики модуляции ряби. в DNS, помимо моногармонической вол-
ны (при a1 = 0), рассматриваются два случая: случай гармонической ряби 
(a1 = 0,1a0, a2 = 0) и случай модулированной ряби (a1 = 0,05a0, a2 = 0,5) 
(рис. 2).

При преобразовании уравнений (4), (5) волновая граница переходит 
в плоскую границу η = 0. в дополнение используется также отображение 
по вертикальной координате η, обеспечивающее достаточное разрешение 
больших градиентов полей скорости и температуры благодаря сгущению уз-
лов сетки вблизи нижней и верхней границ [Druzhinin et al., 2012].

уравнения (1)–(3) решались в прямоугольной области с размера-
ми 0 < ξ < 6, 0 < y < 4 и 0 < η < 1 при помощи метода конечных разностей 
второго порядка на разнесённой сетке, состоящей из 360×240×180 узлов. 
Интегрирование по времени осуществлялось с использованием метода адамса-
Башфорфа второго порядка точности в две стадии на каждом временном 

Рис. 2. вид волновой поверхности для моногармонической волны (чёрная ли-
ния), волны с модулированной и гармонической рябью (синяя и красная линии), 

соответственно
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шаге n. на нижней и верхней границах накладывались условия прилипа-
ния (дирихле) для скорости воздушного потока. на боковых границах, при 
x = 0, 6 и y = 0, 4, на все поля накладывались периодические граничные усло-
вия. уравнение Пуассона для давления решалось методом итераций.

течение инициировалось как слабо-возмущённое ламинарное течение 
куэтта, Ui = zδix + uif (i = x, y, z), где uif — бездивергентное, изотропное, од-
нородное случайное поле с широким спектром и амплитудой порядка 0,05. 
Интегрирование во времени сначала проводилось до окончания переходных 
процессов, связанных с выбором начального условия для воздуха. По дости-
жении статистически стационарного режима течения проводилось осред-
нение по времени и координате y. для усреднения по времени брались поля 
скорости в дискретные моменты tk (k = 1, …, 1000) с интервалом tk+1 – tk = 0,2. 
Помимо осреднения по y и t рассчитывались также фазовые (оконные) сред-
ние по длине волны.

таким образом, для данного поля f(x, y, z, t) определялись фазовое сред-
нее и дисперсия:

5

1 1 0

1( , ) ( , , , ),
6

y t
N N

j k
j k nt y

f x z f x n y z t
N N

λ
= = =

= +ååå  (6)

5
2 2

1 1 0

1( , ) ( , , , ),
6

y t
N N

j k
j k nt y

f x z f x n y z t
N N

λ
= = =

= +ååå  (7)

где Ny = 240, Ny = 1000 и 0 < x < 1. далее флуктуация поля f определялась как:
1 222( , ) ( , ) ( , ) .f x z f x z f x z

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
¢ = -  (8)

[в случае расчёта потока, например x zU U , в уравнение (7) подставляет-
ся произведение (UxUz) вместо f2, и в выражение (8) — разность 

x z x zU U U Uæ ö÷ç ÷ç ÷çè ø- .]
средний вертикальный профиль поля f, [f](z), рассчитывался осреднени-

ем фазового среднего по продольной координате:
6

1

1[ ]( ) ( , ).
xN

i
ix

f z f x z
N =

= å  (9)

вертикальный профиль турбулентного потока импульса τ(z) определяется 
в виде

( ) .x z x zz U U U Uτ é ù= -ê úë û  (10)

таким образом, динамическая скорость (трения), ,u*  определяется из 
асимптотичекого значения потока импульса на достаточно большом расстоя-
нии от поверхности, где τ стремится к константе, в виде

.u τ* = -  (11)
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численный алгоритм верифицировался сравнением результатов DNS для 
турбулентного погранслоя над плоской и волновой поверхностью в отсут-
ствие ряби при различных балковых числах Ричардсона и числах Рейнольдса. 
Результаты DNS сравнивались с известными численными и эксперименталь-
ными данными [Druzhinin et al., 2012].

2. РезуЛьтаты ЧИСЛеННого МодеЛИРоваНИя

численное моделирование проводилось для различной крутизны волны ka 
и отношения фазовой скорости к динамической скорости (возраста волны). 
Рассматривались два случая: случай относительно крутых («молодых») волн, 
фазовая скорость которых мала по сравнению с балковой скоростью ветра, 
ka = 0,2 и c/U0 = 0,05 (или 2,c u* »  где u*  — скорость трения), и случай отно-
сительно пологих («зрелых») волн, с крутизной ka = 0,1 и фазовой скоростью 
c/U0 = 0,2 ( 10).c u* »  вычисления проводились для как для моногармониче-
ской волновой поверхности, так и для случаев с гармонической и модулиро-
ванной рябью.

мгновенные распределения модуля завихренности в центральной пло-
скости (x, z), полученные в DNS для случая «молодых» и «зрелых» волн в мо-
мент времени tU0 /λ = 400, представлены на рис. 3а, б. на рисунках изображе-
ны поля завихренности для волновой поверхности без ряби (верхняя панель), 
с модулированной рябью (средняя панель) и с гармонической рябью (нижняя 
панель).

Рис. 3а. Распределение модуля завихренности в центральной плоскости (x, z) в воз-
душном потоке над взволнованной водной поверхностью без ряби (верхняя панель), 
с модулированной рябью (средняя панель) и гармонической рябью (нижняя панель) 

в DNS для «молодых» волн (ka = 0,2; c/U0 = 0,05) в момент времени U0t/λ = 300
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на рис. 4a и б показаны поля завихренности в центральной (y, z) пло-
скости и в горизонтальной (x, y) при z/λ = 0,042 для случая «молодых» волн 
(поле ω в случае «зрелых» волн имеет качественно похожую структуру). 

Рис. 3б. то же, что и на рис. 3а, но для «зрелых» волн (ka = 0,1; c/U0 = 0,2)
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Рис. 4a. то же, что и на рис. 3а, но в плоскости (y, z)
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Рисунки показывают наличие типичных для турбулентного погранслоя вих-
ревых структур (так называемых «Λ-вихрей», см. например, [Moin, Kim, 
1985]), отрывающихся от водной поверхности вблизи гребней волн и «уходя-
щих» вглубь воздушного потока.

Рис. 4б. то же, что и на рис. 2а, но в плоскости (x, y) при z/λ = 0,042
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Рисунки 4а и б показывают, что присутствие ряби приводит к форми-
рованию областей завихренного движения воздуха во впадинах волн ряби, 
а также к генерации более интенсивных, по сравнению со случаем без ряби, 
подковообразных вихрей, отрывающихся от водной поверхности.

Рисунки 5а и б демонстрируют мгновенные поля вектора скорости воз-
духа в центральной горизонтальной плоскости (x, z), полученные в DNS для 
«молодых» и «зрелых» волн в те же моменты времени, что и на рис 3, 4, в си-
стеме отчёта, движущейся с фазовой скоростью поверхностной волны.

Рис. 5а. мгновенные векторные поля скорости воздуха в центральной плоскости 
(x, z), полученные в DNS для «молодых» волн (ka = 0,2, c/U0 = 0,05) в те же моменты 
времени, что и на рис. 3, 4, в системе отчёта, движущейся с фазовой скоростью по-

верхностной волны
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Рисунки 5а и б показывают, что под действием ряби слой совпадения 
(или критический слой, zc(x)), где скорость воздушного потока равна фазо-
вой скорости поверхностной волны (Ux(zc) = c), испытывает осцилляции. 
Рисунок 5б показывает также, что в случае «зрелых волн» под влиянием ряби 
критический слой приближается к водной поверхности по сравнению со слу-
чаем без ряби.

Рисунки 6а и 6б демонстрируют мгновенные поля модуля завихренно-
сти в плоскости (x, z), полученные осреднением соответствующих трёхмер-
ных полей по фронту волны (т. е. по координате y), для «молодых» и «зрелых» 
волн. 

Рис. 5б. мгновенные поля вектора скорости воздуха в центральной плоскости (x, z), 
полученные в DNS для «зрелых» волн (ka = 0,2, c/U0 = 0,05) в те же моменты времени, 
что и на рис. 3, 4, в системе отчёта, движущейся с фазовой скоростью поверхностной 

волны
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Рисунки 6а и б показывают, что осреднённые по фронту волны поля те-
чения в случае как гармонической, так и модулированной ряби имеют ка-
чественно похожую структуру по сравнению со случаем без ряби. таким об-
разом, несмотря на присутствие отрывных зон потока в мгновенных полях 
скорости воздуха на рис. 3, осреднённое по фронту волны поле скорости яв-
ляется безотрывным, как в отсутствии ряби, так и при её наличии. Заметим, 
что безотрывная структура среднего поля скорости воздушного потока над 
взволнованной водной поверхностью уже обсуждалась ранее [Druzhinin et al., 
2012].

Помимо мгновенных средних (по фронту волны) вычислялись также 
вертикальны профили средних скорости воздуха [U], кинетической энергии 
турбулентности [E], скорости её диссипации [ε], и турбулентный, волновой 
и вязкий потоки импульса τt, τw, и τv, согласно процедуре осреднения, опи-
санной в уравнениях (6–10).

кинетическая энергия вычислялась в виде
2

, ,

1[ ] ,
2 i

i x y z
E U

=

é ù¢= ê úë ûå  (12)

Рис. 6а. Распределение модуля завихренности ω(x, z), осреднённое по фронту волны, 
над поверхностью без ряби (верхняя панель), с модулированной рябью (средняя па-
нель) и гармонической рябью (нижняя панель) в DNS для «молодых» волн (ka = 0,2, 

c/U0 = 0,05)
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где флуктуации компонент скорости воздуха вычислялись согласно (8). для 
определения средней скорости диссипации кинетической энергии турбулент-
ности мгновенное поле f подставлялось в (6–8) в виде:

2
1 ,

Re
i

j

U
f

x

æ ö¶ ÷ç ÷ç= ÷ç ÷ç ¶ ÷çè ø



 (13)

где турбулентные составляющие компонент скорости вычислялись как

.i i iU U U= -  (14)

для определения соотношения потоков импульса (турбулентного, вол-
нового и вязкого) удобно записать уравнение баланса потока импульса в виде 
выражения:

Рис. 6б. то же, что и на рис. 6а, но для «зрелых» волн (ka = 0,1, c/U0 = 0,2)
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x x z

U uz zU P U U
Uη ξ η

*
é ù¶ ¶ ¶ê ú+ + - =ê ú¶ ¶ ¶ê úë û

 (15)

получающегося осреднением по ансамблю уравнения движения (1), пере-
писанного в криволинейных координатах, и проинтегрированного по ξ. 
уравнение (15) может быть переписано в более наглядном виде:

2,t v w uτ τ τ *+ + =  (16)
где введены обозначения

Рис. 7а. вертикальные профили средней скорости [U], суммы турбулентного и вяз-
кого потоков импульса (τt, +τv), кинетической энергии турбулентности [E], и скоро-
сти её диссипации [ε] для случая «молодых» волн (ka = 0,2, c/U0 = 0,05). случаи мо-
дулированной и гармонической ряби показаны синим и красным цветом, случай без 

ряби — чёрным
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2
0

d
Re d

x
v

UU
τ

η

é ù
ê úë û= ×  (17)

— для вязкого потока импульса (напряжения трения);
2
0t x z x zU U U U Uτ é ù= -ê úë û  (18)

— для турбулентного потока импульса;

2 2
0 1w x x z x z

z zU U P U U U Uτ
ξ η

é ùæ ö¶ ¶ ÷çê ú÷= + - - -ç ÷ê úç ÷ç¶ ¶è øë û
 (19)

— для потока импульса, индуцированного поверхностной волной. При удале-
нии от водной поверхности волновой поток импульса становится пренебре-

Рис. 7б. то же, что и на рис. 7а, но для случая «зрелых» волн (ka = 0,1, c/U0 = 0,2)
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жимо малым, и сумма вязкого и турбулентного потоков стремится к 2.u*  в не-
посредственной близости от водной поверхности τw определяет её сопротив-
ление формы.

на рис. 7 представлены профили средней скорости, суммы вязкого и тур-
булентного потоков импульса, кинетической энергии турбулентности и ско-
рости её диссипации.

Рисунок 7а показывает, что под действием ряби в случае «молодых» волн 
примерно на 10% возрастает вклад волнового потока импульса вблизи во-
дной поверхности, при η/λ < 0,02 (т. е. в вязком подслое), кинетической энер-
гии турбулентности (в буферной зоне и в начале логарифмического слоя, при 
0,1 < η/λ < 0,2 ) и скорости её диссипации (в вязком подслое), по сравнению 
со случаем поверхностной волны без ряби. в этом случае профиль средней 
скорости мало меняется под действием ряби. с другой стороны, в случае 
«зрелых» волн эффект ряби аналогичен эффекту большей шероховатости во-
дной поверхности в профиле средней скорости (см. рис. 7б), так как скорость 
уменьшается, а наклон в логарифмической области (при η/λ > 0,1) остаётся 
таким же, как и в отсутствии ряби. как и в случае «молодых» волн, под дей-
ствием ряби возрастает вклад волнового потока импульса. с другой стороны, 
кинетическая энергия турбулентности и её диссипация по сравнению со слу-
чаем без ряби изменяются незначительно.

закЛюЧеНИе

впервые выполнено прямое численное моделирование турбулентного воз-
душного потока над взволнованной водной поверхностью с учётом присут-
ствия «паразитной» ряби. Рассмотрено два случая: относительно крутых («мо-
лодых») волн, фазовая скорость которых мала по сравнению с балковой ско-
ростью ветра, ka = 0,2 и c/U0 = 0,05 (или 2,c u* »  где u*  — скорость трения), 
и случай относительно пологих («зрелых») волн, с крутизной ka = 0,1 и фазо-
вой скоростью c/U0 = 0,2 ( 10).c u* »  Результаты показывают, что под влияни-
ем ряби происходит интенсификация процессов «отрыва» вихревых структур 
мгновенного поля скорости ветра в окрестности гребней поверхностных 
волн. Поле скорости ветра, осреднённое по фронту волны, однако, является 
безотрывным, как в присутствии ряби, так и при её отсутствии. в случае «мо-
лодых» волн, под действием ряби, вблизи водой поверхности, возрастает ки-
нетическая энергия турбулентности и скорость диссипации, по сравнению со 
случаем течения без ряби. вертикальный профиль средней скорости ветра 
при этом почти не изменяется. с другой стороны, в случае «зрелых» волн 
присутствие ряби обусловливает увеличение эффективной «шероховатости» 
водной поверхности и связанное с ним уменьшение средней скорости ветра. 
турбулентная кинетическая энергия при этом мало меняется по сравнению 
со случаем без ряби. как для «молодых», так и для «зрелых» волн рябь приво-
дит к увеличению потока импульса, индуцированного поверхностными вол-
нами, которое более заметно в случае «зрелых» волн.
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Предложена модификация алгоритма ванга-ландау для вычисления плотности состо-
яний статистических моделей. модификация основана на вычислении матрицы пере-
ходов между уровнями энергии. Показано, что матрица переходов в алгоритме ванга-
ландау при сходимости плотности состояний к истинному является стохастической. 
наш подход даёт, во-первых, объяснение требованию равномерности гистограммы 
в оригинальном алгоритме ванга-ландау, во-вторых — возможность контролировать 
процесс схождения вычислений плотности состояний, также возможность контроли-
ровать точность вычислений. критерии сходимости и точности основаны на поведе-
нии показателя — отклонения старшего собственного значения матрицы переходов 
от единицы.

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (РнФ), проект 
№ 14-21-00158.

Ключевые слова: плотность состояний, матрица переходов, алгоритм монте-
карло, алгоритм ванга-ландау, стохастическая аппроксимация, случайная матрица, 
точность вычислений.

введеНИе

компьютерное моделирование является мощным инструментом изучения 
физических процессов. для моделирования задач в области статистической 
физики широко применяются подходы, основанные на методе монте-карло 
[Binder, Heermann, 2010]. в настоящей работе проводится анализ метода 
ванга-ландау [Wang, Landau, 2001], основанного на представлении статисти-
ческой суммы в виде разложения по плотности состояний энергии. Знание 
плотности состояний даёт нам знание статистической суммы и свободной 
энергии. Знание последней, в свою очередь, позволяет вычислить наблюда-
емые термодинамические величины. таким образом, метод достаточно уни-
версален, он широко применяется в моделировании. недостатком его являет-
ся отсутствие контроля сходимости решения [Belardinelli, Pereyra, 2016].

статистическая сумма может быть представлена в виде разложения 
по плотности состояний энергии g(E) (количество состояний с энергией E):

( ) exp ,
E b

EZ g E
k T

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø
= × -å
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где Т — температура; kb — постоянная Больцмана. основная идея метода 
ванга-ландау состоит в моделировании случайного блуждания по спектру 
энергии.

для изучения свойств алгоритма разработан программный код на языке 
программирования C\C++ с использованием библиотеки LAPACK.

аЛгоРИтМ ваНга-ЛаНдау

в этом разделе приводится формальное описание алгоритма, которое удобно 
для нашего анализа, из статьи [Щур, 2014].

Процесс инициализации алгоритма ванга-ландау состоит из следующих 
шагов:

I1) задаётся начальное состояние значений спинов si;
I2) вычисляется значение энергии начального состояния E0;
I3) присваиваются начальные значения плотности состояний g(E) = 1 

для всех значений энергии E;
I4) устанавливаются начальные значения вспомогательной гистограммы 

H(E) = 0 для всех значений E;
I5) фиксируется начальное значение параметра f = 2,718281828.

основной цикл алгоритма таков:
C1) выбирается случайно спин si (для этого выберем случайно узел i на 

решётке);
C2) вычисляется энергия Ek+1 нового состояния решётки с перевёрнутым 

(виртуально) спином si → –si;
с3) если g(Ek+1) < g(Ek), то принимается новое состояние;
с4) если нет, то принимается новое состояние с вероятностью 

g(Ek)/g(Ek+1);
с5) если не произошло событий с4 и с5, то состояние остаётся 

неизменённым.

основной цикл алгоритма повторяется MN раз, где N — это число спи-
нов в системе; M — параметр алгоритма, некоторое большое число, имею-
щее значение, например, 104. После этого проверяется свойство «ровности» 
гистограммы. Эмпирически предлагается повторять процесс до тех пор, пока 
элементы вспомогательного алгоритма будут отличаться не более чем на 5 %. 
если гистограмм недостаточно «ровная», то шаги основного цикла с1–с5 
повторяются ещё MN раз.

если мы достигли желаемого уровня «ровности» диаграммы, то делаются 
такие операции нормировки (сравните с операциями инициализации I3–I5):

S1) отнормировать значения плотности состояний g(E) для всех значе-
ний энергии E так, чтобы была выполнена нормировка на единицу 
значения плотности состояний энергии основного состояния моде-
лируемой системы g(Egs) = 1;
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S2) установить значения вспомогательной гистограммы H(E) = 0 для всех 
значений E;

S3) изменить текущее значение параметра f = f 1/2.

Процессы основного цикла и нормировки повторяем до тех пор, пока 
значение параметра f не приблизится близко к единице, например log f = 10–9.

Принятие нового состояния на шагах основного цикла с3 и с4 состоит 
из таких операций:

а1) переворот спина si := –si;
а2) изменение значения DoS с текущим значением Ek+1 энергии систе-

мы, g(Ek+1) := fg(Ek+1);
а3) изменение значения вспомогательной гистограммы 

H(Ek+1) := H(Ek+1) + 1.

непринятие нового состояния на шаге основного цикла с5 состоит из та-
ких операций:

N1) изменение значения DoS с текущим значением Ek энергии системы, 
g(Ek) := f g(Ek);

N2) изменение значения вспомогательной гистограммы 
H(Ek) := H(Ek) + 1.

МодеЛь ИзИНга

Поведение алгоритмов будем обсуждать в применении к модели Изинга 
[Ising, 1925]. Это простейшая модель ферромагнетика, в которой в узлах регу-
лярной гиперкубической решётки помещаются переменные si , принимающие 
значения 1 и –1, а на рёбрах — константы Jij. строится функция

1– ,
2 ij i j i

ij i
E J s s h s= -å å  (1)

где сумма вычисляется по всем парам ближайших соседей и x. Переменные si 
называются спинами, h играет роль внешнего магнитного поля и E — энер-
гия системы. в случае нулевой температуры эта система классических спинов 
упорядочена, но значение энергии двукратно вырождено — спины могут при-
нимать значение +1 (смотреть все вверх) или –1 (смотреть все вниз). в слу-
чае одномерной решётки, как показал Изинг [Ising, 1925], фазовый переход 
отсутствует. модель Изинга на квадратной решётке и в нулевом магнитном 
поле решил онзагер [Onsager, 1944], который обнаружил фазовый переход 
второго рода (особенность во второй производной логарифма от статистиче-
ской суммы). его точное решение используется для проверки методов и алго-
ритмов, поскольку позволяет точно вычислить значения термодинамических 
величин на прямоугольной решётке любого конечного размера и при любой 
величине температуры. мы будем проверять точность метода именно сравне-
нием результатов моделирования с точным решением для плотности состоя-
ний [Beale, 1996].
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РеаЛИзаЦИя аЛгоРИтМа

с помощью программной реализации описанного алгоритма [Landau et al., 
2004] была подсчитана плотность состояний двумерной модели Изинга для 
L = 4. на рис. 1 представлено сравнение точного результата для плотности 
состояний энергии [Beale, 1996] и вычисленного по алгоритму ванга-ландау 
при заданном значении MCS = 104. на рис. 2 можно видеть, что относитель-
ная точность алгоритма ванга-ландау выше в центре распределения и до-
стигает значений на порядок ниже процента. к границе погрешность растёт 
и достигает значений в несколько процентов. в основном состоянии (все 
спины упорядочены, т. е. «смотрят в одну сторону») погрешность отсутствует 
в виду особенности программной реализации алгоритма (по этому значению 
происходит нормировка спектра плотности состояний).

Рис. 1. логарифм плотности состояний энергии двумерной модели Изинга размером 
L = 4, количество MCS между проверкой на «ровность» — 104

Рис. 2. относительная погрешность вычисления плотности состоянии для двух спо-
собов вычисления — по точным аналитическим данным [Beale, 1996] и по алгорит-
му ванга-ландау [Wang, Landau, 2001]. Размер решётки L = 4, количество MCS между 

проверкой на «ровность» — 104
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МатРИЦа ПеРеХодов

в методе ванга-ландау для контроля управления выполнением алгорит-
ма используется эмпирический критерий «ровности» гистограммы H(E). 
Гистограмма накапливается при случайном блуждании по спектру энергии 
и хранит количество посещений каждого энергетического уровня. Иными 
словами, при переходе на состояние с энергией Ei значение соответству-
ющей ячейки в гистограмме увеличивается на единицу H(Ei) := H(Ei) + 1. 
Блуждание по спектру происходит до тех пор, пока гистограмма не достигнет 
«ровности». согласно введённому авторами правилу [Wang, Landau, 2001], 
«ровностью» называется заполнение гистограммы, когда значения по ячей-
кам отличаются от среднего по всей гистограмме не больше чем на 5 %. 
Известно, что при меньшем значении степени ровности выполнение про-
граммы может зацикливаться.

Предлагается для контроля точности в методе ванга-ландау использовать 
свойства матрицы переходов, которая устроена следующим образом [Щур, 
2014].

составим матрицу M размером m×m, где m — количество энергетических 
уровней (например, для одномерного случая с чётным числом спинов L на 
цепочке — m = L/2 + 1). в случае перехода с одного энергетического уровня 
на другой Ei → Ej в ячейку M[i][j] будем добавлять единицу. в случае если но-
вый уровень не принимается, добавляем единицу в ячейку M[i][i]. в качестве 
примера, на рис. 3 отображена матица, полученная согласно обусловленному 
правилу при одной из реализаций алгоритма.

тогда сумма по столбцам есть количество посещений каждого энергети-
ческого уровня, т. е. аналогия гистограммы, используемой в оригинальном 
методе [Wang, Landau, 2001].

строка «отклонение от среднего» вычислена по формуле

 .iX X

X

-среднее

среднее

Рис. 3. состояние матицы переходов для алгоритма ванга-ландау для решётки разме-
ром L = 4 при f = 1,116544, c MCS = 1000 между проверкой на «ровность» гистограммы
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очевидно, что каждый уровень посещён одинаковое количество раз с точно-
стью до 10–3, т. е. можно считать, что гистограмма заполнена равномерно.

сумма по строкам — это количество состояний с данным уровнем энер-
гии до трансформации спинов, а сумма по столбцам — количество посеще-
ний данного уровня энергии.

на рис. 3 видно, что переход Ei →  Ej возможен только лишь при выпол-
нении одного из условий: i = j, | j – i | = 1 или | j – i | = 2, что определяется свой-
ствами модели (1).

МодИФИЦИРоваННый аЛгоРИтМ ваНга-ЛаНдау

Предлагаемая модификация алгоритма ванга-ландау основана на статье 
[Щур, 2014], в которой предложена замена гистограммы на матрицу перехо-
дов и на статье [Bellardinelli, Pereyra, 2007], в которой предложено изменять 
фактор f обратно пропорционально текущему значению шага монте-карло 
(времени вычислений). в модифицированном алгоритме выполняем следую-
щий порядок действий:

A. Пусть Fk = ln(fk), f — фактор f.
B. Пусть t = (MC trials)/N, где N — количество уровней энергии (для 

чётных L: N = L2 – 1, для нечётных: N = (L – 1)2), t будем называть 
MC time, а MC trials представляет собой процесс поворота одного спи-
на на заданной решётке (см. п. C1–C5).

C. Зададим начальные значения параметров: ln(g(E)) = ln(gexact(E)), Fk = 1, 
t = 0, Ffinal = 10–8.

D. выполним обычный алгоритм ванга-ландау, где вместо гистограммы 
используем матрицу переходов. выводим состояния матрицы после 
каждого изменения F и увеличиваем MC time t = t + (MC trials)/N.

E. если Fk < 1/t, то, начиная с этого момента и до конца алгоритма, Fk из-
меняем по правилу: Fk+i = 1/t после каждого MC trials.

F. алгоритм завершается, когда выполнится условие: Fk < Ffinal.

далее вычислим старшие собственные значения полученных матриц пе-
рехода, для этого:

1. создадим массив sum[] размером L2 – 1, где sum[i] — сумма всех эле-
ментов i-й строки.

2. найдём среднее значение массива sum[] по формуле:
2

2
[1] [2] [ 1]

.
1

sum sum sum L
M

L

+ +¼ -

-

+
=

3. Проведём нормировку матрицы переходов: каждый элемент матрицы 
поделим на среднее значение суммы строк (m[i][j])/M.

4. найдём старшее собственное значение ортонормированной матрицы 
переходов с помощью функции dgeev() (в основе функции лежит qr-
алгоритм нахождения собственных значений матрицы) из библиотеки 
LAPACK.

5. Проведём n = 100 независимых запусков алгоритма.
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6. найдём среднеквадратичное отклонение собственного значения. для 
этого вычислим дисперсию по формуле:

2
2 –

 , 
1

n

i

n

i i
i

X X n

D
n

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø=
-

åå

где Xi — старшее i-е собственное значение, n = 100, тогда среднеква-
дратичное отклонение .Dσ =

Построим график в дважды логарифмическом масштабе (рис. 4), где 
по горизонтали t — MC time, по вертикали |eigenvaluet – 1| — отклонение стар-
шего собственного значения от единицы. для сравнения построим аналогич-
ный график (рис. 5) отклонения старшего собственного значения от едини-
цы, но для обычного алгоритма ванга-ландау [Wang, Landau, 2001].

Рис. 4. отклонение от единицы старшего собственного значения матрицы переходов 
алгоритма ванга-ландау с f = 1/t как функция времени t (MCS = 103)

Рис. 5. отклонение от единицы старшего собственного значения матрицы переходов 
алгоритма ванга-ландау с f = 1/t как функция времени t (MCS = 103)
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алгоритм ванга-ландау (в единицах измерения MC time) быстрее, чем 
его модификация с функцией 1/t (рис. 6). сравнивая результаты на рис. 3 и 4, 
видно, что с ростом числа MC time отклонение уменьшается как 1/t, т. е. по-
грешность обратно пропорциональна MC time(t). в классическом алгоритме 
ванга-ландау, отклонение стремится к конечному пределу.

в алгоритме SAMC [Liang et al., 2007] также используется фактор F, кото-

рый должен удовлетворять условию 
1

t
t

F
¥

=

=¥å  и 
1

  ,t
t

F ς
¥

=

<¥å  где 1 < ς < 2. 

Предлагается изменять параметр F = ln(f) как: 0
 

0
 ,
max( , )t

t
F

t t
=  где t0 — некото-

рое число, подобранное под конкретную задачу. таким образом, фактор F = 1 
если t0 ≥ t и изменяется пропорционально F = 1/t при t0 ≤ t. данный подход 
полностью освобождает нас от проверки на «ровность» посещения каждого 
уровня. Значение же фактора F изменяется после каждого монте-карло шага.

в данной работе были проведены расчёты для значений t0 = 10; 102; 103; 
104. для каждого значения t0 было выполнено 100 независимых запусков алго-
ритма и вычислялось отклонение старшего собственного значения матрицы 
переходов от единицы с ростом t. судя по графику (рис. 7), после преодоле-
ния некоторого критического значения t отклонение собственного значения 
уменьшается пропорционально ~1/t. Построив график среднего и максималь-
ного отклонения DoS от точного значения (см. рис. 7), видно, что после неко-
торых колебаний, отклонение уменьшается пропорционально ~ 1 .t

на рис. 8 показано отклонение от единицы старшего собственного зна-
чения матрицы переходов для алгоритма ванга-ландау с F = 1/t и описанно-
го в этом разделе алгоритма с разными значениями t0 от t0 = 10 до 104. При 
больших значениях t0 отклонение со временем изменяется не монотонно, 
есть локальные минимумы. При этом минимальное отклонение собственного 

Рис. 6. Изменение фактора f с ростом времени (MCS = 103)
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значения от единицы достигается при выборе t0 = 104. но при выборе любого 
из рассмотренных значений t0, сходимость к точному значению происходит 
быстрее, чем алгоритмом ванга-ландау c функцией F = 1/t.

на рис. 9 изображено среднее отклонение DoS от точного значения. 
После достижения пика отклонения, ошибка начинает монотонно убывать 
пропорционально ~1/t 1/2. При этом минимальное отклонение достигается 
при моделировании алгоритмом 1/t-WL.

Рис. 7. отклонение от единицы старшего собственного значения матрицы переходов; 
dos — среднее относительное отклонение DoS; dos max — максимальное отклонение 

DoS; L = 8; t0 = 100

Рис. 8. отклонение от единицы старшего собственного значения матрицы перехо-
дов алгоритма SAMC при выборе различных значений t0 и ванга-ландау с F = 1/t 

(MCS = 103); L = 8
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Рис. 9. отклонение от единицы старшего собственного значения матрицы перехо-
дов алгоритма SAMC при выборе различных значений t0 и ванга-ландау с F = 1/t 

(MCS = 103); L = 8

закЛюЧеНИе

в настоящей работе подтверждён результат работы [Щур, 2014], что критерий 
«ровности» гистограммы оригинального метода ванга-ландау является отра-
жением обстоятельства, что случайное блуждание по спектру энергий явля-
ется стохастическим процессом и описывается матрицей переходов. Эта ма-
трица стремится к стохастической по мере приближения к стационарной (ис-
тинной) плотности состояний. Предложен критерий точности вычислений, 
основанный на отличии от единицы старшего собственного значения матри-
цы переходов. Результаты моделирования подтверждают наше предложение.
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фраструктуры научного центра с учётом вызовов современного научного развития. 
Предложена конкретная модель модернизации инфраструктуры научного центра 
Ран в черноголовке. Проектируемый программно-аппаратный комплекс предоста-
вит исследователям возможность проведения научных работ с использованием техно-
логий обработки данных большого объёма.
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введеНИе

При работе над научным проектом распределённым коллективом учёных не-
редко требуется производить обработку данных большого объёма. для этого 
используются вычислительные ресурсы и наборы данных, которые не скон-
центрированы в одном месте, а находятся в тех лабораториях, в которых ре-
сурсы также являются распределёнными. очевидно, что для обработки и ана-
лиза таких данных, а также для управления аппаратными и программными 
ресурсами требуется некоторая система, которая способна выполнять опе-
рации с распределёнными ресурсами данных и вычислений. такая система 
должна быть централизованной, интегрирующей распределённые аппарат-
ные ресурсы. для решения подобной задачи подходит идеология системы на-
учных информационных потоков SWS (scientific workflow systems).

Понятие scientific workflow недостаточно полно освещено в русскоязыч-
ной научной литературе. например, в статье [чернышов, Попова, 2014] при-
ведена такая точка зрения: «не было введено единого термина для перевода 
данного словосочетания. Scientific workflow, дословно поток научных задач — 
это последовательность задач, выполняющих, как правило, обработку на-
учных данных. такие потоки задач принято представлять в виде ориентиро-
ванных графов, вершины в которых соответствуют выполняемым операциям, 
а рёбра указывают зависимости между операциями, обозначая те ситуации, 
когда одна задача должна быть полностью выполнена перед тем, как начнёт-

Шикота светлана каликстовна — ведущий инженер, программист, sveta@chg.ru
Щур лев николаевич — заместитель председателя нЦч Ран, shchur@chg.ru
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ся выполнение другой». Эта цитата отражает распространённую точку зрения 
в русскоязычной литературе, в которой, как правило, под scientific workflow 
systems понимаются системы управления последовательностью заданий в вы-
числительных системах. часто даже более утилитарно — организация очереди 
задач в кластерных и суперкомпьютерных системах.

в настоящей статье мы придаём SWS более широкие функции — это 
управление заданиями на обработку данных. Причём, важным элементом по-
нятия является то, что задание формируется с учётом доступных пользовате-
лю ресурсов по обработке данных (рабочие станции, кластерные системы об-
лачные системы и т.п.), доступных на момент отсылки выполнения заданий.

в дальнейшем, c целью избегания неоднозначности, а также для про-
зрачного соответствия с англоязычной литературой, будем применять термин 
SWS системы.

Под доступными пользователю ресурсами мы понимаем ресурсы, облада-
ющие одновременно следующими характеристиками:

1) доступные пользователю юридически (соглашения, договоры, гранты 
и т.п.);

2) подходящие для выполнения текущего задания по техническим вы-
числительным характеристикам;

3) доступные технически (работоспособные, незагруженные и т.п.);
4) способные выполнить задание в течение заданного интервала 

времени.

Этот список требований к характеристикам может быть расширен.

ИСтоРИя ПРобЛеМы

системы SWS представляют собой специализированную форму систем 
управления заданиями, разработанную для составления и выполнения после-
довательности шагов по проведению вычислений, обработке данных и анали-
зу данных в рамках приложения, специфического для раздела науки.

например, существуют такие специализированные SWS системы, как 
Discovery Net, Apache Taverna, Kepler. Приведём кратко информацию об этих 
системах.

Исторически первая SWS система Discovery Net (http://www.discov-
ery-on-the.net/) была создана в рамках проекта EPSRC (Engineering and 
Physical Sciences Research Council) — главного государственного агентства 
великобритании по финансированию исследований и повышения образо-
вания в области инженерных наук и физики, который ежегодно инвестиру-
ет в рамках программы e-Science более 800 миллионов фунтов стерлингов на 
исследования по широкому спектру — от математики до науки о материалах, 
и от информационных технологий до структурной инженерии» (https://www.
epsrc.ac.uk/about/). для цели её создания лондонскому имперскому колледжу 
было выделено 2,8 миллиона фунтов стерлингов. Discovery Net — это мульти-
дисциплинарный проект, обслуживающий интересы научных сотрудников из 
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различных областей науки, включая биологию, комбинаторную химию, воз-
обновляемые источники энергии и геологию; это сервис ориентированные 
вычислительные модели для извлечения нового знания, которые предостав-
ляют пользователю возможность использования программного обеспечения 
по анализу данных, а также источники данных, доступные по сети от третьей 
стороны. Discovery Net определяет стандарты, архитектуру и средства, кото-
рые дают возможность:

•	 исследователю	 —	 планировать,	 управлять,	 распределять	 и	 выполнять	
комплекс процедур (доступных, как удалённые сервисы) для извлече-
ния знаний и анализа данных;

•	 провайдеру	—	публиковать	и	предоставлять	пользователям	компонен-
ты программного обеспечения, как сервисы, которые будут использо-
ваны в процедурах извлечения новых знаний;

•	 собственникам	—	предоставлять	интерфейсы	(для	доступа	к	научным	
базам данных, хранилищам данных, датчикам и экспериментальным 
результатам), как сервисы, так что они могут быть интегрированы 
в процесс извлечения знания.

в постановке задачи [Curcin, 2002] отмечается: «необходимость создания 
такой системы определяется необходимостью совместного использования 
ресурсов знаний, информации и вычислений в рамках отдельной большой 
распределённой лаборатории или в рамках комплексной виртуальной лабо-
ратории, созданной для выполнения определённого проекта. Предлагаемая 
архитектура строится поверх слоя управления федеративным ресурсом и по-
строена, как набор различных ресурсов. архитектура поддерживает процесс 
разработки и внедрения, выполняет задачи комплексного и распределённого 
извлечения данных с большой эффективностью и предоставляет все это со-
обществу e-исследователей для целей совместной работы в визуальной ана-
литической оболочке». Идеи и решения проекта Discovery Net позднее были 
использованы во многих аналогичных проектах.

сервис Apache Taverna (https://taverna.incubator.apache.org/) (или Taverna 
Workflow System) — это не зависящий от домена набор инструментов для раз-
работки определяемых данными потоков заданий (data-driven workflows) и для 
их выполнения. основное применение — это биоинформатика, однако набор 
доступных сервисов не ограничен только этим. система используется более 
чем в 350 организациях, как академических, так и коммерческих. она являет-
ся продолжением проекта myGrid.

система Kepler (https://kepler-project.org/) разработана с целью помочь 
учёным, аналитикам и программистам в создании, выполнении и обмене мо-
делями и результатами анализа в широком спектре научных исследований 
и инженерных разработок. система может работать как с локальными, так 
и с распределёнными ресурсами. она является эффективной оболочкой для 
интеграции программных компонент. Графический интерфейс пользователя 
позволяет пользователю легко выбирать и объединять компоненты для ана-
лиза, а также источники данных, в единое программное обеспечение Software 
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Workflow (SW). в проекте под SW понимается система Kepler — «выполняе-
мое представление шагов, требуемых для генерации результата». в архитек-
туре системы реализована возможность общего доступа к данным, повторное 
использование данных, рабочих потоков и компонент, разработанных науч-
ным сообществом. лидеры проекта — это три калифорнийских университе-
та — в дэвисе, санта-Барбаре и сан-диего. технически программное обеспе-
чение основано на языке Java, что позволяет использовать его на платформах 
Windows, OSX и Linux.

НаШ оПыт

в рамках выполнения государственного контракта министерства образо-
вания РФ нами был разработан веб-ориентированная производственно-ис-
следовательская платформа в области вычислительной физики компФиз 
(Платформа). Формулировка проблемы и постановка задачи изложены 
в статьях [Щур, 2012; Щур и др., 2011]. Платформа не только предоставля-
ет возможность доступа к прикладным моделям, базам данных, хранилищам 
информации, средствам визуализации (анимации), совместной разработ-
ки приложений распределёнными коллективами, проведения научных ис-
следований в области вычислительной физики на основе этих приложений, 
но и позволяет обсуждать текущие результаты исследований, вести работу со 
студентами, используя средства Web 2.0 (группы пользователей, форумы, wiki 
и др.). в качестве основы Платформы использовалось программное обеспе-
чение Hubzero (https://hubzero.org/), поскольку в него уже интегрированы раз-
личные средства, позволяющие реализовать основной функционал Web 2.0. 
[Шикота и др., 2012]. на аппаратном уровне Платформа содержит следующие 
компоненты:

1) серверная часть, обеспечивающая функции платформы Web 2.0 и осу-
ществляющая взаимодействие с запросами пользователей посредством 
интернета;

2) вычислительная — кластер Wall, состоящий из 10 вычислительных уз-
лов и одного управляющего;

3) система хранения данных;
4) внутренняя коммуникационная сеть, выполненная на базе техно-

логии Ethernet, обеспечивающая работу вычислительного кластера 
и служащая для управления заданиями, для доступа к данным, для 
выполнения функций мониторинга оборудования и программного 
обеспечения.

аРХИтектуРа Новой СИСтеМы

в настоящей работе предлагается модернизированная архитектура программ-
но-аппаратного комплекса для выполнения научной работы с целью извлече-
ния новых знаний из данных большого объёма.
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Предложенный в статье [Curcin, 2002] подход, на котором в большой сте-
пени основаны и другие системы, состоит в том, что на различных стадиях 
маршрута извлечения нового знания исследователю требуется доступ к дан-
ным из различных источников, их интеграция и анализ с целью нахождения 
закономерностей и соответствия моделям, чтобы на следующих стадиях про-
анализировать эти данные с помощью выбранных моделей.

на первом этапе построения архитектуры новой системы мы также при-
держиваемся подхода, применённого при разработке Discovery Net. При этом 
реализация системы основана на имеющемся у нас заделе по разработке си-
стем обработки информации, а также на опыте их применения. Изложим 
кратко те детали подхода Discovery Net [Curcin, 2002], которые мы используем 
в архитектуре нашего программно-аппаратного комплекса.

методами обработки на начальных стадиях может быть кластеризация 
данных. на следующих стадиях проверяется соответствие полученной кла-
стеризации уже известным фактам о данных. в качестве исходных данных для 
анализа могут быть использованы слабо структурированные данные, доступ-
ные в интернете. Их поиск может быть осуществлён в базах данных или с ис-
пользованием поисковых механизмов. далее требуется интеграция получен-
ных данных, при этом важно не потерять ссылки на источник информации, 
более того, необходимо также запомнить, с помощью каких именно механиз-
мов такие данные были найдены. Это важно для возможности повторения 
поиска, а также для уточнения механизмов поиска. кроме того, важно знать 
юридические аспекты защиты используемых данных (патенты, публикации, 
обзоры и т.п.).

также данные могут быть получены с удалённых вычислительных источ-
ников. для этой цели может быть использовано открытое программное обе-
спечение по интенсивной обработке данных. Задача усложнена тем, что такие 
исследования по извлечению нового знания могут проводиться коллективами 
исследователей, использующими тот же набор данных и те же ресурсы по их 
обработке. Поэтому требуется не только обмен информацией о результатах 
исследований между коллегами, но также и обмен информацией о механиз-
мах их получения, способах обработки и т.п.

обсуждаемый подход опробован в таких областях науки, как, напри-
мер, геология и минералогия, биоинформатика, науки об окружающей среде, 
астрономия, физика частиц.

системы SWS существенно отличаются от подходов, применяемых в эру 
до архитектуры грид [Foster et al., 2001], т. е. в эру до архитектуры промежу-
точного программного обеспечения (middleware) [Kosyakov, Shchur, 1999]. Эти 
подходы были основаны на обработке данных от локализованных ресурсов 
(база данных или хранилище данных) на локальном сервере с использова-
нием заранее определённого набора программных средств. в системах SWS 
принципиальным является распределённость как ресурсов данных, так и об-
рабатывающих эти данные ресурсов.

ключевое место в развиваемом нами подходе занимает централизованное 
программное обеспечение. его задача состоит в интеграции распределённых 
данных, алгоритмов и инструментов работы с этими данными, а также ап-
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паратных средств, на которых и производятся основные операции по работе 
с данными.

важным требованием к архитектуре SWS систем является требование ин-
тероперабельности, т. е. независимости программного обеспечения SWS си-
стемы от используемых аппаратных ресурсов.

для реализации такого подхода мы применили эволюционный принцип 
развития программно-аппаратного комплекса. на рисунке приведена ар-
хитектура строящегося нами программно-аппаратного комплекса. нижний 
слой обеспечивает интеграцию аппаратных ресурсов на базе модернизиро-
ванного программно-аппаратного комплекса hub.comphys (http://hub.com-
phys.ru/). Это даёт возможность использовать для обработки данных класте-
ры ПаРма, Wall [Григорьева и др., 2011], Manticore, а также облачную си-
стему тучка [Russkov, 2014] с облачной системой хранения данных Storage. 
Программно-аппаратный комплекс Comphys предоставляет пользователю 
интерфейсы для разработки и внедрения элементов программного обеспе-
чения для работы с данными большого объёма, а также для разработки эле-
ментов для извлечения нового знания с предметно-ориентированными осо-
бенностями. Поверх системы Comphys работает система Pegasus, которая об-
легчает пользователю создание заданий на обработку данных. Это достигается 
использованием графического интерфейса, позволяющего комбинировать 
задание их упомянутых выше элементов обработки данных нижнего уровня.

архитектура программно-аппаратного комплекса
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закЛюЧеНИе

в статье мы обсудили детали создания программно-аппаратного комплекса 
(Пак). он создаётся для решения задачи извлечения нового знания из дан-
ных большого объёма. Пак способен обеспечить хранение и обработку дан-
ных большого объёма. его архитектура позволяет производить динамичное 
развитие программного обеспечения как на уровне общих алгоритмов и ме-
тодов, так и на предметном уровне. архитектура не накладывает ограничений 
на степень интеграции программного обеспечения. также нет ограничений 
на степень интеграции аппаратных ресурсов. Это могут быть рабочие стан-
ции, кластеры, облачные системы и т.п. доступность для пользователя обе-
спечивается на уровне WMS Pegasus за счёт графического интерфейса подго-
товки заданий.
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