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Введение

Актуальность работы

Нейтронные звезды и белые карлики - иногда их объединяют под общим

названием ”вырожденные звёзды”, принадлежат к числу наиболее удивитель­

ных объектов во Вселенной. Они имеют малые радиусы, приблизительно 10 км

и 1000 км соответственно, но при этом масса нейтронной звёзды сравнима с

солнечной. Вещество нейтронных звёзд сжато до очень больших плотностей,

вплоть до 1014 г/см3 в центральных областях, возможно, и более. Плотность ве­

щества белых карликов меньше, может достигать 108 г/см3. Кроме экстремаль­

ных плотностей у вырожденных звёзд наблюдаются одни из самых больших

значений магнитных полей во Вселенной - до 1015 Гс у поверхности нейтрон­

ных звёзд, и около 108 Гс у поверхности белых карликов. Вырожденные звёзды

образуются на конечной стадии эволюции звезд. При гравитационном коллапсе

ядер обычных звезд с массой 𝑀 ≥ 8𝑀⊙ вещество центральных слоев сжимается

до ядерных плотностей и нейтронизуется. При образовании нейтронной звезды

выделяется огромная энергия, примерно 20% энергии-массы покоя звезды, но

почти вся она выделяется в виде нейтрино [1, 2, 3]. Коллапс прекращается, ко­

гда в центре формируется стабильная нейтронная звезда. Общее число нейтрон­

ных звезд в галактике оценивается в 108 − 109, из них радиопульсаров, то есть

молодых нейтронных звезд - порядка 105[4]. В звёздах с массой до 8 𝑀⊙ термо­

ядерная эволюция ядра с массой меньше критической массы Чандрасекара не

доходит до образования элементов группы железа. В зависимости от начальной

массы, она останавливается на стадиях гелиевого или углеродно-кислородного

вырожденного ядра. Такое ядро постепенно остывает и превращается в белый

карлик. Предполагается, что белые карлики составляют от 3% до 10% от всего

звездного населения нашей галактики [5].

Внутреннее строение нейтронных звёзд и белых карликов известно с боль­
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шой степенью неопределенности из-за отсутствия лабораторных данных о свой­

ствах вещества в сверхплотном состоянии. Специфические свойства ионизиро­

ванного газа при сверхвысоких плотностях определяются вырождением. Из-за

принципа Паули в вырожденном газе скорости электронов даже вблизи абсо­

лютного нуля остаются большими, следовательно давление вырожденного газа

мало зависит от температуры.

Наблюдательные проявления белых карликов ярко видны в составе тес­

ной двойной системы, где под действием приливных сил вещество перетекает

со звезды-компаньона, что приводит к увеличению массы белого карлика. При

приближении к чандрасекаровскому пределу возникает термоядерное горение,

приводящее к взрыву. Такие системы называеются взрывными или катаклиз­

мическими переменными. Одиночные удалённые белые карлики наблюдать до­

статочно трудно из-за их малой светимости 𝐿𝑤𝑑 ∼ 10−3𝐿⊙ [5].

Наблюдательные проявления нейтронных звезд многообразны. Раньше всех,

в 60-х годах прошлого века, были обнаружены классические радиопульсары и

аккрецирующие нейтронные звезды в тесных двойных системах. Если в тесной

двойной системе у нейтронной звезды магнитное поле > 1010 Гс – наблюда­

ется феномен рентгеновского пульсара. Если магнитное поле на НЗ меньше

1010 Гс перетекшее вещество накапливается и, при превышении некоторого кри­

тического значения плотности и температуры, на поверхности НЗ происходит

термоядерный взрыв. Такие взрывы наблюдаются в виде вспыхивающих рент­

геновских источников или барстеров [6].

Позднее были открыты различные типы одиночных нейтронных звёзд, та­

кие как: мягкие гамма повторители (SGR), аномальные рентгеновские пульса­

ры (AXPs), центральные компактные объекты в остатках сверхновых (CCOs in

SNRs), вращающиеся радио транзиенты (RRATs) и рентгеновские одиночные

нейтронные звёзды XDINS, у последних есть ещё и неформальное название -

Великолепная семёрка (Magnificent Seven - M7)[7, 8, 9].
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Первый объект из Великолепной семерки, RXJ1856-3754 был открыт 1996

году [10]. В дальнейшем были открыты: RX J1605.3+3249, RBS1223,

RX J0806.4-4132, RX J0720.4-3125, RX J0420.0-5022, 1RXS J214303.7+065419

[11]. Эти звёзды расположены недалеко друг от друга, на расстоянии несколь­

ких сотен парсек, их возраст составляет несколько сотен тысяч лет, они излу­

чают в мягком рентгеновском диапазоне спектра из-за остывания их поверх­

ности и являются радио-тихими. Среди всех нейтронных звёзд с тепловым из­

лучением только M7 обладают чистым чёрнотельным спектром, без добавле­

ния излучения от аккреционного диска, окружающей туманности или остатка

сверхновой[12, 13]. Все объекты из XDINS были обнаружены спутником ROSAT

и, несмотря на усиленные поиски, с 2001 года не было обнаружено новых кан­

дидатов. Но в 2011 году, по данным наблюдений телескопа Chandra, был обна­

ружен объект PSR J0726-2612, который подходил по параметрам для XDINS,

и позднее, данные с XMM-Newton показали, что пульсар не только является

XDINS, но еще и обладает радиозлучением.[14]

Наблюдения теплового излучения от поверхности нейтронной звезды крайне

важны, они могут предоставить информацию о массе и радиусе звезды, что

необходимо для определения уравнения состояния её материи, химическом со­

ставе внешней оболочки, распределении температуры по поверхности и конфи­

гурации магнитного поля [15]. Анализ теплового излучения M7 в рентгенов­

ском диапазоне указывает на периодические изменения [16], причиной которых

является анизотропное распределение температуры по поверхности звезды. В

широкой области от оптического до рентгеновского диапазона спектр излуче­

ния таких НЗ не может быть представлен как спектр излучения с поверхно­

сти с одной температурой. Анизотропия температуры встречается в областях

с низкой и средней плотностью, таких как твердая кора, где сложная геомет­

рия магнитного поля могла вызвать магнитотепловую эволюцию. В некоторых

предельных случаях при достаточно сильном магнитном поле анизотропия мо­
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жет существовать в плохо изученной внутренней области, где за отток энергии

отвечают также процессы с участием нейтрино [17].

Для того, чтобы описать тепловое излучение и понять процессы влияющие

на распределение заряда и тепла по поверхности нейтронной звезды необходи­

мо знать свойства переноса в её веществе. В зависимости от состояния вещества

внутри НЗ выделяются четыре основные зоны: внешняя и внутренняя кора, и

внешнее и внутреннее ядро [18]. Ширина внешней коры 300− 600 м, плотность

𝜌 < 𝜌𝑛𝑑 = 4 * 1011 г/см3. Величина 𝜌𝑛𝑑 соответствует плотности, при кото­

рой в равновесии появляются свободные нейтроны. Внешняя кора состоит из

приповерхностного слоя невырожденных электронов, которые становятся вы­

рожденными при продвижении глубже к центру звезды, и ионов. Ионы обычно

рассматриваются как невырожденные. Они могут находиться в газообразном

состоянии, могут формировать кулоновскую жидкость или кулоновский кри­

сталл [19]. Кристаллическая структура кулоновских кристаллов отличается от

кристаллов, которые находятся на Земле. В земных кристаллах главный вклад

в упругость вносит взаимодействие между ионами и атомами, вклад свободных

электронов в давление существенно меньше. В коре нейтронной звезды упру­

гость электронов в сотню раз превосходит упругость кристаллической решетки.

Прочность решетки такого кристалла мала, и она легко ломается при внешнем

воздействии[20].

Внутренняя кора, с толщиной от 500 до 800 метров от поверхности, гле

плотность вещества лежит в диапазоне 𝜌𝑛𝑑 ≤ 𝜌 ≤ 0.5𝜌0, где 𝜌0 = 2.8*1014 г/см3

- это ядерная плотность. Во внутренней коре электроны находятся в состоя­

нии ультрарелятивистского вырожденного газа, ядра обогащены нейтронами.

Свободные нейтроны образуют сильно вырожденную Ферми-жидкость.

Во внешнем ядре плотность вещества лежит в диапазоне от половины

до двух 𝜌0, предполагается, что оно представляет собой однородную материю

из сильно вырожденных протонов, нейтронов, электронов. Нуклоны образуют
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неидеальные ферми-жидности, а электроны - идеальные ферми-газы. В массив­

ных нейтронных звёздах может быть и внутреннее ядро, в котором предпола­

гается плотность от двух до двадцати 𝜌0. Состав внутреннего ядра достоверно

не известен. [18]

Данная диссертационная работа посвящена расчёту кинетических коэффи­

циентов в произвольно вырожденном, замагниченном, плотном веществе, кото­

рое входит в состав внешней и внутренней коры нейтронной звезды, а так же

центральных слоёв белых карликов. Потоки тепла и плотности токов в оболоч­

ке нейтронных звёзд определяются коэффициентами теплопроводности, термо­

диффузии, диффузии и диффузионного термоэффекта. Теплопроводность — ос­

новная величина, необходимая для вычисления взаимосвязи между внутренней

температурой нейтронной звезды и эффективной температурой на ее поверхно­

сти. Связь между этими величинами влияет на тепловую эволюцию нейтрон­

ной звезды и ее радиационные спектры. Диффузия необходима для вычисления

распределения токов, что позволит исследовать геометрию магнитного поля на

поверхности звезды и, возможно, глубже в коре.

Классические методы кинетической теории газов были разработаны Макс­

веллом, Больцманом, Гильбертом, Энскогом и Чепменом. Эти методы пред­

ставлены в монографии Чепмена и Каулинга [21]. Они основаны на решении

уравнения Больцмана методом последовательных приближений. В качестве ну­

левого приближения берется термодинамически равновесная функция распре­

деления: для невырожденного газа — распределение Максвелла, для случая,

когда вырождение важно, — распределение Ферми–Дирака. Равновесная функ­

ция распределения не дает точное решение уравнения Больцмана при наличии

неоднородности. Согласно методам, предложенным в [21], необходимо искать

решение уравнения Больцмана в первом приближении как разложение по по­

линомам Сонина (Лагерра), которое справедливо для невырожденного газа.

Чтобы учесть вырождение, используется система ортогональных функций, ко­
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торые являются обобщением полиномов Сонина, предложенная в [22, 23, 24],

см. также [25]. Обычно для вычисления теплопроводности берутся первые два

члена разложения. В [26] было показано, что такое приближение дает суще­

ственные погрешности для коэффициента теплопроводности, которые становят­

ся намного меньше, когда используется разложение до третьей степени полино­

ма. Первое применение уравнения Больцмана к газу из заряженных частиц

было сделано Чепменом [21]. Из-за расходимости интеграла столкновений при

больших прицельных параметрах для частиц с кулоновским взаимодействием

в качестве верхнего предела интегрирования по прицельному параметру было

взято среднее расстояние между частицами. Таким образом, были получены

коэффициенты вязкости, теплопроводности и диффузии для газов, состоящих

из заряженных частиц. Расхождение интеграла столкновений для кулоновского

взаимодействия при больших прицельных параметрах показывает, что рассея­

ние частиц с большим прицельным параметром и малым изменением импульса

при единичном столкновении играет более важную роль, чем столкновения с

большим изменением импульса. Ландау использовал этот факт для упрощения

интеграла столкновений Больцмана [27]. Он выполнил разложение функции

распределения после столкновения при малых изменениях импульса и оставил

первые два члена разложения. Полученный таким образом интеграл называ­

ют интегралом столкновений Ландау. Другой вывод интеграла столкновений

Ландау был сделан Чандрасекаром [28], который использовал аналогию с бро­

уновским движением, которое описывается уравнением Фоккера–Планка. Ко­

эффициенты теплопроводности, электропроводности, термодиффузии и диф­

фузионного термоэффекта для полностью ионизованного газа без магнитного

поля были численно получены в работах [29, 30]. Кинетические коэффициенты

для невырожденной плазмы при наличии и отсутствии магнитного поля были

вычислены в [31, 32, 33] с использованием метода разложения Чепмена–Энскога

с интегралом столкновений в больцмановском виде. В случае отсутствия маг­
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нитного поля результаты [31, 32, 33] совпадают с результатами [29, 30], так как

столкновительные члены в виде Больцмана и Фоккера-Планка для кулонов­

ского взаимодействия эквивалентны. Идентичность интегралов столкновений

Ландау и Фоккера–Планка показана в [34], см. также [35].

Уравнение Больцмана можно решать методом Грэда, который также на­

зывают методом моментов [36]. Свойства переноса в полностью ионизованной

плазме методом Грэда были исследованы в работах Самохина [37, 38, 39]. В

методе Грэда функцию распределения можно представить в таком виде, что за­

висимость от времени и координат будет проявляться через соответствующую

зависимость моментов скоростей частиц, это достигается с помощью разложе­

ния функции распределения в ряд по полиномам Эрмита-Чебышева. Отличие

метода Грэда от метода Чепмена-Энскога состоит в том, что такие моменты

скоростей, как тензор вязких напряжений, тепловой поток и т. д. рассматри­

ваются не как вспомогательные переменные, выражения которых необходимо

знать для получения уравнений гидродинамики, а как вполне самостоятельные

переменные, характеризующие движение газа [40].

Брагинский [41] вычислил кинетические коэффициенты для невырожден­

ной плазмы в магнитном поле, состоящей из электронов и одного сорта положи­

тельно заряженных ионов, используя кинетические уравнения, нормированные

на средние скорости, различные для ионов и электронов. Использовался инте­

грал столкновений Ландау и учитывались два полинома в разложении. Такой

же подход использовался в [42, 43], где представлены вычисления кинетиче­

ских коэффициентов для полностью ионизированной плазмы со сложным со­

ставом. Кинетические коэффициенты для полностью ионизированной плазмы

в магнитном поле были получены прямым численным расчетом уравнения Фок­

кера–Планка в [44]. Электропроводность высокотемпературной плазмы в одно­

родном магнитном поле, состоящей из электронов и положительно заряженных

ионов, была рассчитана в работе [45] методом Чепмена-Энскога с использова­
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нием разложения по полиномам Сонина до 50-го члена.

Компоненты тензора теплопроводности для вырожденных звездных ядер

были вычислены в приближении Лоренца для водородной плазмы в [46]. В [47]

представлены нерелятивистские вычисления на основе квантового уравнение пе­

реноса Ленарда–Балеску для теплопрводоности и электрической проводимости

плазмы с сильно вырожденными, слабо связанными электронами и невырож­

денными, слабо связанными ионами.

Проводимость электронов в нейтронных звёздах и белых карликах при

наличии магнитного поля была исследована в [48, 49]. Отношение между элек­

тропроводностью и теплопроводностью вдоль и поперек силовой линии магнит­

ного поля, рассмотренное в этих работах, было получено феноменологически,

с использованием теории свободного пробега.

Выражения для описания влияния магнитного поля на теплопроводность

и электропроводность электронов в виде, использованном в статьях [48, 49],

применялись и в последующих работах (см. [50, 51]).

В диссертационной работе показано, что кинетические коэффициенты про­

извольно вырожденных электронов в магнитном поле, полученные из решения

уравнения Больцмана существенно точнее учитывают влияние магнитного поля

на проводимость электронов в вырожденных звёздах. Новые коэффициенты пе­

реноса могут использоваться для моделирования распределения температуры и

заряда, геометрии магнитного поля в белых карликах, на поверхности и в коре

замагниченных нейтронных звёзд, описания поведения плазмы, получаемой и

ускоряемой в лабораторных условиях.

Учитывая недавнее обнаружение нового объекта, похожего по свойствам

на XDINS [14], и перспективы открытия большего числа подобных звёзд, вычис­

ление точных значений кинетических коэффициентов в материи коры замагни­

ченной одиночной нейтронной звезды представляется актуальным.

Цель диссертационной работы
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состоит в нахождении кинетических коэффициентов произвольно вырож­

денных электронов в замагниченном плотном веществе. Для достижения по­

ставленной цели были решены следующие задачи:

∙ Решение уравнения Больцмана методом Чепмена-Энскога с использова­

нием разложения по трем полиномам, обобщающим полиномы Сонина,

для произвольно вырожденных электронов в магнитном поле. Расчёты

коэффициентов тензоров теплопроводности, термодиффузии, диффузии

и диффузионного термоэффекта для приближения невырожденных элек­

тронов выполнены в явном виде.

∙ Решение уравнения Больцмана в приближении Лоренца для сильно вы­

рожденных электронов в магнитном поле и получение в явном виде ком­

понент тензоров теплопроводности, термодиффузии, диффузии и диф­

фузионного термоэффекта.

Научная новизна

Результаты, полученные впервые:

1. Получены аналитические выражения для четырёх тензоров кинетиче­

ских коэффициентов из решения уравнения Больцмана методом Чепмена-Энско­

га в 3-полиномиальном приближении с учетом электрон-электронных столкно­

вений для случая невырожденных электронов в магнитном поле. Учёт третьей

степени полинома улучшил точность результатов.

2. Для сильно вырожденных электронов впервые получены асимптотиче­

ски точные аналитическое выражения для тензора теплопроводности, термо­

диффузии, диффузии и диффузионного термоэффекта в приближении Лорен­

ца с учётом магнитного поля. Это решение имеет значительно более сложную

зависимость от магнитного поля, чем зависимости в предыдущих публикациях.

3. Для частного случая частичного вырождения при 𝜖𝑓/𝑘𝑇 = 1.011 полу­

чены аналитические выражения для кинетических коэффициентов при отсут­
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ствии магнитного поля из решения уравнения Больцмана в 3-х полиномиальном

приближении. Показано, что сходимость полиномиального приближения к точ­

ному значению происходит медленнее, чем для невырожденных электронов.

Научная и Практическая значимость

Основные результаты диссертационной работы, определяющие её практи­

ческую и научную значимость, опубликованы в авторитетных научных издани­

ях. Проведенные расчёты коэффициентов переноса позволяют оценить влияние

магнитного поля на перенос тепла и заряда в плотных областях нейтронных

звезд и белых карликов. Основные результаты были использованы при постое­

нии трёхмерных моделей распределения температуры и заряда по поверхности

замагниченной нейтронной звезды и для интерпретации наблюдательных дан­

ных [52]. Полученные выражения также могут быть использованы для описа­

ния коэффициентов переноса в других замагниченных объектах, содержащих

свободные произвольно вырожденные электроны.

На защиту выносятся следующие основные результаты и поло­

жения:

1. Получены компоненты тензоров теплопроводности, диффузии, диффу­

зионного термоэффекта и термодиффузии произвольно вырожденных электро­

нов в магнитном поле на основе решения уравнения Больцмана.

2. Получено решение уравнения Больцмана в приближении Лоренца для

плазмы в магнитном поле с сильно вырожденными нерелятивистскими электро­

нами и невырожденными ядрами. Это приближение, в котором пренебрегает­

ся электрон-электронными столкновениями, является асимптотически точным

для плазмы с сильно вырожденными электронами. В приближении Лоренца вы­

числены компоненты четырёх тензоров кинетических коэффициентов в некван­

тующем магнитном поле.

3. Методом Чепмена–Энскога получено решение уравнения Больцмана для

плазмы в магнитном поле с произвольным вырождением электронов и невы­
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рожденными ядрами с использованием разложения по первым трём обобщен­

ным полиномам Сонина. Для невырожденных электронов впервые получено

аналитическое выражение для четырёх тензоров кинетических коэффициентов

в присутствии магнитного поля в 3-полиномиальном приближении с учетом

электрон-электронных столкновений.

4. Исследовано влияние вырождения на сходимость 3-полиномиального ре­

шения к точному. Показано на примере приближения Лоренца, что точность

приближения рядом ортогональных функций, обобщающих полиномы Сонина,

уменьшается с увеличением степени вырождения.

5. Показано, что кинетические коэффициенты, полученные из решения

уравнения Больцмана точнее учитывают влияние магнитного поля на прово­

димость произвольно вырожденных электронов, чем приближенные коэффи­

циенты, полученные феноменологически, с использованием теории свободного

пробега. Влияние магнитного поля оказывается более сильным и имеет более

сложный характер.

Апробация работы

Основные результаты диссертации были представлены в качестве устных

и стендовых докладов на следующих международных конференциях:

- "Physics of Neutron Stars - 2011" (Санкт-Петербург, 2011 г.)

- "Thirteenth Marcel Grossmann Meeting - MG13" (Стокгольм, Швеция, 2012

г.)

- "Supernovae and Gamma-Ray Bursts in Kyoto, 2013" (Киото, Япония, 2013 г.)

- "40th COSPAR Scientific Assembly" (Москва, 2014 г.)

- "Fourteenth Marcel Grossmann Meeting - MG14" (Рим, Италия, 2015 г.)

- "European Week of Astronomy and Space Science - EWASS 2017" (Прага, Че­

хия, 2017 г.)

- "Physics of Neutron Stars - 2017" (Санкт-Петербург, 2017 г.)

- "High-Energy Phenomena in Relativistic Outflows VI" (Москва, 2017 г.)
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- "28-th Plasma Physics Conference" (Прага, Чехия, 2018 г.)

- "Fifteenth Marcel Grossmann Meeting - MG15" (Рим, Италия, 2018 г.)

- "Hight-Energy Phenomena in Relativistic Outflows VII" (Барселона, Испания,

2019 г.)

всероссийских:

на конференциях Института Космических Исследований:

- "Конференция молодых ученых" (Москва, 2013, 2017 г.)

на астрофизических семинарах:

- "Магнитоплазменные процессы в релятивистской астрофизике" (Таруса, 2012,

2013, 2014, 2015, 2016, 2019 г.)

- Физического института РАН (Москва, 2018 г.)

Достоверность представленных результатов

Достоверность представленных в диссертационной работе результатов вы­

числений обеспечивается применением хорошо обоснованных классических ме­

тодов кинетической теории газов, сравнением полученных результатов с резуль­

татами предшествующих работ по данной тематике и обсуждением на конфе­

ренциях и семинарах. Основные результаты опубликованы в рецензируемых

журналах, рекомендованных ВАК.

Личный вклад автора

Содержание диссертации и основные положения, выносимые на защиту,

отражают персональный вклад автора в опубликованные работы. Подготовка

к публикации полученных результатов проводилась совместно с соавторами.

Все представленные в диссертации результаты получены автором в результате

совместных исследований. Результаты, выносимые на защиту, согласованы с

соавторами.

Структура и объем диссертации

Диссертация состоит из введения, 5 глав, заключения и библиографии.

Общий объем диссертации 115 страниц, из них 109 страниц текста, включая 13
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рисунков. Библиография включает 81 наименование на 6 страницах.
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Глава 1

Уравнение Больцмана и уравнения переноса

1.1. Уравнение Больцмана и уравнения переноса для

произвольно вырожденных электронов

Для расчёта кинетических коэффициентов использовано уравнение Больц­

мана для произвольно вырожденных, нерелятивистских электронов в магнит­

ном поле. Рассматривается электронный газ в кристаллической решетке из тя­

желых ядер с учётом взаимодействия электронов с невырожденными ядрами и

друг с другом. Ядерная составляющая материи в коре находится в кристалличе­

ском состоянии, поэтому изотропная часть функции распределения 𝑓𝑁0 может

отличаться от распределения Максвелла. Если масса ядра 𝑚𝑁 намного больше

массы электрона 𝑚𝑒, то для членов ∼ 𝑚𝑒/𝑚𝑁 детали функции распределения

𝑓𝑁0 неважны и вычисления могут быть сделаны для произвольной 𝑓𝑁0.

Уравнение Больцмана, описывающее изменение функции распределения

электронов 𝑓 с течением времени в присутствии электрического и магнитного

полей, записывается как [33]

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ 𝑐𝑖

𝜕𝑓

𝜕𝑟𝑖
− 𝑒

𝑚𝑒
(𝐸𝑖 +

1

𝑐
𝜀𝑖𝑘𝑙𝑐𝑘𝐵𝑙)

𝜕𝑓

𝜕𝑐𝑖
+ 𝐽 = 0. (1.1)

Здесь (−𝑒),𝑚𝑒 — заряд (отрицательный) и масса электрона, 𝐸𝑖, 𝐵𝑖 — напряжен­

ность электрического поля и магнитная индукция, 𝜀𝑖𝑘𝑙 полностью антисиммет­

ричный тензор Леви–Чивиты, 𝑐 — скорость света. Интеграл столкновений 𝐽 для

произвольного вырождения электронов, согласно [21, 22, 23, 24], записывается
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в форме

𝐽 = 𝐽𝑒𝑒 + 𝐽𝑒𝑁 = 𝑅

∫
[𝑓

′
𝑓

′

1(1− 𝑓)(1− 𝑓1)− 𝑓𝑓1(1− 𝑓
′
)(1− 𝑓

′

1)]𝑔𝑒𝑒𝑏 𝑑𝑏 𝑑𝜀𝑑𝑐1𝑖

+

∫
[𝑓

′
𝑓

′

𝑁(1− 𝑓)− 𝑓𝑓𝑁(1− 𝑓
′
)]𝑔𝑒𝑁𝑏 𝑑𝑏 𝑑𝜀𝑑𝑐𝑁𝑖.

(1.2)

Здесь прицельный параметр 𝑏 и 𝜀 — геометрические параметры столкновения

частиц с относительными скоростями 𝑔𝑒𝑒, 𝑔𝑒𝑁 , 𝑅 = 2𝑚3
𝑒

ℎ3 . Интегрирование

в электронной части интеграла столкновений в (1.2) производится по фазо­

вому пространству налетающих частиц (𝑑𝑐1𝑖) и их физическому пространству

(𝑏 𝑑𝑏 𝑑𝜀) [21]. Функции со скоростями после столкновения отмечены штрихами.

Уравнение Больцмана для электронов с интегралом парных столкновений

(1.2) может применяться, когда электронный газ считается почти идеальным,

т. е. кинетическая энергия электронов много больше, чем энергия электростати­

ческих взаимодействий. Это справедливо для плазмы достаточно малой плотно­

сти. В нейтронных звездах и белых карликах условие противоположное: плазма

имеет очень большую плотность, при которой важно учитывать вырождение

электронов. Из статистической физики известно, что газ из сильно вырожден­

ных электронов становится идеальным, поскольку большие значения энергии

Ферми при этом заменяют тепловую энергию [53]. Поэтому расчёты, выполнен­

ные здесь, справедливы для плазмы низкой плотности, а также для плазмы

с высокой плотностью и вырожденными электронами. Детальное обсуждение

применимости интеграла парных столкновений (1.2) и его модификаций для

невырожденных газов высокой плотности можно найти в [21].

Введем тепловую скорость электронов 𝑣𝑖 = 𝑐𝑖 − 𝑐0𝑖, где 𝑐0𝑖 является сред­

ней массовой скоростью. Уравнение Больцмана относительно тепловой скоро­

сти можно записать в форме [33]:

𝑑𝑓

𝑑𝑡
+ 𝑣𝑖

𝜕𝑓

𝜕𝑟𝑖
−
[︂
𝑒

𝑚𝑒
(𝐸𝑖 +

1

𝑐
𝜀𝑖𝑘𝑙𝑣𝑘𝐵𝑙) +

𝑑𝑐0𝑖
𝑑𝑡

]︂
𝜕𝑓

𝜕𝑣𝑖
− 𝑒

𝑚𝑒𝑐
𝜀𝑖𝑘𝑙𝑣𝑘𝐵𝑙

𝜕𝑓

𝜕𝑣𝑖

− 𝜕𝑓

𝜕𝑣𝑖
𝑣𝑘
𝜕𝑐0𝑖
𝜕𝑟𝑘

+ 𝐽 = 0,

(1.3)
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где
𝑑

𝑑𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑐0𝑖

𝜕

𝜕𝑟𝑖
.

Уравнение переноса для концентрации электронов, в двухкомпонентной смеси

из электронов и ядер может быть получено обычным способом из уравнения

Больцмана в квазинейтральной плазме [21, 32, 33] как

𝑑𝑛𝑒

𝑑𝑡
+ 𝑛𝑒

𝜕𝑐0𝑖
𝜕𝑟𝑖

+
𝜕

𝜕𝑟𝑖
(𝑛𝑒⟨𝑣𝑖⟩) = 0, (1.4)

уравнение переноса импульса:

𝜌
𝑑𝑐0𝑖
dt

=
1

𝑐
𝜀ikl𝑗𝑘𝐵𝑙 −

𝜕Π𝑖𝑘

𝜕𝑟𝑘
, (1.5)

уравнение энергии:

3

2
𝑘𝑛𝑒

𝑑𝑇

𝑑𝑡
− 3

2
𝑘𝑇

𝜕

𝜕𝑟𝑖
(𝑛𝑒⟨𝑣𝑖⟩) +

𝜕𝑞𝑒𝑖
𝜕𝑟𝑖

+Π𝑒
𝑖𝑘

𝜕𝑐0𝑖
𝜕𝑟𝑘

=

= 𝑗𝑖(𝐸𝑖 +
1

𝑐
𝜀𝑖𝑘𝑙𝑐0𝑘𝐵𝑙)− 𝜌𝑒⟨𝑣𝑖⟩

𝑑𝑐0𝑖
𝑑𝑡

,

(1.6)

где

Π𝑖𝑘 =
∑︁
𝛼

𝑛𝛼𝑚𝛼⟨𝑣𝛼𝑖 𝑣𝛼𝑘 ⟩, Π𝑒
𝑖𝑘 = 𝑛𝛼𝑚𝛼⟨𝑣𝑖𝑣𝑘⟩, (1.7)

⟨𝑣𝛼𝑖⟩ =
𝑅

𝑛𝛼

∫
𝑓𝑣𝛼𝑖𝑑𝑐𝛼𝑖, 𝑛𝑒 = 𝑅

∫
𝑓𝑑𝑐𝑒𝑖, (1.8)

𝑐0𝑖 =
1

𝜌

∑︁
𝛼

𝜌𝛼⟨𝑐𝑎𝑖⟩, 𝑗𝑖 = −𝑛𝑒𝑒 ⟨𝑣𝑖⟩ , (1.9)

𝑞𝛼𝑖 =
1

2
𝑛𝛼𝑚𝛼⟨𝑣2𝛼𝑣𝛼𝑖⟩. (1.10)

Здесь суммирование производится по электронам и ядрам, Π𝑒
𝑖𝑘 = 𝑃𝑒𝛿𝑖𝑘, 𝑃𝑒 =

𝑛𝑒𝑚𝑒⟨𝑣2⟩/3, когда мы пренебрегаем электронной вязкостью, 𝑃𝑒 является элек­

тронным давлением; ⟨𝑣𝑖⟩ — средняя скорость электронов в сопутствующей си­

стеме, 𝑞𝑖 — тепловой поток электронов и 𝑗𝑖 — электрический ток электронов.
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Здесь и в дальнейшем рассмотрении мы полагаем среднюю массовую скорость

равной средней скорости ионов 𝑐0𝑖 = ⟨𝑐𝑁𝑖⟩, также мы рассматриваем электриче­

ский ток и тепловой поток только от электронов. В квазинейтральной плазме

концентрация электронов 𝑛𝑒 однозначно связана с плотностью 𝜌, определяемой

ядрами с параметрами ⟨𝐴,𝑍⟩, 𝑚𝑁 = 𝐴𝑚𝑝, 𝜌 = 𝑚𝑁𝑛𝑁 , 𝑛𝑒 =
𝑍𝜌
𝑚𝑁

.

Соотношения (1.4)-(1.6) являются системой гидродинамических уравне­

ний. Запишем уравнения Максвелла, с учетом того, что магнитная проницае­

мость плазмы и диэлектрическая проницаемость вакуума приравнены единице

[54]:

𝜖𝑖𝑘𝑙
𝜕𝐵𝑙

𝜕𝑥𝑘
=

4𝜋

𝑐
(𝑗𝑖 + 𝜌𝑒𝑐0𝑖) +

1

𝑐

𝜕𝐸𝑖

𝜕𝑡
, 𝜖𝑖𝑘𝑙

𝜕𝐸𝑙

𝜕𝑥𝑘
= −1

𝑐

𝜕𝐵𝑖

𝜕𝑡
, (1.11)

𝜕𝐸𝑖

𝜕𝑥𝑖
= 4𝜋𝑒𝑛𝑒,

𝜕𝐵𝑖

𝜕𝑥𝑖
= 0. (1.12)

1.2. Метод Чепмена-Энскога для решения уравнения

Больцмана

Уравнение Больцмана может быть решено методом последовательных при­

ближений Чепмена–Энскога [21]. Данный метод используется, когда функции

распределения близки к своим термодинамически равновесным значениям, а от­

клонения считаются линейными. Уравнение для второго порядка отклонений

от функции равновесного распределения было получено в [55] для простого га­

за, см. также [21]. Сложность этого уравнения, а также довольно узкая область,

где играют роль корреляции второго порядка, сильно ограничивают примене­

ние данного подхода.

Нулевое приближение для функции распределения вырожденных электро­

нов есть распределение Ферми–Дирака (для невырожденных - Максвелла), ко­

торое найдено путем приравнивания к нулю интеграла столкновений 𝐽𝑒𝑒 из
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(1.2):

𝑓0 =

[︂
1 + exp

(︂
𝑚𝑒𝑣

2 − 2𝜇

2kT

)︂]︂−1

𝑅

∫
𝑓0𝑑𝑣𝑖 = 𝑛𝑒. (1.13)

Здесь 𝜇 — химический потенциал электронов, 𝑘 — постоянная Больцмана,

𝑇 — температура. Функция распределения для ядер в нулевом приближении

𝑓𝑁0 предполагается изотропной по скоростям и зависящей от локальных термо­

динамических параметров; она может быть произвольной с нормировкой:

𝑛𝑁 =

∫
𝑓N0dc𝑁𝑖, (1.14)

где 𝑛𝑁 — концентрация ядер, 𝑛𝑒 = 𝑍𝑛𝑁 , 𝑍 — заряды ядер. Пользуясь (1.13)

в (1.4)–(1.10), мы получаем нулевое приближение для уравнения переноса. В

этом приближении ⟨𝑣𝑖⟩ = 0, 𝑞𝑖 = 0, Π𝑖𝑘 = (𝑃𝑒 + 𝑃𝑁)𝛿𝑖𝑘,

𝑛𝑒 = 2

(︂
2𝑘𝑇𝑚𝑒

ℎ2

)︂3/2

𝐺3/2(𝑥0),

𝑃𝑒 = 2kT

(︂
2𝑘𝑇𝑚𝑒

ℎ2

)︂3/2

𝐺5/2(𝑥0),

(1.15)

𝐺𝑛(𝑥0) =
1

Γ(𝑛)

∞∫
0

𝑥𝑛−1𝑑𝑥

1 + 𝑒𝑥𝑝(𝑥− 𝑥0)
, 𝑥0 =

𝜇

kT
, (1.16)

где 𝐺𝑛(𝑥0) интегралы Ферми. В дальнейшем вместо 𝐺𝑛(𝑥0) мы будем писать 𝐺𝑛,

поскольку аргумент не меняется. В первом приближении мы ищем функцию 𝑓

в виде:

𝑓 = 𝑓0[1 + 𝜒(1− 𝑓0)]. (1.17)

Предполагается, что функция распределения 𝑓𝑁0 удовлетворяет соотношению

1

𝑛𝑁

∫
𝑣𝑁𝑖𝑣𝑁𝑘𝑓𝑁0𝑑𝑐𝑁𝑖 = 𝛿𝑖𝑘

𝑘𝑇

𝑚𝑁
. (1.18)

Функция 𝜒 позволяет записать решение в форме:

𝜒 = −𝐴𝑖
𝜕 ln𝑇

𝜕𝑟𝑖
− 𝑛𝑒𝐷𝑖𝑑𝑖

𝐺5/2

𝐺3/2
, (1.19)
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где вектор диффузии записан в виде:

𝑑𝑖 =
𝜌𝑁
𝜌

𝜕 ln𝑃𝑒

𝜕𝑟𝑖
− 𝜌𝑒

𝑃𝑒

1

𝜌

𝜕𝑃𝑁

𝜕𝑟𝑖
+

𝑒𝑛𝑒

𝑃𝑒
(𝐸𝑖 +

1

𝑐
𝜀𝑖𝑘𝑙𝑐0𝑘𝐵𝑙). (1.20)

Плазма предполагается квазинейтральной с нулевой плотностью заряда. Функ­

ции 𝐴𝑖 и 𝐷𝑖 определяют перенос тепла и диффузию соответственно. Для диф­

фузии электронов гравитационная сила не важна, поэтому член отвечающий за

гравитационную силу в (1.20) не выписан, но для диффузии ядер и нуклонов

он может играть основную роль, см. [56]. Подставляя (1.19) в уравнение для

𝜒, получаем уравнения для 𝐴𝑖, 𝐷𝑖 [21]. В работах [33] было показано, что в

присутствии магнитного поля 𝐵𝑖, полярные векторы 𝐴𝑖 и 𝐷𝑖 можно искать в

виде:
𝐴𝑖 = 𝐴(1)𝑣𝑖 + 𝐴(2)𝜀𝑖𝑗𝑘𝑣𝑗𝐵𝑘 + 𝐴(3)𝐵𝑖(𝑣𝑗𝐵𝑗),

𝐷𝑖 = 𝐷(1)𝑣𝑖 +𝐷(2)𝜀𝑖𝑗𝑘𝑣𝑗𝐵𝑘 +𝐷(3)𝐵𝑖(𝑣𝑗𝐵𝑗),
(1.21)

где 𝑣𝑖, 𝜖𝑖𝑗𝑘𝑣𝑗𝐵𝑘, 𝐵𝑖(𝑣𝑗𝐵𝑗) - три линейно независимых полярных вектора и 𝐴(𝛼),

𝐷(𝛼), 𝛼 = 1, 2, 3 - являются функциями скаляров 𝑣2 и 𝐵2. Вводя функции

𝜉𝐴 = 𝐴(1) + 𝑖𝐵𝐴(2), 𝜉𝐷 = 𝐷(1) + 𝑖𝐵𝐷(2) (1.22)

и безразмерную скорость 𝑢𝑖 =
√︀

𝑚𝑒/(2𝑘𝑇 )𝑣𝑖, мы получаем, опуская малые по

сравнению с единицей члены 𝑚𝑒/𝑚𝑁 , уравнения для 𝜉𝐴 и 𝜉𝐷 в виде:

𝑓0(1− 𝑓0)(𝑢
2 −

5𝐺5/2

2𝐺3/2
)𝑢𝑖 = −𝑖𝐵𝑓0(1− 𝑓0)

𝑒𝜉𝐴
𝑚𝑒𝑐

𝑢𝑖 + 𝐼𝑒𝑒(𝜉𝐴𝑢𝑖) + 𝐼𝑒𝑁(𝜉𝐴𝑁𝑖𝑢𝑁𝑖),

(1.23)

1

𝑛𝑒
𝑓0(1− 𝑓0)𝑢𝑖 = −𝑖𝐵𝑓0(1− 𝑓0)

𝑒𝜉𝐷
𝑚𝑒𝑐

𝑢𝑖 + 𝐼𝑒𝑒(𝜉𝐷𝑢𝑖) + 𝐼𝑒𝐼(𝜉𝐷𝑁𝑖𝑢𝑁𝑖), (1.24)

где

𝐼𝑒𝑒(𝜉𝑘𝑢𝑖) = 𝑅

∫
𝑓0𝑓01(1− 𝑓

′

0)(1− 𝑓
′

01)(𝜉𝑘𝑢𝑖 + 𝜉𝑘1𝑢1𝑖 − 𝜉
′

𝑘𝑢
′

𝑖 − 𝜉
′

𝑘1𝑢
′

1𝑖)𝑔𝑒𝑒𝑏𝑑𝑏𝑑𝜀𝑑𝑐1𝑖,

𝐼𝑒𝑁(𝜉𝑘𝑢𝑁𝑖) =

∫
𝑓0𝑓𝑁0(1− 𝑓

′

0)(𝜉𝑘𝑢𝑖 − 𝜉
′

𝑘𝑢
′

𝑖)𝑔𝑒𝑁𝑏𝑑𝑏𝑑𝜀𝑑𝑐𝑁𝑖 𝑘 = 𝐴,𝐷.
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Согласно [21], решение для функций 𝜉𝐴 и 𝜉𝐷 находим в форме ряда орто­

гональных полиномов. Полиномы Сонина, которые использовались в классиче­

ской работе [21], являются коэффициентами разложения функции

(1− 𝑠)−
3
2−1 exp[𝑥𝑠/(1− 𝑠)] по степеням 𝑠:

(1− 𝑠)−
3
2−1 exp

(︂
𝑥𝑠

1− 𝑠

)︂
= Σ𝑆

(𝑝)
3/2(𝑥)𝑠

𝑝. (1.25)

Полиномы Сонина ортогональны

∞∫
0

𝑒−𝑥𝑆
(𝑝)
3/2(𝑥)𝑆

(𝑞)
3/2(𝑥)𝑥

3/2𝑑𝑥 =
Γ(𝑝+ 5

2)

𝑝!
𝛿𝑝𝑞, (1.26)

и

𝑆
(0)
3/2(𝑥) = 1, 𝑆

(1)
3/2(𝑥) =

5

2
− 𝑥, 𝑆

(2)
3/2(𝑥) =

35

8
− 7

2
𝑥+

1

2
𝑥2. (1.27)

Для вырожденного случая следует искать решение (1.23), (1.24) в ви­

де разложения по полиномам 𝑄𝑛, которые являются ортогональными с весом

𝑓0(1− 𝑓0)𝑥
3/2, аналогично полиномам Сонина [25]:

𝑄0(𝑥) = 1, 𝑄1(𝑥) =
5𝐺5/2

2𝐺3/2
− 𝑥,

𝑄2(𝑥) =
35

8

𝐺7/2

𝐺3/2
−

7𝐺7/2

2𝐺5/2
𝑥+

1

2
𝑥2, 𝑥 = 𝑢2.

(1.28)

Ненулевые интегралы от произведений этих полиномов с соответствующей ве­
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совой функцией:

∞∫
0

𝑓0(1− 𝑓0)𝑥
3/2𝑄2

0(𝑥)𝑑𝑥 =
3

2
Γ(3/2)𝐺3/2(𝑥0),

∞∫
0

𝑓0(1− 𝑓0)𝑥
3/2𝑄2

1(𝑥)𝑑𝑥 =
15

4
Γ(3/2)𝐺3/2(𝑥0)

(︃
7

2

𝐺7/2

𝐺5/2
− 5

2

𝐺2
5/2

𝐺2
3/2

)︃
,

∞∫
0

𝑓0(1− 𝑓0)𝑥
3/2𝑄2

2(𝑥)𝑑𝑥 =
105

16
Γ(3/2)𝐺3/2(𝑥0)

(︃
−35

8

𝐺2
7/2

𝐺2
3/2

+
49

2

𝐺3
7/2

𝐺2
5/2𝐺3/2

−63

2

𝐺9/2𝐺7/2

𝐺5/2𝐺3/2
+

99

8

𝐺11/2

𝐺2
3/2

)︃
.

(1.29)

Мы ищем 𝜉 и 𝐴3 в виде

𝜉𝐴 = 𝑎0𝑄0 + 𝑎1𝑄1 + 𝑎2𝑄2, 𝐴(3) = 𝑐0𝑄0 + 𝑐1𝑄1 + 𝑐2𝑄2,

𝜉𝐷 = 𝑑0𝑄0 + 𝑑1𝑄1 + 𝑑2𝑄2, 𝐷(3) = 𝑧0𝑄0 + 𝑧1𝑄1 + 𝑧2𝑄2.
(1.30)

Подставив (1.17) в (1.10) и (1.8), учитывая выражения (1.30), (1.22), (1.19),

(1.28) и проинтегрировав по 𝑑𝑐𝑖, получим выражения для средней диффузион­

ной скорости и потока тепла в общем виде:

⟨𝑣𝛼𝑖⟩ = − 𝑘

𝑚𝑒
[𝑎0𝛿𝑖𝑗 − 𝜖𝑖𝑗𝑘𝐵𝑘𝑏0 +𝐵𝑖𝐵𝑗𝑐0]

𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑗
(1.31)

− [𝑑0𝛿𝑖𝑗 − 𝜖𝑖𝑗𝑘𝐵𝑘𝑒0 +𝐵𝑖𝐵𝑗𝑧0]
𝐺5/2

𝐺3/2
𝑛𝑒𝑑𝑗,

𝑞𝑖 = −5

2

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒

𝐺5/2

𝐺3/2

{︂[︂
𝑎10 −

(︂
7

2

𝐺7/2

𝐺5/2
− 5

2

𝐺5/2

𝐺3/2

)︂
𝑎11

]︂
𝛿𝑖𝑗

−𝜀𝑖𝑗𝑘𝐵𝑘

[︂
𝑏10 −

(︂
7

2

𝐺7/2

𝐺5/2
− 5

2

𝐺5/2

𝐺3/2

)︂
𝑏11

]︂
+𝐵𝑖𝐵𝑗

[︂
𝑐10 −

(︂
7

2

𝐺7/2

𝐺5/2
− 5

2

𝐺5/2

𝐺3/2

)︂
𝑐11

]︂}︂
𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑗

−5

2

𝑘2𝑇 2𝑛2
𝑒

𝑚𝑒

𝐺5/2

𝐺3/2

{︂[︂
𝑑10 −

(︂
7

2

𝐺7/2

𝐺5/2
− 5

2

𝐺5/2

𝐺3/2

)︂
𝑑11

]︂
𝛿𝑖𝑗 (1.32)



25

−𝜀𝑖𝑗𝑘𝐵𝑘

[︂
𝑒10 −

(︂
7

2

𝐺7/2

𝐺5/2
− 5

2

𝐺5/2

𝐺3/2

)︂
𝑒11

]︂
+𝐵𝑖𝐵𝑗

[︂
𝑧10 −

(︂
7

2

𝐺7/2

𝐺5/2
− 5

2

𝐺5/2

𝐺3/2

)︂
𝑧11

]︂}︂
𝐺5/2

𝐺3/2
𝑑𝑗

Умножая (1.23) и (1.24) на 𝑅𝑄0(𝑥)𝑢𝑖, 𝑅𝑄1(𝑥)𝑢𝑖 и 𝑅𝑄2(𝑥)𝑢𝑖 и интегрируя

относительно 𝑑𝑐𝑖, мы получаем систему уравнений для нахождения 𝑎0 и 𝑎1 из

(1.31), (1.32) в форме:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 = −3

2
𝑖𝜔𝑛𝑒𝑎0 + 𝑎0(𝑎00 + 𝑏00) + 𝑎1(𝑎01 + 𝑏01) + 𝑎2(𝑎02 + 𝑏02),

−15

4
𝑛𝑒

(︃
7𝐺7/2

2𝐺3/2
−

5𝐺2
5/2

2𝐺2
3/2

)︃
= −15

4

(︃
7𝐺7/2

2𝐺3/2
−

5𝐺2
5/2

2𝐺2
3/2

)︃
𝑖𝜔𝑛𝑒𝑎1 + 𝑎0(𝑎10 + 𝑏10)

+𝑎1(𝑎11 + 𝑏11) + 𝑎2(𝑎12 + 𝑏12),

0 = −105

16

(︃
−35

8

𝐺2
7/2

𝐺2
3/2

+
49

2

𝐺2
7/2

𝐺2
5/2

𝐺7/2

𝐺3/2
− 63

2

𝐺9/2𝐺7/2

𝐺5/2𝐺3/2
+

99

8

𝐺11/2

𝐺3/2

)︃
𝑖𝜔𝑛𝑒𝑎2

+𝑎0(𝑎20 + 𝑏20) + 𝑎1(𝑎21 + 𝑏21) + 𝑎2(𝑎22 + 𝑏22).

(1.33)

и для нахождения 𝑑0 и 𝑑1 из (1.31), (1.32):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−3

2
= −3

2
𝑖𝜔𝑛𝑒𝑑0 + 𝑑0(𝑎00 + 𝑏00) + 𝑑1(𝑎01 + 𝑏01) + 𝑑2(𝑎02 + 𝑏02),

0 = −15

4

(︃
7𝐺7/2

2𝐺3/2
−

5𝐺2
5/2

2𝐺2
3/2

)︃
𝑖𝜔𝑛𝑒𝑑1 + 𝑑0(𝑎10 + 𝑏10) + 𝑑1(𝑎11 + 𝑏11)

+𝑑2(𝑎12 + 𝑏12),

0 = −105

16

(︃
−35

8

𝐺2
7/2

𝐺2
3/2

+
49

2

𝐺2
7/2

𝐺2
5/2

𝐺7/2

𝐺3/2
− 63

2

𝐺9/2𝐺7/2

𝐺5/2𝐺3/2
+

99

8

𝐺11/2

𝐺3/2

)︃
𝑖𝜔𝑛𝑒𝑑2

+𝑑0(𝑎20 + 𝑏20) + 𝑑1(𝑎21 + 𝑏21) + 𝑑2(𝑎22 + 𝑏22).

(1.34)

Здесь 𝑎𝑗𝑘, 𝑏𝑗𝑘 - матричные элементы для интегралов столкновений, 𝜔 =

𝑒𝐵/(𝑚𝑒𝑐) — циклотронная частота.
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Заключение к первой главе

В данной главе записано уравнение Больцмана для произвольно вырожден­

ных, нерелятивистских электронов в магнитном поле. Из уравнения Больцмана

получены уравнения переноса для концентрации, полного импульса и энергии

электронов в двухкомпонентной смеси из электронов и ядер. Выписаны выраже­

ния для интегралов столкновений электрон-ядро и электрон-электрон. Описан

метод последовательных приближений Чепмена-Энскога. Выписаны полиномы,

обощающие полиномы Сонина, и с их помощью получены системы уравнений

для нахождения компонент тензоров кинетических коэффициентов при произ­

вольном вырождении.

Результаты первой главы входят в следующие статьи:

1. Бисноватый-Коган Г. С., Глушихина М. В., Вычисление коэффициентов

теплопроводности в замагниченном плотном веществе //Физика Плазмы, т. 44,

с. 355-374, 2018

2. Глушихина М. В., Четыре тензора, определяющие тепло- и электропро­

водность невырожденных электронов в замагниченной плазме //Физика Плаз­

мы, т. 46, с. 121-138, 2020

3. Glushikhina M. V., Moiseenko S. G., MHD processes near compact objects

// The Fourteenth Marcel Grossmann Meeting On Recent Developments in Theoretical

and Experimental General Relativity, Astrophysics, and Relativistic Field Theories,

held 12-18 July 2015 in Rome, Italy., 2015, pp. 385-408 Edited by Massimo Bianchi,

Robert T Jansen and Remo Ruffini.

4. Glushikhina M. V., Bisnovatyi-Kogan G. S. , Kinetic coefficients of degenerate

electrons in magnetized neutron star crust // The Fourteenth Marcel Grossmann

Meeting On Recent Developments in Theoretical and Experimental General Relativity,

Astrophysics, and Relativistic Field Theories, held 12-18 July 2015 in Rome, Italy.,
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2015, pp. 1102-1107, Edited by Massimo Bianchi, Robert T. Jansen and Remo

Ruffini.

5. Glushikhina M. V., Bisnovatyi-Kogan G. S. , Calculation of thermal conductivity

coefficients of electrons in magnetized dense matter //

INTERNATIONAL JOURNAL OF MODERN PHYSICS D, 2017, v. 27, article

id.1844008-1-8

6. Glushikhina M. V., Bisnovatyi-Kogan G. S., Calculation of thermal conductivity

coefficients of electrons in magnetized neutron star, // The Thirteenth Marcel Grossmann

Meeting: On Recent Developments in Theoretical and

Experimental General Relativity, Astrophysics and Relativistic Field Theories -

Proceedings of the MG13 Meeting on General Relativity, 2012, v.2, pp. 1353-1357
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Глава 2

Расчёт матричных элементов для интегралов

столкновений

2.1. Матричные элементы 𝑏𝑗𝑘

Матричные элементы 𝑏𝑗𝑘, связанные с электрон-ядерными столкновения­

ми, определяются следующим образом:

𝑏𝑗𝑘 = 𝑅

∫
𝑓0𝑓𝑁0(1− 𝑓

′

0)𝑄𝑗(𝑢
2)𝑢𝑖[𝑄𝑘(𝑢

2)𝑢𝑖 −𝑄𝑘(𝑢
′2)𝑢

′

𝑖]𝑔𝑒𝑁𝑏𝑑𝑏𝑑𝜀𝑑𝑐𝑁𝑖𝑑𝑐𝑖, (2.1)

𝑘 ≥ 0.

Введем функции Ω̄
(𝑙)
𝑒𝑁(𝑟), определяемые как (см. [21])

Ω̄
(𝑙)
𝑒𝑁(𝑟) = 2

∞∫
0

𝑓0(1− 𝑓0)𝑧
2𝑟+2

∞∫
0

(1− cos𝑙 𝜃12)𝑔12𝑏𝑑𝑏𝑑𝑧, (2.2)

где

𝑧 =

[︂
𝑚1𝑚2

2𝑘𝑇 (𝑚1 +𝑚2)

]︂1/2
𝑔12, 𝑔12 = |𝑣1 − 𝑣2|, (2.3)

для сталкивающихся частиц «1» и «2» 𝜃12 является углом рассеяния. В столк­

новениях электронов («2») и ядер («1») масса ядер намного больше, чем масса

электронов 𝑚𝑁 ≫ 𝑚𝑒, таким образом, мы можем пренебречь обменом энергии

при столкновении

𝑢
′2 ≈ 𝑢2, 𝑢𝑢

′ ≈ 𝑢2(1− 𝑐𝑜𝑠𝜃12), 𝑔𝑒𝑁 ≈ 𝑣, 𝑧 ≈ 𝑢, (2.4)
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Пользуясь соотношением (1.14), из (2.1), мы получаем

𝑏𝑗𝑘 = 8𝜋2

(︂
2𝑘𝑇𝑚𝑒

ℎ2

)︂3/2(︂
2𝑘𝑇

𝑚𝑒

)︂1/2

𝑛𝑁

∞∫
0

𝑓0(1−𝑓0)𝑄𝑗(𝑥)𝑄𝑘(𝑥)𝑥
2

∞∫
0

(1−cos 𝜃12)𝑏𝑑𝑏𝑑𝑥,

(2.5)

Вместо функций Ω̄
(𝑙)
𝑒𝑁(𝑟) из (2.2) в этом случае мы можем использовать функции̂︀Ω(𝑙)

𝑒𝑁(𝑟), определяемые как

̂︀Ω(𝑙)
𝑒𝑁(𝑟) =

∞∫
0

𝑓0(1− 𝑓0)𝑥
𝑟+1

∞∫
0

(1− cos𝑙 𝜃12)𝑏𝑑𝑏𝑑𝑥. (2.6)

С учетом (1.28), элементы симметричной матрицы 𝑏𝑖𝑗 имеют вид

𝑏00 = 8𝜋2 (2𝑘𝑇 )
2

ℎ3
𝑚𝑒𝑛𝑁

̂︀Ω(1)
𝑒𝑁(1), (2.7)

𝑏01 = 8𝜋2 (2𝑘𝑇 )
2

ℎ3
𝑚𝑒𝑛𝑁

(︂
5

2

𝐺5/2

𝐺3/2

̂︀Ω(1)
𝑒𝑁(1)− ̂︀Ω(1)

𝑒𝑁(2)

)︂
, (2.8)

𝑏11 = 8𝜋2 (2𝑘𝑇 )
2

ℎ3
𝑚𝑒𝑛𝑁

(︃
25

4

𝐺2
5/2

𝐺2
3/2

̂︀Ω(1)
𝑒𝑁(1)− 5

𝐺5/2

𝐺3/2

̂︀Ω(1)
𝑒𝑁(2) +

̂︀Ω(1)
𝑒𝑁(3)

)︃
, (2.9)

𝑏02 = 8𝜋2 (2𝑘𝑇 )
2

ℎ3
𝑚𝑒𝑛𝑁

[︂
35

8

𝐺7/2

𝐺3/2

̂︀Ω(1)
𝑒𝑁(1)−

7

2

𝐺7/2

𝐺5/2

̂︀Ω(1)
𝑒𝑁(2) +

1

2
̂︀Ω(1)
𝑒𝑁(3)

]︂
, (2.10)

𝑏12 = 8𝜋2 (2𝑘𝑇 )
2

ℎ3
𝑚𝑒𝑛𝑁

[︃
175

16

𝐺7/2𝐺5/2

𝐺2
3/2

̂︀Ω(1)
𝑒𝑁(1)−

105

8

𝐺7/2

𝐺3/2

̂︀Ω(1)
𝑒𝑁(2)+(︂

5

4

𝐺5/2

𝐺3/2
+

7

2

𝐺7/2

𝐺5/2

)︂ ̂︀Ω(1)
𝑒𝑁(3)−

1

2
̂︀Ω(1)
𝑒𝑁(4)

]︂
,

(2.11)

𝑏22 = 8𝜋2 (2𝑘𝑇 )
2

ℎ3
𝑚𝑒𝑛𝑁

[︃
352

82

𝐺2
7/2

𝐺2
3/2

̂︀Ω(1)
𝑒𝑁(1)−

245

8

𝐺2
7/2

𝐺5/2𝐺3/2

̂︀Ω(1)
𝑒𝑁(2)+

(
49

4

𝐺2
7/2

𝐺2
5/2

+
35

8

𝐺7/2

𝐺3/2
)̂︀Ω(1)

𝑒𝑁(3)−
7

2

𝐺7/2

𝐺5/2

̂︀Ω(1)
𝑒𝑁(4) +

1

4
̂︀Ω(1)
𝑒𝑁(5)

]︃
.

(2.12)
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2.1.1. Функции 𝜑
(𝑙)
12 и кулоновский логарифм

Функции Ω̄
(𝑙)
𝑒𝑁(𝑟) из (2.2) можно переписать в виде

̂︀Ω(𝑙)
𝑒𝑁(𝑟) = 2

[︂
𝑚1𝑚2

2𝑘𝑇 (𝑚1 +𝑚2)

]︂1/2 ∞∫
0

𝑓0(1− 𝑓0)𝑧
2𝑟+2𝜑

(𝑙)
12𝑑𝑧, (2.13)

с

𝜑
(𝑙)
12 =

∞∫
0

(1− cos𝑙 𝜃12)𝑔12𝑏 𝑑𝑏. (2.14)

Интегрируя в (2.14) по прицельному параметру 𝑑𝑏, видим, что интеграл ло­

гарифмически стремится к бесконечности. Он сходится при более точном рас­

смотрении кулоновских столкновений в плазме с учетом корреляционных функ­

ций [57], при этом возникает верхний предел интегрирования 𝑏max. Вводя 𝑣0 =

𝑏𝑔212(𝑚1𝑚2/𝑚0𝑒1𝑒2), где 𝑚0 = 𝑚1 +𝑚2, а 𝑒1, 𝑒2 есть абсолютные значения заря­

дов, после интегрирования получаем [21]

𝜑
(1)
12 =

(︂
𝑚0𝑒1𝑒2
𝑚1𝑚2

)︂2

𝑔−3
12 ln(1 + 𝑣20max), (2.15)

𝜑
(2)
12 = 2

(︂
𝑚0𝑒1𝑒2
𝑚1𝑚2

)︂2

𝑔−3
12

[︂
ln(1 + 𝑣20max)−

𝑣20max

1 + 𝑣20max

]︂
, (2.16)

𝑣0max = 𝑏max𝑔
2
12(𝑚1𝑚2/𝑚0𝑒1𝑒2). (2.17)

При дальнейшем интегрировании выражение под логарифмом принимается по­

стоянной величиной, когда вместо изменяющегося 𝑔12 берется среднее значение

𝑔12. Для электрон-ядерных столкновений с 𝑔12 ≈ 𝑣𝑒 приближенное выражение

для кулоновского логарифма записывается в виде [58]

Λ =
1

2
ln(1 + 𝑣20max) ≈ Λ̄𝑣 = ln

(︂
𝑏max𝑣2𝑒𝑚𝑒

𝑍𝑒2

)︂
, Λ ≫ 1, (2.18)

где
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𝑣2𝑒 =
3𝑘𝑇

𝑚𝑒

𝐺5/2

𝐺3/2
=

3𝑘𝑇

𝑚𝑒
(𝑁𝐷) (2.19)

=
3

5

ℎ2

𝑚2
𝑒

(︂
3𝑛𝑒

8𝜋

)︂2/3

(𝐷).

Величина 𝑏max – радиус дебаевского экранирования для электронов 𝑟𝒟𝑒 и ионов

𝑟𝒟𝑖, которую можно выразить как [59]

1

𝑏max
2 =

1

𝑟2𝒟𝑖

+
1

𝑟2𝒟𝑒

=
4𝜋e2

𝑘𝑇

(︂
𝑛𝑁𝑍

2 + 𝑛𝑒

𝐺1/2

𝐺3/2

)︂
, (2.20)

где

𝐺1/2

𝐺3/2
= 1 (𝑁𝐷) (2.21)

= 4(3𝜋2)1/3
𝑚𝑒𝑘𝑇

ℎ2𝑛
2/3
𝑒

(𝐷).

Влияние квантовых эффектов на дебаевское экранирование обсуждалось в [49].

Средняя частота электрон-ионных столкновений 𝜈𝑒𝑖 записывается в [60] в форме

𝜈𝑒𝑖 =
4

3

√︂
2𝜋

𝑚𝑒

𝑍2𝑒4𝑛𝑁Λ

(𝑘𝑇 )3/2𝐺3/2

1

1 + 𝑒−𝑥0
. (2.22)

В предельных случаях она записывается как

𝜈𝑒𝑖 =
4

3

√︂
2𝜋

𝑚𝑒

𝑍2e4𝑛𝑁Λ

(𝑘𝑇 )3/2
(𝑁𝐷) (2.23)

=
32𝜋2

3
𝑚𝑒

𝑍2e4Λ𝑛𝑁

ℎ3𝑛e
(𝐷).

Среднее время 𝜏𝑒𝑖 между (электрон-ионными) столкновениями есть обратное

значение 𝜈𝑒𝑖 из (2.22), (2.23).
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2.1.2. 𝑏𝑗𝑘 для невырожденных электронов

Для невырожденных электронов имеем exp (𝑥− 𝑥0) ≪ 1, 𝐺𝑛 ≈ 𝑒𝑥0, тогда

̂︀Ω(𝑙)
𝑒𝑁(𝑟) = 𝑒𝑥0

∞∫
0

𝑒−𝑥𝑥𝑟+1

∞∫
0

(1− cos𝑙 𝜃)𝑏𝑑𝑏𝑑𝑥. (2.24)

В этом случае удобнее пользоваться функциями Ω
(𝑙)
𝑒𝑁(𝑟), которые определяются

как

Ω
(𝑙)
𝑒𝑁(𝑟) =

√
𝜋

2

∞∫
0

𝑒−𝑥𝑥𝑟+1

∞∫
0

(1− cos𝑙 𝜃)𝑏𝑑𝑏𝑑𝑥. (2.25)

Пользуясь (2.13), (2.15), находим выражения для невырожденного случая в

виде

Ω
(1)
𝑒𝑁(𝑟) =

√
𝜋
𝑒4Λ𝑍2

(2𝑘𝑇 )2
Γ(𝑟), Γ(1) = 1; (2.26)

Γ(2) = 1; Γ(3) = 2; Γ(4) = 6; Γ(5) = 24.

Подставляя (2.26) в (2.7)–(2.12), принимая во внимание, что

𝐺𝑛 = 𝑒𝑥0, 𝑒𝑥0 =
𝑛𝑒

2𝜋3/2

(︂
ℎ2

2𝑘𝑇𝑚𝑒

)︂3/2

, (2.27)

пользуясь (2.23) для 𝜈𝑒𝑖 и его обратным значением для 𝜏𝑒𝑖, напишем 𝑏𝑗𝑘 для

невырожденных электронов в виде:

𝑏00 = 8
√
𝜋

𝑛𝑒𝑛𝑁𝑒
4𝑍2Λ

(2𝑘𝑇 )3/2
√
𝑚𝑒

=
3𝑛𝑒

2𝜏𝑛𝑑
, (2.28)

𝑏01 = 12
√
𝜋

𝑛𝑒𝑛𝑁𝑒
4𝑍2Λ

(2𝑘𝑇 )3/2
√
𝑚𝑒

=
9𝑛𝑒

4𝜏𝑛𝑑
, (2.29)

𝑏11 = 26
√
𝜋

𝑛𝑒𝑛𝑁𝑒
4𝑍2Λ

(2𝑘𝑇 )3/2
√
𝑚𝑒

=
39𝑛𝑒

8𝜏𝑛𝑑
, (2.30)
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𝑏02 = 15
√
𝜋

𝑛𝑒𝑛𝑁𝑒
4𝑍2Λ

(2𝑘𝑇 )3/2
√
𝑚𝑒

=
45𝑛𝑒

16𝜏𝑛𝑑
, (2.31)

𝑏12 =
69
√
𝜋

2

𝑛𝑒𝑛𝑁𝑒
4𝑍2Λ

(2𝑘𝑇 )3/2
√
𝑚𝑒

=
207𝑛𝑒

32𝜏𝑛𝑑
, (2.32)

𝑏22 =
433

√
𝜋

8

𝑛𝑒𝑛𝑁𝑒
4𝑍2Λ

(2𝑘𝑇 )3/2
√
𝑚𝑒

=
1299𝑛𝑒

128𝜏𝑛𝑑
. (2.33)

2.1.3. 𝑏𝑗𝑘 для частично вырожденных электронов

Чтобы вычислить 𝑏𝑖𝑗 для вырожденных электронов, воспользуемся выра­

жениями для ̂︀Ω(1)
𝑒𝑁(𝑟) и 𝐺𝑛(𝑥0). С учетом (2.13), (2.15) получаем

̂︀Ω(1)
𝑒𝑁(𝑟) =

∞∫
0

𝑓0(1− 𝑓0)𝑥
𝑟+1

𝑏𝑚𝑎𝑥∫
0

(1− cos 𝜃)𝑏𝑑𝑏𝑑𝑥 = (2.34)

2
𝑒4𝑍2Λ

(2𝑘𝑇 )2

∞∫
0

𝑓0(1− 𝑓0)𝑥
𝑟−1𝑑𝑥 = 2

𝑒4𝑍2Λ

(2𝑘𝑇 )2
Γ(𝑟)𝐺𝑟−1(𝑥0).

Интеграл в (2.34) считается точно для 𝑟 = 1:
∫∞
0 𝑓0(1 − 𝑓0)𝑥

𝑟−1𝑑𝑥 = [1 +

exp(−𝑥0)]
−1. Между невырожденными электронами с большим отрицательным

безразмерным химическим потенциалом при 𝑥0 ≪ −1 и сильно вырожденны­

ми электронами при 𝑥0 ≫ 1 есть уровень вырождения, для которого 𝑥0 = 0.

Вычислим элементы 𝑏𝑗𝑘 для уровня вырождения, соответствующего 𝑥0 = 0.

Функции 𝐺𝑛(0) имеют следующие численные значения, согласно [53]

𝐺𝑛(0) =
1

Γ(𝑛)

∞∫
0

𝑥𝑛−1𝑑𝑥

1 + 𝑒𝑥
= (1− 21−𝑛)𝜁(𝑛), (2.35)

где значения дзета-функции Римана 𝜁 для используемых здесь индексов взяты

из [61]. Тогда для функций 𝐺𝑛(0) мы имеем следующие значения

𝐺3/2(0) = 0.765, 𝐺5/2(0) = 0.867, 𝐺7/2(0) = 0.928,



34

𝐺9/2(0) = 0.9615, 𝐺11/2 = 0.980, 𝐺2(0) = 1.645, (2.36)

𝐺3(0) = 0.9015, 𝐺4(0) = 0.947, 𝐺5(0) = 0.972.

Функции ̂︀Ω(1)
𝑒𝑁(𝑟) при 𝑥0 = 0, определяемые как ̂︀Ω(1)

𝑒𝑁0(𝑟), имеют следующие

значения согласно (2.34), с использованием (2.35), (2.36):

̂︀Ω(1)
𝑒𝑁0(1) =

𝑒4𝑍2Λ

(2𝑘𝑇 )2
≡ 𝐼, ̂︀Ω(1)

𝑒𝑁0(2) = 2 ln 2 𝐼 = 1.39 𝐼,

̂︀Ω(1)
𝑒𝑁0(3) = 3.29 𝐼, ̂︀Ω(1)

𝑒𝑁0(4) = 10.82 𝐼, (2.37)

̂︀Ω(1)
𝑒𝑁0(5) = 45.46 𝐼.

Уровень вырождения 𝐷𝐿(0) при 𝑥0 = 0 определяется как отношение энергии

Ферми 𝜀𝑓𝑒 к 𝑘𝑇 . С учетом (1.15), (2.36) мы получаем

𝐷𝐿(0) =
𝜀𝑓𝑒
𝑘𝑇

=
(3𝜋2𝑛𝑒)

2/3ℎ2

8𝜋2𝑚𝑒𝑘𝑇
=

𝜋

4

(︂
3

𝜋

)︂2/3

[2𝐺3/2(0)]
2/3 = 1.011. (2.38)

В точке 𝑥0 = 0 выражение для концентрации электронов 𝑛𝑒0 из (1.15) и

среднее время 𝜏𝑒𝑖 между электрон-ионными столкновениями, которое является

обратной величиной к 𝜈𝑒𝑖, с учетом (2.22), (2.36), (1.16) записываются как

𝑛𝑒0 = 2𝐺3/2(0)

(︂
kTm𝑒

2𝜋~2

)︂3/2

= 2× 0.765

(︂
kTm𝑒

2𝜋~2

)︂3/2

, (2.39)

𝜏𝑑0 =
3

4

√︂
𝑚𝑒

2𝜋

(𝑘𝑇 )3/2𝐺3/2

𝑍2𝑒4𝑛𝑁Λ
(1 + 𝑒−𝑥0) = 0.765

3

2

√︂
𝑚𝑒

2𝜋

(𝑘𝑇 )3/2

𝑍2𝑒4𝑛𝑁Λ
. (2.40)

Пользуясь (2.37), (2.39), (2.40), находим из (2.7)–(2.12)

𝑏00 =
8𝜋2𝑒4𝑍2𝑚𝑒Λ

ℎ3
𝑛𝑁 =

3

2

𝑛𝑒0

𝜏𝑑0
, (2.41)

𝑏01 = 2.16
𝑛𝑒0

𝜏𝑑0
, 𝑏11 = 5.162

𝑛𝑒0

𝜏𝑑0
, 𝑏02 = 2.588

𝑛𝑒0

𝜏𝑑0
, (2.42)

𝑏12 = 6.671
𝑛𝑒0

𝜏𝑑0
, 𝑏22 = 11.038

𝑛𝑒0

𝜏𝑑0
. (2.43)
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Для произвольного уровня вырождения при 𝑥0 ̸= 0 функции 𝐺𝑛(𝑥0) в (1.16) не

выражаются аналитически, а вычисляются численно для каждого значения 𝑥0

при соответствующем уровне вырождения

𝐷𝐿(𝑥0) =
(3𝜋2𝑛𝑒)

2/3ℎ2

8𝜋2𝑚𝑒𝑘𝑇
=

𝜋

4

(︂
3

𝜋

)︂2/3

[2𝐺3/2(𝑥0)]
2/3. (2.44)

После численного расчета 𝐺𝑛(𝑥0) элементы 𝑏𝑗𝑘 при произвольном 𝑥0 находятся

таким же образом, как это было сделано выше при 𝑥0 = 0.

2.1.4. 𝑏𝑗𝑘 для сильно вырожденных электронов

Для сильно вырожденного случая 𝑥0 ≫ 1 воспользуемся [53] следующими

разложениями

𝐺𝑟(𝑥0) =
1

Γ(𝑟)

[︂
𝑥𝑟0
𝑟

+
𝜋2

6
(𝑟 − 1)𝑥𝑟−2

0 +
7𝜋4

360
(𝑟 − 1)(𝑟 − 2)(𝑟 − 3)𝑥𝑟−4

0

]︂
для 𝑟 ≥ 1.

(2.45)

Γ(𝑟)𝐺𝑟−1(𝑥0) = (𝑟 − 1)

[︂
𝑥𝑟−1
0

𝑟 − 1
+

𝜋2

6
(𝑟 − 2)𝑥𝑟−3

0

+
7𝜋4

360
(𝑟 − 2)(𝑟 − 3)(𝑟 − 4)𝑥𝑟−5

0

]︂
для 𝑟 ≥ 2.

(2.46)

Для сильно вырожденных электронов

𝑥0 =
(3𝜋2𝑛𝑒)

2/3ℎ2

8𝜋2𝑚𝑒𝑘𝑇
≫ 1. (2.47)

Пренебрегая экспоненциально малым членом ∼ 𝑒−𝑥0, из (2.34), (2.46) далее по­

лучаем

̂︀Ω(1)
𝑒𝑁(1) = 2

𝑒4𝑍2Λ

(2𝑘𝑇 )2

∞∫
0

𝑓0(1− 𝑓0)𝑑𝑥 = 2
𝑒4𝑍2Λ

(2𝑘𝑇 )2
, (2.48)

̂︀Ω(1)
𝑒𝑁(2) = 2

𝑒4𝑍2Λ

(2𝑘𝑇 )2
Γ(2)𝐺1(𝑥0) = 2

𝑒4𝑍2Λ

(2𝑘𝑇 )2
𝑥0, (2.49)
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̂︀Ω(1)
𝑒𝑁(3) = 2

𝑒4𝑍2Λ

(2𝑘𝑇 )2
Γ(3)𝐺2(𝑥0) = 2

𝑒4𝑍2Λ

(2𝑘𝑇 )2
(𝑥20 +

𝜋2

3
), (2.50)

̂︀Ω(1)
𝑒𝑁(4) = 2

𝑒4𝑍2Λ

(2𝑘𝑇 )2
Γ(4)𝐺3(𝑥0) = 2

𝑒4𝑍2Λ

(2𝑘𝑇 )2
(𝑥30 + 𝜋2𝑥0), (2.51)

̂︀Ω(1)
𝑒𝑁(5) = 2

𝑒4𝑍2Λ

(2𝑘𝑇 )2
Γ(5)𝐺4(𝑥0) = 2

𝑒4𝑍2Λ

(2𝑘𝑇 )2
(𝑥4𝑜 + 2𝜋2𝑥20 +

7𝜋2

15
). (2.52)

Пользуясь (2.45), (2.48)–(2.52), из (2.7)–(2.12) находим:

𝑏00 =
16𝜋2𝑒4𝑍2𝑚𝑒Λ

ℎ3
𝑛𝑁 =

3𝑛𝑒

2𝜏𝑑
, 𝑏01 =

3𝜋2𝑛𝑒

4𝑥0𝜏𝑑
, (2.53)

𝑏11 =
𝜋2𝑛𝑒

2𝜏𝑑
, 𝑏02 = − 7𝜋4𝑛𝑒

320𝑥20𝜏𝑑
, 𝑏12 =

709𝜋4𝑛𝑒

960𝑥0𝜏𝑑
, 𝑏22 =

2𝜋4𝑛𝑒

15𝜏𝑑
. (2.54)

2.2. Матричные элементы 𝑎𝑗𝑘

Матричные элементы 𝑎𝑗𝑘, относящиеся к электрон-электронным столкно­

вениям, определяются следующим образом:

𝑎𝑗𝑘 = 𝑅2

∫
𝑓0𝑓01(1− 𝑓

′

0)(1− 𝑓
′

01)𝑄𝑗(𝑢
2)𝑢𝑖[𝑄𝑘(𝑢

2)𝑢𝑖 +𝑄𝑘(𝑢
2
1)𝑢1𝑖

−𝑄𝑘(𝑢
′2)𝑢

′

𝑖 −𝑄𝑘(𝑢
′2
1 )𝑢

′

1𝑖]𝑔𝑒𝑒𝑏𝑑𝑏𝑑𝜀𝑑𝑐1𝑖𝑑𝑐𝑖, (2.55)

Введем новые переменные [21]:

𝐺𝑙𝑖 =
1

2
(𝑐𝑖 + 𝑐1𝑖) =

1

2
(𝑐

′

𝑖 + 𝑐
′

1𝑖),

𝑔𝑒𝑒,𝑖 = 𝑐1𝑖 − 𝑐𝑖, 𝑔
′

𝑒𝑒,𝑖 = 𝑐
′

1𝑖 − 𝑐
′

𝑖,

𝑔𝑒𝑒 = |𝑔𝑒𝑒,𝑖| = |𝑔′

𝑒𝑒,𝑖| = 𝑔
′

𝑒𝑒, 𝐺0𝑖 = 𝐺𝑙𝑖 − 𝑐0𝑖,

𝑣𝑖 = 𝐺0𝑖 −
1

2
𝑔𝑒𝑒,𝑖, 𝑣𝑖1 = 𝐺0𝑖 +

1

2
𝑔𝑒𝑒,𝑖,

𝑣2 + 𝑣21 = 2𝐺2
0 +

1

2
𝑔2𝑒𝑒.

(2.56)
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Здесь 𝐺𝑙𝑖 скорость центра масс двух сталкивающихся электронов в лаборатор­

ной системе отсчета, 𝐺0𝑖 — та же величина в сопутствующей системе отсчета,

𝑔𝑒𝑒,𝑖 — относительная скорость двух сталкивающихся электронов перед столк­

новением, 𝑔′

𝑒𝑒,𝑖 — та же величина после столкновения; 𝑣𝑖 и 𝑣1𝑖 — скорости стал­

кивающихся электронов в сопутствующей системе отсчета, определенной выше.

Введем безразмерные переменные:

𝑔𝑖 =
1

2

(︁𝑚𝑒

𝑘𝑇

)︁1/2
𝑔𝑒𝑒,𝑖, 𝑔

′

𝑖 =
1

2

(︁𝑚𝑒

𝑘𝑇

)︁1/2
𝑔

′

𝑒𝑒,𝑖,

𝑔 = |𝑔𝑖| = |𝑔′

𝑖| = 𝑔
′
, 𝐺𝑖 =

(︁𝑚𝑒

𝑘𝑇

)︁1/2
𝐺0𝑖,

𝑑𝑐𝑖𝑑𝑐1𝑖 =

(︂
2𝑘𝑇

𝑚𝑒

)︂3

𝑑𝐺𝑖𝑑𝑔𝑖,

𝑢2 + 𝑢21 = 𝐺2 + 𝑔2, 𝑢2 = 𝑢2𝑖 , 𝑢21 = 𝑢21𝑖, 𝐺2 = 𝐺2
𝑖 .

(2.57)

Здесь 𝑢𝑖, 𝑢1𝑖 — безразмерные скорости электронов, определенные выше. Эле­

менты

𝑎𝑗0 = 8

(︂
2𝑘𝑇𝑚𝑒

ℎ2

)︂3(︂
𝑘𝑇

𝑚𝑒

)︂1/2 ∫
𝑓0𝑓01(1− 𝑓

′

01)(1− 𝑓
′

0)𝑄𝑗(𝑢
2)𝑢𝑖[𝑢𝑖 + 𝑢1𝑖

−𝑢
′

𝑖 − 𝑢
′

1𝑖]𝑔𝑏𝑑𝑏𝑑𝜀𝑑𝑔𝑖𝑑𝐺𝑖 = 0.

(2.58)

равны нулю, поскольку сохранение импульса при столкновении зануляет скобку

в (2.58). Отличные от нуля элементы 𝑎𝑗𝑘 (𝑗, 𝑘 ≥ 1) определяются как

𝑎𝑗𝑘 = 8

(︂
2𝑘𝑇𝑚𝑒

ℎ2

)︂3(︂
𝑘𝑇

𝑚𝑒

)︂1/2 ∫
𝑓0𝑓01(1− 𝑓

′

01)(1− 𝑓
′

0)𝑄𝑗𝑢𝑖[𝑄𝑘𝑢𝑖 +𝑄𝑘𝑢1𝑖

−𝑄
′

𝑘𝑢
′

𝑖 −𝑄
′

𝑘𝑢
′

1𝑖]𝑔𝑏𝑑𝑏𝑑𝜀𝑑𝑔𝑖𝑑𝐺𝑖.

(2.59)

Здесь 𝑄𝑖 функция от 𝑢2 или 𝑢21, а 𝑄
′

𝑖 — функция от 𝑢
′2 или 𝑢

′2
1 , соответ­

ственно.
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2.2.1. 𝑎𝑗𝑘 для невырожденных электронов

Для невырожденного случая при 𝑥0 ≫ 1, 𝑓0 ≪ 1 полиномы 𝑄𝑖 сводятся к

𝑆
(𝑖)
3/2, и мы имеем из (2.59) следующее выражение (𝑗, 𝑘 ≥ 1):

𝑎𝑗𝑘 = 8

(︂
2𝑘𝑇𝑚𝑒

ℎ2

)︂3(︂
𝑘𝑇

𝑚𝑒

)︂1/2

𝑒2𝑥0

∫
𝑒−𝑢2−𝑢

′2
𝑆
(𝑗)
3/2𝑢𝑖[𝑆

(𝑘)
3/2𝑢𝑖 + 𝑆

(𝑘)
3/2𝑢1𝑖

−𝑆
(𝑘)′

3/2 𝑢
′

𝑖 − 𝑆
(𝑘)′

3/2 𝑢
′

1𝑖]𝑔𝑏𝑑𝑏𝑑𝜀𝑑𝑔𝑖𝑑𝐺𝑖.

(2.60)

Подробное вычисление матричных элементов 𝑏𝑗𝑘 и 𝑎𝑗𝑘 для невырожден­

ных электронов с максвелловской функцией распределения выполнено в [21].

Согласно [21], необходимо вычислить следующий типичный интеграл:

1

𝑛𝛼𝑛𝛽

∫
𝑓𝛼𝑓𝛽[𝑆

(𝑗)
3/2(𝑢

2)𝑢𝑖 − 𝑆
(𝑗)
3/2(𝑢

′2)𝑢′𝑖]𝑆
(𝑘)
3/2(𝑢

2)𝑢𝑖𝑔𝛼𝛽𝑏𝑑𝑏𝑑𝜀𝑑𝑐𝛼𝑖𝑑𝑐𝛽𝑖, (2.61)

Где индексами 𝛼 и 𝛽 обозначены разные частицы. Этот интеграл является ко­

эффициентом при 𝑠𝑗𝑡𝑘 в разложении функции:

1

𝑛𝛼𝑛𝛽
(1−𝑠)−5/2(1−𝑡)−5/2

∫
𝑓𝛼𝑓𝛽[𝑒

−𝑆𝑢2

𝑢𝑖−𝑒−𝑆𝑢′2
𝑢′𝑖]𝑒

−𝑇𝑢2

𝑢𝑖𝑔𝛼𝛽𝑏𝑑𝑏𝑑𝜀𝑑𝑐𝛼𝑖𝑑𝑐𝛽𝑖 (2.62)

где 𝑆 = 𝑠
1−𝑠 , 𝑇 = 𝑡

1−𝑡 . Подставляя функции распределения и концентрацию

электронов, учитывая (2.56) и (2.57), получаем:

(1− 𝑠)−5/2(1− 𝑡)−5/2𝜋−3

∫
[𝑒−𝐺2−𝑔2−𝑆𝑢2

𝑢𝑖 − 𝑒−𝐺2−𝑔2−𝑆𝑢′2
𝑢′𝑖]𝑒

−𝑇𝑢2

𝑢𝑖𝑔𝑒𝑒𝑏𝑑𝑏𝑑𝜀𝑑𝐺𝑖𝑑𝑔𝑖

(2.63)

Проинтегрировав как показано в [21], можем записать :

𝐻(𝜃) =

∫
𝑒−𝐺2−𝑔2−𝑆𝑢′2−𝑇𝑢2

𝑢′𝑖𝑢𝑖𝑑𝐺𝑖, 𝐻(0) =

∫
𝑒−𝐺2−𝑔2−𝑆𝑢2−𝑇𝑢2

𝑢𝑖𝑢𝑖𝑑𝐺𝑖 (2.64)
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Тогда (2.63) можно записать как :

(1− 𝑠)−5/2(1− 𝑡)−5/2𝜋−3

∫
[𝐻(0)−𝐻(𝜃)]𝑔𝑒𝑒𝑏𝑑𝑏𝑑𝜀𝑑𝑔𝑖 (2.65)

Представим скорости до и после столкновения через 𝐺𝑖, 𝑔𝑖 и 𝑔′𝑖:

𝑢𝑖 =
1√
2
(𝐺𝑖 − 𝑔𝑖), 𝑢′𝑖 =

1√
2
(𝐺𝑖 − 𝑔′𝑖), (2.66)

а обозначив 𝑖 = 1+ 1
2(𝑆+𝑇 ) и 𝑗 = 𝑖− 1

4𝑖(𝑆
2+𝑇 2+2𝑆𝑇 cos(𝜃)), показатель

степени экспоненты в интеграле 𝐻(𝜃) можно выразить:

𝐺2 + 𝑔2 + 𝑆𝑢′2 + 𝑇𝑢2 = 𝑖𝐺2 + 𝑖𝑔2 − (𝑆𝑔′ + 𝑇𝑔) (2.67)

Выполним подстановки:

𝑤 = 𝐺− 1

2𝑖
(𝑆𝑔′+𝑇𝑔), 𝑤1 = 𝑔′− 1

2𝑖
(𝑆𝑔′+𝑇𝑔), 𝑤2 = 𝑔− 1

2𝑖
(𝑆𝑔′+𝑇𝑔). (2.68)

Тогда показатель степени в 𝐻(𝜃) может быть записан в виде 𝐺2 + 𝑔2 + 𝑆𝑢′2 +

𝑇𝑢2 = 𝑖𝑤2 + 𝑗𝑔2, а 𝑢2𝑖 и 𝑢′𝑖𝑢𝑖 могут быть представлены в виде:

𝑢2 =
1

2
(𝑤2 − 2𝑤 * 𝑤2 + 𝑤2

2), 𝑢𝑖𝑢
′
𝑖 =

1

2
(𝑤2 − 𝑤 * (𝑤1 − 𝑤2) + 𝑤2 * 𝑤1). (2.69)

После выполнения всех подстановок, и проинтегрировав (2.65) как в [21] полу­

чаем:

𝐻(𝜃) =
1

2
𝜋3/2𝑒−𝑗𝑔2(𝑖)−5/2[

3

2
+ (1− 𝑗 + cos(𝜃))𝑔2] (2.70)

Если разложение функции (1 − 𝑠)−5/2(1 − 𝑡)−5/2𝜋−3/2𝐻(𝜃) по степеням 𝑠 и 𝑡

представить в виде:

𝑒−𝑔2
∑︁

𝐴𝑗𝑘𝑟𝑙𝑠
𝑗𝑡𝑘𝑔2𝑟 cos𝑙(𝜃), (2.71)

то

[𝑆
(𝑗)
3/2(𝑢

2)𝑢𝑖, 𝑆
(𝑘)
3/2(𝑢

2)𝑢𝑖]𝑒 = 𝜋−3/2

∫
𝑒−𝑔2

∑︁
𝐴𝑗𝑘𝑟𝑙𝑔

2𝑟(1− cos𝑙(𝜃))𝑔𝑏𝑑𝑏𝑑𝜖𝑑𝑔 (2.72)

где 𝐴𝑝𝑞𝑟𝑙 просто число, формула для расчёта которого представлена в [21].
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Введём функции Ω
(𝑙)
𝑒𝑒 (𝑟) как:

Ω(𝑙)
𝑒𝑒 (𝑟) =

√
𝜋

∞∫
0

𝑒−𝑔2𝑔2𝑟+1𝜑𝑒𝑒(𝑙)𝑑𝑔, (2.73)

где

𝜑𝑒𝑒(𝑙) =

∞∫
0

(1− cos𝑙 𝜃)𝑔𝑏𝑑𝑏. (2.74)

Таким образом (2.72) можно выразить через (2.73):

[𝑆
(𝑗)
3/2(𝑢

2)𝑢𝑖, 𝑆
(𝑘)
3/2(𝑢

2)𝑢𝑖]𝑒 = 8Σ𝐴𝑗𝑘𝑟𝑙Ω
(𝑙)
𝑒𝑒 (𝑟) (2.75)

Получив значения для 𝐴𝑗𝑘𝑟𝑙 из [21], матричные коэффициенты 𝑎𝑗𝑘 с учё­

том (2.73), (2.72), (2.60) запишем в виде:

𝑎11 = 4𝑛2
𝑒Ω

(2)
𝑒𝑒 (2) (2.76)

𝑎12 = 7𝑛2
𝑒Ω

(2)
𝑒𝑒 (2)− 2𝑛2

𝑒Ω
(2)
𝑒𝑒 (3)

𝑎22 =
77

4
𝑛2
𝑒Ω

(2)
𝑒𝑒 (2)− 7𝑛2

𝑒Ω
(2)
𝑒𝑒 (3) + 𝑛2

𝑒Ω
(2)
𝑒𝑒 (4)

Для плазмы с Λ ≫ 1 из (2.18) имеем для (2.16), (2.73)

𝜑𝑒𝑒(2) ≈
16𝑒4

𝑚2
𝑒𝑔

3
𝑒𝑒

,

Ω(2)
𝑒𝑒 (𝑟) =

√
𝜋

𝑒4Λ
√
𝑚𝑒(𝑘𝑇 )3/2

Γ(𝑟).

(2.77)

Пользуясь (2.77), имеем из (2.76) с 𝑛𝑒 = 𝑍𝑛𝑁 ,

𝑎11 = 4𝑛2
𝑒

√
𝜋Λ𝑒4

√
𝑚𝑒(𝑘𝑇 )3/2

=
3√
2

𝑛𝑒

𝑍𝜏𝑛𝑑
, (2.78)

𝑎12 = 3𝑛2
𝑒

√
𝜋Λ𝑒4

√
𝑚𝑒(𝑘𝑇 )3/2

=
9

4
√
2

𝑛𝑒

𝑍𝜏𝑛𝑑
, (2.79)

𝑎22 =
45

4
𝑛2
𝑒

√
𝜋Λ𝑒4

√
𝑚𝑒(𝑘𝑇 )3/2

=
135

16
√
2

𝑛𝑒

𝑍𝜏𝑛𝑑
. (2.80)
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2.2.2. 𝑎𝑗𝑘 для вырожденных электронов

Элементы 𝑎𝑗𝑘 для сильно вырожденного случая были найдены аналити­

чески в [24], см. также [25]. Они были вычислены для сильно вырожденных

нейтронов ядерной материи в [24] и для нейтронов во внутренней коре нейтрон­

ной звезды с большим количеством свободных нейтронов [25]. Для последне­

го случая было получено, что в присутствии невырожденных тяжелых ядер

и сильно вырожденных нейтронов вклад столкновений между ними в коэф­

фициенты теплопроводности и диффузии пренебрежимо мал по сравнению с

нейтронно-ядерными столкновениями. Ту же ситуацию мы имеем для сильно

вырожденных электронов, для которых, пользуясь результатами [24], получаем

𝑎𝑗𝑘 ∼ 𝑏𝑗𝑘/𝑥
2
0 ≪ 𝑏𝑗𝑘 для 𝑥0 ≫ 1. Поэтому для сильно вырожденных электро­

нов приближение Лоренца выполняется асимптотически точно только с учетом

столкновений между легкими и тяжелыми частицами. Коэффициенты тепло­

проводности, термодиффузии, диффузии и диффузионного термоэффекта для

сильно вырожденных электронов в присутствии магнитного поля вычисляются

в Главе 5.

Для частично вырожденных электронов ситуация более сложная. В этом

случае нет аналитических выражений для элементов 𝑎𝑗𝑘, которые следует ис­

кать численно путем интегрирования многомерных интегралов в (2.59). Еще

более важной является другая проблема. Как будет показано в разделах 3.3 и

3.5 Главы 3 и в Главе 4, точность полиномиального приближения уменьшается с

увеличением уровня вырождения. Случай умеренно вырожденных электронов

при 𝑥0 = 0 рассмотрен подробно в Главе 4, где показано, что для получения

хорошей точности в полиномиальном приближении, степень полиномов должна

увеличиваться с уровнем вырождения. Это приводит к очень громоздким ана­

литическим расчетам. Необходимо внимательно использовать численные мето­

ды для получения высокой точности. В астрофизических задачах достаточно
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использовать интерполяционные формулы для довольно точного результата,

полученного в 3-полиномиальном приближении для невырожденных электро­

нов с учетом электрон-электронных столкновений, и асимптотически точного

результата для сильно вырожденных электронов в приближении Лоренца.

Заключение ко второй главе

В данной главе рассчитаны матричные элементы интегралов столкнове­

ний для вычисления кинетических коэффициентов в трехполиномиальном при­

ближении для случаев невырожденных электронов 𝑥0 << 1, частного случая

вырождения при 𝑥0 = 0 и сильно вырожденных электронов 𝑥0 >> 1.

Материалы второй главы входят в следующие статьи:

1. Бисноватый-Коган Г. С., Глушихина М. В., Вычисление коэффициентов

теплопроводности в замагниченном плотном веществе //Физика Плазмы, т. 44,

с. 355-374, 2018

2. Глушихина М. В., Четыре тензора, определяющие тепло- и электропро­

водность невырожденных электронов в замагниченной плазме //Физика Плаз­

мы, т. 46, с. 121-138, 2020



43

Глава 3

Тензоры теплопроводности, термодиффузии,

диффузии и диффузионного термоэффекта для

невырожденных электронов в магнитном поле

3.1. Выражения для тензоров кинетических

коэффициентов в общем виде

Соотношения для потока тепла 𝑞𝑖, и средней направленной (диффузион­

ной) скорости электронов ⟨𝑣𝑖⟩, запишем в виде:

𝑞𝑖 = −𝜆𝑖𝑗
𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑗
− 𝑛𝑒

𝐺5/2

𝐺3/2
𝜈𝑖𝑗𝑑𝑗 = 𝑞

(𝐴)
𝑖 + 𝑞

(𝐷)
𝑖 , (3.1)

⟨𝑣𝑖⟩ = −𝜇𝑖𝑗
𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑗
− 𝑛𝑒

𝐺5/2

𝐺3/2
𝜂𝑖𝑗𝑑𝑗 = ⟨𝑣(𝐴)

𝑖 ⟩+ ⟨𝑣(𝐷)
𝑖 ⟩, (3.2)

где 𝜆𝑖𝑗 и 𝜈𝑖𝑗 - тензоры теплопроводности и диффузионного термоэффекта,

а 𝜇𝑖𝑗 и 𝜂𝑖𝑗 - тензоры термодиффузии и диффузии соответственно [25], [62]. Тен­

зоры коэффициентов переноса из (3.1), (3.2), (1.31), (1.32) запишем отдельно в

виде:

𝜆𝑖𝑘 =
5

2

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒

𝐺5/2

𝐺3/2

{︂[︂
𝑎10 −

(︂
7

2

𝐺7/2

𝐺5/2
− 5

2

𝐺5/2

𝐺3/2

)︂
𝑎11

]︂
𝛿𝑖𝑘 (3.3)

−𝜀𝑖𝑘𝑛𝐵𝑛

[︂
𝑏10 −

(︂
7

2

𝐺7/2

𝐺5/2
− 5

2

𝐺5/2

𝐺3/2

)︂
𝑏11

]︂
+𝐵𝑖𝐵𝑘

[︂
𝑐10 −

(︂
7

2

𝐺7/2

𝐺5/2
− 5

2

𝐺5/2

𝐺3/2

)︂
𝑐11

]︂}︂
,

𝜈𝑖𝑘 =
5

2

𝑘2𝑇 2𝑛𝑒

𝑚𝑒

𝐺5/2

𝐺3/2

{︂[︂
𝑑10 −

(︂
7

2

𝐺7/2

𝐺5/2
− 5

2

𝐺5/2

𝐺3/2

)︂
𝑑11

]︂
𝛿𝑖𝑘 (3.4)
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−𝜀𝑖𝑘𝑛𝐵𝑛

[︂
𝑒10 −

(︂
7

2

𝐺7/2

𝐺5/2
− 5

2

𝐺5/2

𝐺3/2

)︂
𝑒11

]︂
+𝐵𝑖𝐵𝑘

[︂
𝑧10 −

(︂
7

2

𝐺7/2

𝐺5/2
− 5

2

𝐺5/2

𝐺3/2

)︂
𝑧11

]︂}︂
,

𝜇𝑖𝑘 =
𝑘

𝑚𝑒

{︀
𝑎10𝛿𝑖𝑘 − 𝜀𝑖𝑘𝑛𝐵𝑛𝑏

1
0 +𝐵𝑖𝐵𝑘𝑐

1
0

}︀
, (3.5)

𝜂𝑖𝑘 =
𝑘𝑇

𝑚𝑒

{︀
𝑑10𝛿𝑖𝑘 − 𝜀𝑖𝑘𝑛𝐵𝑛𝑒

1
0 +𝐵𝑖𝐵𝑘𝑧

1
0

}︀
. (3.6)

Для невырожденных электронов тензоры теплопроводности и диффузион­

ного термоэффекта выглядят следующим образом:

𝜆𝑖𝑘 =
5

2

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒

{︀[︀
𝑎10 − 𝑎11

]︀
𝛿𝑖𝑘 − 𝜀𝑖𝑘𝑛𝐵𝑛

[︀
𝑏10 − 𝑏11

]︀
+𝐵𝑖𝐵𝑘

[︀
𝑐10 − 𝑐11

]︀}︀
, (3.7)

𝜈𝑖𝑘 =
5

2

𝑘2𝑇 2𝑛𝑒

𝑚𝑒

{︀[︀
𝑑10 − 𝑑11

]︀
𝛿𝑖𝑘 − 𝜀𝑖𝑘𝑛𝐵𝑛

[︀
𝑒10 − 𝑒11

]︀
+𝐵𝑖𝐵𝑘

[︀
𝑧10 − 𝑧11

]︀}︀
. (3.8)

Здесь 𝑎10, 𝑏10 есть действительные и мнимые части коэффициента 𝑎0:

𝑎0 = 𝑎10 + 𝑖𝐵𝑏10, 𝑎1 = 𝑎11 + 𝑖𝐵𝑏11,

𝐵2 𝑐10 = (𝑎10)𝐵=0 − 𝑎10, 𝐵2 𝑐11 = (𝑎11)𝐵=0 − 𝑎11.
(3.9)

а 𝑑10, 𝑒10, 𝑑11, 𝑒11 есть действительные и мнимые части коэффициентов 𝑑0, 𝑑1.

𝑑0 = 𝑑10 + 𝑖𝐵𝑒10, 𝑑1 = 𝑑11 + 𝑖𝐵𝑒11,

𝐵2 𝑧10 = (𝑑10)𝐵=0 − 𝑑10, 𝐵2 𝑧11 = (𝑑11)𝐵=0 − 𝑑11.
(3.10)

Чтобы найти коэффициенты 𝑎0, 𝑎1, 𝑑0, 𝑑1 для произвольного вырождения

электронов, необходимо решить систему уравнений (1.33), (1.34) с матричны­

ми элементами 𝑏𝑗𝑘 из (2.7)–(2.12) и матричными элементами 𝑎𝑗𝑘 из параграфа

2.2. В случае произвольного вырождения электронов коэффициенты в четы­

рёх тензорах, определяющих перенос тепла и электрического тока в плотной
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плазме, могут быть вычислены только численно. В двух предельных случаях

для невырожденных и сильно вырожденных электронах результаты находятся

аналитически.

3.2. Тензоры теплопроводности и термодиффузии для

невырожденных электронов

Система для 3х-полиномиального решения для электронов в присутствии

магнитного поля, согласно (1.33), с учетом (2.28)–(2.33),(2.78)–(2.80), записыва­

ется как⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 = −3

2
𝑖𝜔𝜏𝑛𝑑𝑎0 +

3

2
𝑎0 +

9

4
𝑎1 +

45

16
𝑎2

−15

4
𝜏𝑛𝑑 = −15

4
𝑖𝜔𝜏𝑛𝑑𝑎1 +

9

4
𝑎0 +

3

2

(︃
13

4
+

√
2

𝑍

)︃
𝑎1 +

9

8

(︃
23

4
+

√
2

𝑍

)︃
𝑎2

0 = −105

16
𝑖𝜔𝜏𝑛𝑑𝑎2 +

45

16
𝑎0 +

9

8

(︃
23

4
+

√
2

𝑍

)︃
𝑎1 +

3

32

(︃
433

4
+

45
√
2

𝑍

)︃
𝑎2

(3.11)

Два первых уравнения при 𝑎2 = 0 определяют 2-полиномиальное приближение,

давая с учетом (3.7) и (3.5) следующие результаты для случая 𝐵 = 0:

𝑎0 =
15

4

𝜏𝑛𝑑

1 +
√
2/𝑍

, 𝑎1 = −5

2

𝜏𝑛𝑑

1 +
√
2/𝑍

, (3.12)

𝜇
(2)
𝑛𝑑 =

15

4

𝑘

𝑚𝑒

𝜏𝑛𝑑

1 +
√
2/𝑍

= 3.75
𝑘

𝑚𝑒

𝜏𝑛𝑑

1 +
√
2/𝑍

, (3.13)

𝜆
(2)
𝑛𝑑 =

125

8

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒

𝜏𝑛𝑑

1 +
√
2/𝑍

= 15.63
𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒

𝜏𝑛𝑑

1 +
√
2/𝑍

. (3.14)

Эти результаты совпадают с результатами, полученными в [32].

В 3-полиномиальном приближении мы получаем решение (3.11) для 𝑎0, 𝑎1,

соответственно коэффициенты термодиффузии и теплопроводности для случая

𝐵 = 0, с учетом (3.7) и (3.5), можно записать в виде:
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𝑎0 =
165

32

1 + 15
√
2/(11𝑍)

1 + 61
√
2/(16𝑍) + 9/(2𝑍2)

𝜏𝑛𝑑,

𝑎1 = −65

8

1 + 45
√
2/(52𝑍)

1 + 61
√
2/(16𝑍) + 9/(2𝑍2)

𝜏𝑛𝑑.

(3.15)

Тогда коэффициенты теплопроводности и термодиффузии можно запи­

сать в явном виде:

𝜇
(3)
𝑛𝑑 = 5.1563

𝑘

𝑚𝑒

1 + 15
√
2/(11𝑍)

1 + 61
√
2/(16𝑍) + 9/(2𝑍2)

𝜏𝑛𝑑, (3.16)

𝜆
(3)
𝑛𝑑 =

2125

64

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒

1 + 18
√
2/(17𝑍)

1 + 61
√
2/(16𝑍) + 9/(2𝑍2)

𝜏𝑛𝑑 =

= 33.20
𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒

1 + 18
√
2/(17𝑍)

1 + 61
√
2/(16𝑍) + 9/(2𝑍2)

𝜏𝑛𝑑. (3.17)

Величина

𝑄 =
64𝑚𝑒𝜆

(3)
𝑛𝑑

2125𝑘2𝑇𝑛𝑒𝜏𝑛𝑑
=

1 + 18
√
2/(17𝑍)

1 + 61
√
2/(16𝑍) + 9/(2𝑍2)

, (3.18)

показывающая, насколько невырожденные электрон-электронные столкновения

уменьшают коэффициент теплопроводности при 𝐵 = 0, представлена в табли­

це 3.1 для различных значений 𝑍.

Величина

𝑉 =
32𝑚𝑒𝜇

(3)
𝑛𝑑

165𝑘𝜏𝑛𝑑
=

1 + 15
√
2/(11𝑍)

1 + 61
√
2/(16𝑍) + 9/(2𝑍2)

, (3.19)

показывающая, насколько невырожденные электрон-электронные столкновения

уменьшают коэффициент термодиффузии при 𝐵 = 0, представлена в табли­

це 3.2 для различных значений 𝑍.
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В 2-полиномиальном приближении, принимая 𝑎2 = 0, мы получаем реше­

ние системы (3.11) в виде:

𝑎0 =
15

4
𝜏𝑛𝑑

[︃
1 +

√
2

𝑍
− 5

2
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑 −

(︃
23

4
+

√
2

𝑍

)︃
𝑖𝜔𝜏𝑛𝑑

]︃−1

, (3.20)

𝑎1 = −5

2
𝜏𝑛𝑑(1− 𝑖𝜔𝜏𝑛𝑑)

[︃
1 +

√
2

𝑍
− 5

2
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑 −

(︃
23

4
+

√
2

𝑍

)︃
𝑖𝜔𝜏𝑛𝑑

]︃−1

, (3.21)

𝑎10 =
15

4
𝜏𝑛𝑑

(︃
1 +

√
2

𝑍
− 5

2
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑

)︃
𝜁, (3.22)

𝑏10 =
15

4

𝜔𝜏 2𝑛𝑑
𝐵

(︃
23

4
+

√
2

𝑍

)︃
𝜁, (3.23)

𝑎11 = −5

2
𝜏𝑛𝑑

(︃
1 +

√
2

𝑍
+

(︃
13

4
+

√
2

𝑍

)︃
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑

)︃
𝜁, (3.24)

𝑏11 = −5

2

𝜔𝜏 2𝑛𝑑
𝐵

(︂
19

4
+

5

2
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑

)︂
𝜁, (3.25)

где коэффициент

𝜁 =

⎡⎣(︃1 + √
2

𝑍

)︃2

+

(︃
449

16
+

13

2

√
2

𝑍
+

2

𝑍2

)︃
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑 +

25

4
𝜔4𝜏 4𝑛𝑑

⎤⎦−1

. (3.26)

В 3-полиномиальном приближении решение системы (3.77) имеет вид:

𝑎0 =
165

32
𝜏𝑛𝑑

(︃
1 +

15
√
2

11𝑍
− 35

11
𝑖𝜔𝜏𝑛𝑑

)︃
1

𝜁1 − 𝑖𝜔𝜏𝑛𝑑𝜁2
, (3.27)

𝑎1 = −65

8
𝜏𝑛𝑑

[︃
1 +

45
√
2

52𝑍
− 35

26
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑 −

(︃
713

208
+

45
√
2

52𝑍

)︃
𝑖𝜔𝜏𝑛𝑑

]︃
1

𝜁1 − 𝑖𝜔𝜏𝑛𝑑𝜁2
,

(3.28)
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𝑎10 =
165

32
𝜏𝑛𝑑

[︃(︃
1 +

15
√
2

11𝑍

)︃
𝜁1 +

35

11
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑𝜁2

]︃
1

𝜁21 + 𝜔2𝜏 2𝑛𝑑𝜁
2
2

, (3.29)

𝑏10 =
165

32

𝜔𝜏 2𝑛𝑑
𝐵

[︃
−35

11
𝜁1 +

(︃
1 +

15
√
2

11𝑍

)︃
𝜁2

]︃
1

𝜁21 + 𝜔2𝜏 2𝑛𝑑𝜁
2
2

, (3.30)

𝑎11 = −65

8
𝜏𝑛𝑑

[︃(︃
1 +

45
√
2

52𝑍
− 35

26
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑

)︃
𝜁1 (3.31)

+

(︃
713

208
+

45
√
2

52𝑍

)︃
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑𝜁2

]︃
1

𝜁21 + 𝜔2𝜏 2𝑛𝑑𝜁
2
2

,

𝑏11 = −65

8

𝜔𝜏 2𝑛𝑑
𝐵

[︃(︃
1 +

45
√
2

52𝑍
− 35

26
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑

)︃
𝜁2 (3.32)

−

(︃
713

208
+

45
√
2

52𝑍

)︃
𝜁1

]︃
1

𝜁21 + 𝜔2𝜏 2𝑛𝑑𝜁
2
2

,

где

𝜁1 = 1 +
61
√
2

16𝑍
+

9

2𝑍2
−

(︃
5385

128
+

365
√
2

32𝑍

)︃
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑, (3.33)

𝜁2 =

(︃
1017

64
+

667
√
2

32𝑍
+

9

2𝑍2
− 175

16
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑

)︃
. (3.34)

Значения 𝑐10 и 𝑐11 в 2- и 3-полиномиальном приближении определяются с исполь­

зованием (3.9).

Диффузионная скорость ⟨𝑣𝐴𝑖 ⟩ из (3.2), (3.5) может быть записана в виде:

⟨𝑣𝐴𝑖 ⟩ = − 𝑘

𝑚𝑒

[︀
𝑎10𝛿𝑖𝑘 − 𝜀𝑖𝑘𝑛𝐵𝑛𝑏

1
0 +𝐵𝑖𝐵𝑘𝑐

1
0

]︀ 𝜕𝑇
𝜕𝑟𝑘

= ⟨𝑣𝐴𝑖 ⟩(1) + ⟨𝑣𝐴𝑖 ⟩(2) + ⟨𝑣𝐴𝑖 ⟩(3), (3.35)

где

⟨𝑣𝐴𝑖 ⟩(1) = − 𝑘

𝑚𝑒
𝑎10
𝜕𝑇

𝜕𝑟𝑖
= −𝜇

(1)
𝑛𝑑

𝜕𝑇

𝜕𝑟𝑖
, (3.36)

⟨𝑣𝐴𝑖 ⟩(2) =
𝑘

𝑚𝑒
𝜀𝑖𝑘𝑛𝐵𝑛𝑏

1
0

𝜕𝑇

𝜕𝑟𝑘
= 𝜀𝑖𝑘𝑛𝐵𝑛𝜇

(2)
𝑛𝑑

𝜕𝑇

𝜕𝑟𝑘
, (3.37)

⟨𝑣𝐴𝑖 ⟩(3) = − 𝑘

𝑚𝑒
𝐵𝑖𝐵𝑘𝑐

1
0

𝜕𝑇

𝜕𝑟𝑘
= −𝐵𝑖𝐵𝑘𝜇

(3)
𝑛𝑑

𝜕𝑇

𝜕𝑟𝑘
. (3.38)
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Для 2-полиномиального приближения получаем коэффициенты тензора термо­

диффузии:

𝜇
(12)
𝑛𝑑 =

𝑘

𝑚𝑒
𝑎10 =

15

4

𝑘

𝑚𝑒
𝜏𝑛𝑑

1 +

√
2

𝑍
− 5

2
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑(︃

1 +

√
2

𝑍

)︃2

+

(︃
449

16
+

13

2

√
2

𝑍
+

2

𝑍2

)︃
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑 +

25

4
𝜔4𝜏 4𝑛𝑑

,

(3.39)

𝜇
(22)
𝑛𝑑 = − 𝑘

𝑚𝑒
𝑏10 = (3.40)

−15

4

𝑘

𝑚𝑒

𝜔𝜏 2𝑛𝑑
𝐵

23

4
+

√
2

𝑍(︃
1 +

√
2

𝑍

)︃2

+

(︃
449

16
+

13

2

√
2

𝑍
+

2

𝑍2

)︃
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑 +

25

4
𝜔4𝜏 4𝑛𝑑

,

𝐵2𝜇
(32)
𝑛𝑑 = 𝜇

(12)
𝑛𝑑 (𝐵 = 0)− 𝜇

(12)
𝑛𝑑 . (3.41)

Выражения для коэффициентов термодиффузии в 3-полиномиальном прибли­

жении могут быть записаны явно, с использованием (3.29)–(3.30):

𝜇
(13)
𝑛𝑑 =

𝑘

𝑚𝑒
𝑎10 =

165

32

𝑘

𝑚𝑒
𝜏𝑛𝑑

(1 + 15
√
2

11𝑍 )𝜁1 +
35
11𝜔

2𝜏 2𝑛𝑑𝜁2

𝜁21 + 𝜔2𝜏 2𝜁22
, (3.42)

𝜇
(23)
𝑛𝑑 = − 𝑘

𝑚𝑒
𝑏10 = −165

32

𝑘

𝑚𝑒

𝜔𝜏 2𝑛𝑑
𝐵

−35
11𝜁1 + (1 + 15

√
2

11𝑍 )𝜁2

𝜁21 + 𝜔2𝜏 2𝜁22
, (3.43)

𝐵2𝜇
(33)
𝑛𝑑 = 𝜇

(13)
𝑛𝑑 (𝐵 = 0)− 𝜇

(13)
𝑛𝑑 . (3.44)

Пользуясь (3.5), можно получить другую форму записи компонентов тен­

зора термодиффузии в магнитном поле. Три компоненты теплового потока:

параллельная ⟨𝑣𝐴𝑖 ⟩||, перпендикулярная ⟨𝑣𝐴𝑖 ⟩⊥ к магнитному полю B, и компо­

нента Холла ⟨𝑣𝐴𝑖 ⟩hall, перпендикулярная к обоим векторам ∇𝑇 и B, с учетом

(3.14) или (3.17) определяются соотношениями:
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⟨𝑣𝐴𝑖 ⟩|| = −𝜇||∇𝑇||,

𝜇|| =
𝑘

𝑚𝑒
[𝑎10 +𝐵2𝑐10] = 𝜇𝑛𝑑, (3.45)

⟨𝑣𝐴𝑖 ⟩⊥ = −𝜇⊥∇𝑇⊥, 𝜇⊥ =
𝑘

𝑚𝑒
𝑎10, (3.46)

⟨𝑣𝐴𝑖 ⟩hall = −𝜇hall
∇𝑇 ×B

𝐵
, 𝜇hall = − 𝑘

𝑚𝑒
𝐵𝑏10. (3.47)

Различие между 2- и 3-полиномиальным приближением можно охарактеризо­

вать сравнением величин 𝑉
(2)
⊥ и 𝑉

(3)
⊥ :

𝑉
(2)
⊥ =

𝜇
(12)
𝑛𝑑

𝜇
(3)
𝑛𝑑

, 𝑉
(3)
⊥ =

𝜇
(13)
𝑛𝑑

𝜇
(3)
𝑛𝑑

, (3.48)

где 𝜇
(12)
𝑛𝑑 определяется в (3.39), 𝜇(3)

𝑛𝑑 определяется в (3.17) и 𝜇
(13)
𝑛𝑑 определяется

в (3.42). Функции 𝑉
(2)
⊥ (𝜔𝜏𝑛𝑑), 𝑉

(3)
⊥ (𝜔𝜏𝑛𝑑) представлены на рисунке 3.1 для уг­

лерода, 𝑍 = 6. На данном графике имеем 𝑉
(2)
⊥ = 0.3531 и 𝑉

(3)
⊥ = 0.1754, при

𝜔𝜏 = 0.25.

Тепловой поток 𝑞𝑖 из (1.10), (3.7) может быть записан в виде:

𝑞𝑖 = −5

2

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒

[︀
(𝑎10 − 𝑎11)𝛿𝑖𝑘 − 𝜀𝑖𝑘𝑛𝐵𝑛(𝑏

1
0 − 𝑏11) +𝐵𝑖𝐵𝑘(𝑐

1
0 − 𝑐11)

]︀ 𝜕𝑇
𝜕𝑟𝑘

= (3.49)

= 𝑞
(1)
𝑖 + 𝑞

(2)
𝑖 + 𝑞

(3)
𝑖 ,

𝑞
(1)
𝑖 = −5

2

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
(𝑎10 − 𝑎11)

𝜕𝑇

𝜕𝑟𝑖
= −𝜆

(1)
𝑛𝑑

𝜕𝑇

𝜕𝑟𝑖
, (3.50)

𝑞
(2)
𝑖 =

5

2

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
𝜀𝑖𝑘𝑛𝐵𝑛(𝑏

1
0 − 𝑏11)

𝜕𝑇

𝜕𝑟𝑘
= 𝜀𝑖𝑘𝑛𝐵𝑛𝜆

(2)
𝑛𝑑

𝜕𝑇

𝜕𝑟𝑘
, (3.51)

𝑞
(3)
𝑖 = −5

2

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
𝐵𝑖𝐵𝑘(𝑐

1
0 − 𝑐11)

𝜕𝑇

𝜕𝑟𝑘
= −𝐵𝑖𝐵𝑘𝜆

(3)
𝑛𝑑

𝜕𝑇

𝜕𝑟𝑘
. (3.52)
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Рис. 3.1. Сравнение 2- и 3-полиномиального приближения коэффициента термодиффу­

зии для невырожденной углеродной плазмы при 𝑍 = 6 для различных 𝜔𝜏 . Сплошной

линией показаны результаты для трёхполиномиального приближения, штриховой пока­

заны результаты для двухполиномиального приближения.

Для 2-полиномиального приближения получаем

𝜆
(12)
𝑛𝑑 =

5

2

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
(𝑎10 − 𝑎11) =

=
25

4

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
𝜏𝑛𝑑

5

2

(︃
1 +

√
2

𝑍

)︃
+

(︃
−1

2
+

√
2

𝑍

)︃
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑(︃

1 +

√
2

𝑍

)︃2

+

(︃
449

16
+

13

2

√
2

𝑍
+

2

𝑍2

)︃
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑 +

25

4
𝜔4𝜏 4𝑛𝑑

, (3.53)
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𝜆
(22)
𝑛𝑑 = −5

2

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
(𝑏10 − 𝑏11) =

= −25

4

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒

𝜔𝜏 2𝑛𝑑
𝐵

107

8
+

3
√
2

2𝑍
+

5

2
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑(︃

1 +

√
2

𝑍

)︃2

+

(︃
449

16
+

13

2

√
2

𝑍
+

2

𝑍2

)︃
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑 +

25

4
𝜔4𝜏 4𝑛𝑑

, (3.54)

𝐵2𝜆
(32)
𝑛𝑑 = 𝜆

(12)
𝑛𝑑 (𝐵 = 0)− 𝜆

(12)
𝑛𝑑 . (3.55)

Выражения для коэффициентов теплопроводности в 3-полиномиальном могут

быть записаны явно, с использованием (3.29)–(3.32):

𝜆
(13)
𝑛𝑑 =

5

2

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
(𝑎10 − 𝑎11) = (3.56)

2125

64

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
𝜏𝑛𝑑

(1 + 18
√
2

17𝑍 − 14
17𝜔

2𝜏 2𝑛𝑑)𝜁1 + (1133340 + 9
√
2

17𝑍 )𝜔
2𝜏 2𝑛𝑑𝜁2

𝜁21 + 𝜔2𝜏 2𝜁22
,

𝜆
(23)
𝑛𝑑 = −5

2

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
(𝑏10 − 𝑏11) = (3.57)

−2125

64

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒

𝜔𝜏 2𝑛𝑑
𝐵

(1 + 18
√
2

17𝑍 − 14
17𝜔

2𝜏 2)𝜁2 − (1133340 + 9
√
2

17𝑍 )𝜁1

𝜁21 + 𝜔2𝜏 2𝜁22
,

𝐵2𝜆
(33)
𝑛𝑑 = 𝜆

(13)
𝑛𝑑 (𝐵 = 0)− 𝜆

(13)
𝑛𝑑 . (3.58)

Аналогично термодиффузии, для теплопроводности, пользуясь (3.7), мож­

но получить другую форму записи компонентов тензора в магнитном поле. Три

компоненты теплового потока: параллельная 𝑞||, перпендикулярная 𝑞⊥ к магнит­

ному полю B, и компонента Холла 𝑞hall, перпендикулярная к обоим векторам

∇𝑇 и B, с учетом (3.14) или (3.17) определяются соотношениями:

𝑞|| = −𝜆||∇𝑇||,
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𝜆|| =
5

2

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
[𝑎10 − 𝑎11 +𝐵2(𝑐10 − 𝑐11)] = 𝜆𝑛𝑑, (3.59)

𝑞⊥ = −𝜆⊥∇𝑇⊥, 𝜆⊥ =
5

2

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
(𝑎10 − 𝑎11), (3.60)

𝑞hall = −𝜆hall
∇𝑇 ×B

𝐵
, 𝜆hall =

5

2

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
𝐵(𝑏10 − 𝑏11). (3.61)

Результаты для двух полиномов совпадают с соответствующими результатами,

полученными в [32, 33].

Различие между 2- и 3-полиномиальным приближением можно охаракте­

ризовать сравнением величин 𝑄
(2)
⊥ и 𝑄

(3)
⊥ на рисунке 3.2:

𝑄
(2)
⊥ =

𝜆
(12)
𝑛𝑑

𝜆
(3)
𝑛𝑑

, 𝑄
(3)
⊥ =

𝜆
(13)
𝑛𝑑

𝜆
(3)
𝑛𝑑

, (3.62)

где 𝜆
(12)
𝑛𝑑 определяется в (3.53), 𝜆(3)

𝑛𝑑 определяется в (3.17) и 𝜆
(13)
𝑛𝑑 определяется в

(3.50), (3.29), (3.31) таким же образом, как 𝜆
(12)
𝑛𝑑 . Функции 𝑄

(2)
⊥ (𝜔𝜏𝑛𝑑), 𝑄

(3)
⊥ (𝜔𝜏𝑛𝑑)

представлены на рисунке 3.2 для углерода, 𝑍 = 6. На данном графике имеем

𝑄
(2)
⊥ = 0.023 и 𝑄

(3)
⊥ = 0.014, при 𝜔𝜏 = 1.

3.3. Сравнение точного решения для теплопроводности и

термодиффузии в приближении Лоренца с

полиномиальным разложением

3.3.1. Точное решение в приближении Лоренца

Приближение Лоренца для решения кинетического уравнения применимо,

когда масса легких частиц (электронов) намного меньше, чем масса тяжелых

частиц (ядер), и, кроме того, можно пренебречь электрон-электронными столк­

новениями. В этом приближении линеаризованное уравнение Больцмана имеет

точное решение. Данное приближение хорошо работает для переноса в металле,
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Рис. 3.2. Сравнение 2- и 3-полиномиального приближения коэффициента теплопроводности

для невырожденной углеродной плазмы при 𝑍 = 6 для различных 𝜔𝜏 .

где сильное электронное вырождение позволяет пренебречь электрон-электрон­

ными столкновениями. Приближение Лоренца полезно для проверки прибли­

женного полиномиального решения, поскольку дает возможность проследить

за сходимостью приближенного решения к точному с увеличением степени по­

линомов. Решение в приближении Лоренца рассматривалось в разных подходах

[21, 63, 46, 64, 65, 66, 67], см. также [59].

Точное решение в явном виде для приближения Лоренца получено для

случая 𝐵 = 0. Если мы полагаем, что тепловой поток связан с градиентом

температуры при нулевом значении вектора дифффузии 𝑑𝑖 из (1.19), (1.20), то

получаем выражение для теплового потока из [59] в виде

𝑞𝑖 = −640𝑘

Λ

𝑚𝑒(𝑘𝑇 )
4

𝑛𝑁𝑍2𝑒4ℎ3

(︂
𝐺5 −

1

2

𝐺5/2

𝐺3/2
𝐺4

)︂
𝜕𝑇

𝜕𝑟i
. (3.63)
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Здесь 𝐺𝑖 - интеграл Ферми, см. [59]. В предельных случаях коэффициент в

(3.63) сводится к

𝜆𝑙
𝑒 =

40
√
2

𝜋3/2Λ
𝑘
𝑛𝑒

𝑛𝑁

(𝑘𝑇 )5/2

e4𝑍2
√
𝑚𝑒

=
320

3𝜋

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
𝜏𝑛𝑑 (𝑁𝐷)

=
5

64Λ

𝑘2𝑇𝑛2
eℎ

3

𝑚2
e𝑛𝑁𝑍2𝑒4

=
5𝜋2

6

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
𝜏𝑑 (𝐷). (3.64)

Средняя диффузионная скорость при B = 0:

⟨𝑣𝐴𝑖 ⟩ = −128𝑘

Λ

𝑚𝑒(𝑘𝑇 )
3

𝑛𝑁𝑛𝑒𝑍2𝑒4ℎ3

(︂
𝐺4 −

5

8

𝐺5/2

𝐺3/2
𝐺3

)︂
𝜕𝑇

𝜕𝑟i
. (3.65)

В предельных случаях коэффициент 𝜇 в (3.65) сводится к

𝜇𝑙
𝑒 =

12𝑘

𝜋3/2Λ𝑛𝑁

(𝑘𝑇 )3/2

e4𝑍2
√
2𝑚𝑒

=
16𝑘

𝑚𝑒𝜋
𝜏𝑛𝑑 (𝑁𝐷)

=
2

3Λ

𝑘2𝑇𝜋ℎ

𝑛𝑒𝑛𝑁𝑍2𝑒4𝑚𝑒

(︂
3𝑛𝑒

8𝜋

)︂4/3

=
4𝜋3

3

𝑘2𝑇

𝑛𝑒ℎ2

(︂
3𝑛𝑒

𝜋

)︂1/3

𝜏𝑑 (𝐷).

(3.66)

Точные формулы в модели Лоренца используются [21] для оценки точности

полиномиального приближения. Вклад электрон-электронных столкновений в

коэффициент термодиффузии для различных 𝑍 можно оценить из графика

нормированных 3-полиномиальных коэффициентов термодиффузии в направ­

лении, перпендикулярном к магнитному полю, введя величину 𝑉
(3𝑙)
⊥ , определя­

емую как

𝑉
(3𝑙)
⊥ =

𝜇
(13)
𝑛𝑑

𝜇𝑙
𝑒,𝑛𝑑

. (3.67)

Здесь 𝜇𝑙
𝑒,𝑛𝑑 взято из верхней строчки в (3.66). Кривые для различных 𝑍, вклю­

чая 𝑍 = ∞, относящиеся к приближению Лорентца, изображены на рисун­

ке 3.4. Пересечение графиков с осью 𝑦 на рисунке 3.4 происходит в точках,
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данных в таблице 3.2, умноженных на 𝜇
(3)
𝑛𝑑/𝜇

𝑙
𝑒,𝑛𝑑 = 1.0124. При 𝜔𝜏 = 0.25 име­

ем 𝑉
(3𝑙)
⊥ = 0.0824, 0.0908, 0.1159, 0.0025 для 𝑍 = ∞, 26, 6, 2 соответственно.

Ещё раз необходимо подчеркнуть, что коэффициент теплопроводности в

(3.64) определяет значение теплового потока при нулевом значении вектора

диффузии 𝑑𝑖 = 0. Часто коэффициент теплопроводности записывают для слу­

чая с нулевой скоростью диффузии ⟨𝑣𝛼𝑖⟩ = 0 [21, 59]. Когда коэффициенты

теплопроводности и диффузии вычисляются одновременно, тепловой и диффу­

зионный потоки рассчитываются без каких-либо ограничения на вектор диф­

фузии или скорость диффузии.

Аналогично (3.67), оценим вклад электрон-электронных столкновений в

коэффициент теплопроводности для различных 𝑍 из графика нормированных

3-полиномиальных коэффициентов теплопроводности в направлении, перпенди­

кулярном к магнитному полю, введя величину 𝑄
(3𝑙)
⊥ :

𝑄
(3𝑙)
⊥ =

𝜆
(13)
𝑛𝑑

𝜆𝑙
𝑒,𝑛𝑑

. (3.68)

Здесь 𝜆𝑙
𝑒,𝑛𝑑 взято из верхней строчки в (3.64). Кривые для различных 𝑍, вклю­

чая 𝑍 = ∞, относящиеся к приближению Лоренца, изображены на рисунке

3.3. Пересечение графиков с осью 𝑦 на рисунке 3.3 происходит в точках, дан­

ных в таблице 3.1, умноженных на 𝜆
(3)
𝑛𝑑/𝜆

𝑙
𝑒,𝑛𝑑 = 0.978. При 𝜔𝜏 = 1 имеем

𝑄
(3𝑙)
⊥ = 0.0053, 0.0060, 0.0083, 0.014 для 𝑍 = ∞, 26, 6, 2 соответственно.

Таблица 3.1. Значения 𝑄 для различных химических элементов: водород (Z=1); гелий (Z=2);

углерод (Z=6); кислород (Z=8); железо (Z=26), ожидаемые для наружных слоев белых кар­

ликов и нейтронных звезд.

Z 1 2 6 8 26 ∞

Q 0.23 0.365 0.62 0.68 0.87 1
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Таблица 3.2. Значения 𝑉 для различных химических элементов: водород (Z=1); гелий (Z=2);

углерод (Z=6); кислород (Z=8); железо (Z=26), ожидаемые для наружных слоев белых кар­

ликов и нейтронных звезд.

Z 1 2 6 8 26 ∞

V 0.268 0.407 0.653 0.712 0.885 1

3.3.2. Вычисления полиномов без учета столкновений между

электронами

Чтобы проверить точность полиномиального приближения для коэффици­

ентов теплопроводности и термодиффузии, необходимо сравнить их с коэффи­

циентами, полученными как точное решение в приближении Лоренца. В отсут­

ствии магнитного поля с 𝑎𝑗𝑘 = 0 система (1.33) в приближении невырожденных

электронов сводится к:

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0 = 𝑎0𝑏00 + 𝑎1𝑏01 + 𝑎2𝑏02,

−15

4
𝑛𝑒 = 𝑎0𝑏10 + 𝑎1𝑏11 + 𝑎2𝑏12,

0 = 𝑎0𝑏20 + 𝑎1𝑏21 + 𝑎2𝑏22.

(3.69)

С учетом (2.28)–(2.33) запишем данную систему как:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
0 =

3

2
𝑎0 +

9

4
𝑎1 +

45

16
𝑎2,

−15

4
𝜏𝑛𝑑 =

9

4
𝑎0 +

39

8
𝑎1 +

207

32
𝑎2,

0 =
45

16
𝑎0 +

207

32
𝑎1 +

1299

128
𝑎2.

(3.70)

Эта система записывается для 3-полиномиального приближения. Два первых

уравнения при 𝑎2 = 0 задают 2-полиномиальное приближение, давая, с учетом
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Рис. 3.3. Представлены графики значений 𝑄
(3𝑙)
⊥ как функции 𝜔𝜏 в 3-полиномиальном

приближении для невырожденной плазмы гелия (𝑍 = 2), углерода (𝑍 = 6), железа

(𝑍 = 26) в сравнении с лоренцевской плазмой, формально отвечающей 𝑍 = ∞. Откло­

нение от лоренцевской плазмы связано с вкладом электрон-электронных столкновений.

Пересечение лоренцевской 3-полиномиальной кривой (Z=∞) с осью 𝑌 при 0.978 связано

с отклонением от точного решения в приближении Лоренца.

(3.5) и (3.7), следующие результаты:

𝑎0 =
15

4
𝜏𝑛𝑑, 𝑎1 = −5

2
𝜏𝑛𝑑, (3.71)

𝜇
(2)
𝑛𝑑𝑙 =

15

4

𝑘

𝑚𝑒
𝜏𝑛𝑑 = 3.75

𝑘

𝑚𝑒
𝜏𝑛𝑑, (3.72)

𝜆
(2)
𝑛𝑑𝑙 =

25

4

5

2

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
𝜏𝑛𝑑 = 15.63

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
𝜏𝑛𝑑.

В 3-полиномиальном приближении мы получаем решение (3.70) для 𝑎0, 𝑎1 и, с

учетом (3.7) и (3.5), коэффициенты теплопроводности и термодиффузии в виде:
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Рис. 3.4. Представлены графики значений 𝑉
(3𝑙)
⊥ как функции 𝜔𝜏 в 3-полиномиальном

приближении для невырожденной плазмы гелия (𝑍 = 2), углерода (𝑍 = 6), железа

(𝑍 = 26) в сравнении с лоренцевской плазмой, формально отвечающей 𝑍 = ∞. Откло­

нение от лоренцевской плазмы связано с вкладом электрон-электронных столкновений.

Пересечение лоренцевской 3-полиномиальной кривой (Z=∞) с осью 𝑌 при 1.0124 свя­

зано с отклонением от точного решения в приближении Лорентца.

𝑎0 =
165

32
𝜏𝑛𝑑, 𝑎1 = −65

8
𝜏𝑛𝑑, (3.73)

𝜇
(3)
𝑛𝑑𝑙 =

165

32

𝑘

𝑚𝑒
𝜏𝑛𝑑 = 5.1563

𝑘

𝑚𝑒
𝜏𝑛𝑑, (3.74)

𝜆
(3)
𝑛𝑑𝑙 =

425

32

5

2

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
𝜏𝑛𝑑 =

2125

64

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
𝜏𝑛𝑑 = 33.20

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
𝜏𝑛𝑑.

Коэффициенты, полученные методом последовательных приближений, следует

сравнить с точными решениями 𝜆
(𝑙)
𝑛𝑑 и 𝜇

(𝑙)
𝑛𝑑, полученными методом Лоренца (3.64)

и (3.66) для невырожденных электронов:
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𝜇
(𝑙)
𝑛𝑑 =

16

𝜋

𝑘

𝑚𝑒
𝜏𝑛𝑑 = 5.0931

𝑘

𝑚𝑒
𝜏𝑛𝑑, (3.75)

𝜆
(𝑙)
𝑛𝑑 =

320

3𝜋

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
𝜏𝑛𝑑 = 33.95

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
𝜏𝑛𝑑. (3.76)

Ясно, что 2-полиномиальное решение недооценивает коэффициент термо­

диффузии на 26 %, а 3-полиномиальное решение переоценивает приблизительно

на 1.3%.

Из формул (3.72), (3.74), (3.76) видно, что 2-полиномиальное решение недо­

оценивает коэффициент теплопроводности более, чем на 50%, а 3-полиномиаль­

ное решение отличается от точного приблизительно на 2.2%. Уравнения в слу­

чае 3-полиномиального приближения в присутствии магнитного поля получены

с учетом (2.28)–(2.33), (3.70) в виде:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
0 = −3

2
𝑖𝜔𝜏𝑛𝑑𝑎0 +

3

2
𝑎0 +

9

4
𝑎1 +

45

16
𝑎2,

−15

4
𝜏𝑛𝑑 = −15

4
𝑖𝜔𝜏𝑛𝑑𝑎1 +

9

4
𝑎0 +

39

8
𝑎1 +

207

32
𝑎2,

0 = −105

16
𝑖𝜔𝜏𝑛𝑑𝑎2 +

45

16
𝑎0 +

207

32
𝑎1 +

1299

128
𝑎2.

(3.77)

Явное решение уравнений (3.77) для 2 и 3-полиномиальных приближений опре­

деляется формулами (3.20)–(3.32) при формально бесконечном значении 𝑍.

3.4. Тензоры диффузии и диффузионного термоэффекта

для невырожденных электронов

Чтобы найти коэффициенты 𝑑0, 𝑑1 для невырожденых электронов, анало­

гично поиску коэффициентов термодиффузии и теплопроводности, необходимо

решить систему уравнений (1.34) с матричными элементами 𝑏𝑗𝑘 из (2.28)–(2.33)

и матричными элементами 𝑎𝑗𝑘 из (2.78)–(2.80).
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Для невырожденных электронов с учётом 3х-полиномиального разложе­

ния, система (1.34) должна быть записана как:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−3

2

𝜏𝑛𝑑
𝑛𝑒

= −3

2
𝑖𝜔𝜏𝑛𝑑𝑑0 +

3

2
𝑑0 +

9

4
𝑑1 +

45

16
𝑑2

0 = −15

4
𝑖𝜔𝜏𝑛𝑑𝑑1 +

9

4
𝑑0 +

3

2

(︃
13

4
+

√
2

𝑍

)︃
𝑑1 +

9

8

(︃
23

4
+

√
2

𝑍

)︃
𝑑2

0 = −105

16
𝑖𝜔𝜏𝑛𝑑𝑑2 +

45

16
𝑑0 +

9

8

(︃
23

4
+

√
2

𝑍

)︃
𝑑1 +

3

32

(︃
433

4
+

45
√
2

𝑍

)︃
𝑑2

(3.78)

Два первых уравнения при 𝑑2 = 0 определяют 2-полиномиальное прибли­

жение, давая с учетом (3.6), (3.8) следующие результаты для случая 𝐵 = 0:

𝑑0 = −𝜏𝑛𝑑
𝑛𝑒

13
4 +

√
2

𝑍

1 +
√
2/𝑍

, 𝑑1 =
3

2

𝜏𝑛𝑑
𝑛𝑒

1

1 +
√
2

𝑍

, (3.79)

𝜂
(2)
𝑛𝑑 = −𝑘𝑇

𝑚𝑒

𝜏𝑛𝑑
𝑛𝑒

13
4 +

√
2

𝑍

1 +
√
2/𝑍

, 𝜈
(2)
𝑛𝑑 = −5

2

𝑘2𝑇 2

𝑚𝑒
𝜏𝑛𝑑

19
4 +

√
2

𝑍

1 +
√
2/𝑍

. (3.80)

Результаты, полученные выше, совпадают с результатами, полученными в

[32].

В 3-полиномиальном приближении и при 𝐵 = 0 мы получаем решение

(3.78) для 𝑑0 и 𝑑1,в виде:

𝑑0 = −𝜏𝑛𝑑
𝑛𝑒

217/64 + 151
√
2/(16𝑍) + 9/(2𝑍2)

1 + 61
√
2/(16𝑍) + 9/(2𝑍2)

, (3.81)

𝑑1 =
𝜏𝑛𝑑
𝑛𝑒

33/16 + 45
√
2/(16𝑍)

1 + 61
√
2/(16𝑍) + 9/(2𝑍2)

, (3.82)

𝜂
(3)
𝑛𝑑 = −𝑘𝑇

𝑚𝑒

𝜏𝑛𝑑
𝑛𝑒

217/64 + 151
√
2/(16𝑍) + 9/(2𝑍2)

1 + 61
√
2/(16𝑍) + 9/(2𝑍2)

, (3.83)

𝜈
(3)
𝑛𝑑 = −5

2

𝑘2𝑇 2

𝑚𝑒

349/64 + 196
√
2/(16𝑍) + 9/(2𝑍2)

1 + 61
√
2/(16𝑍) + 9/(2𝑍2)

𝜏𝑛𝑑. (3.84)
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Величины

𝑈 =
64𝑚𝑒𝑛𝑒𝜂

(3)
𝑛𝑑

217𝑘𝑇𝜏𝑛𝑑
= −1 + 302

√
2/(17𝑍) + 288/(217𝑍2)

1 + 61
√
2/(16𝑍) + 9/(2𝑍2)

, (3.85)

𝑊 =
128𝑚𝑒𝜈

(3)
𝑛𝑑

1745𝑘2𝑇 2𝜏𝑛𝑑
= −1 + 784

√
2/(349𝑍) + 288/(349𝑍2)

1 + 61
√
2/(16𝑍) + 9/(2𝑍2)

, (3.86)

показывающие, насколько невырожденные электрон-электронные столкновения

уменьшают коэффициенты диффузии и диффузионного термоэффекта при 𝐵 =

0, представлены в таблицах 3.3 и 3.4 для различных значений 𝑍.

В 2-полиномиальном приближении с учётом магнитного поля, принимая

𝑑2 = 0, мы получаем решение системы (3.78) в виде:

𝑑0 =

(︃
−13

4
−

√
2

𝑍
+

5

2
𝑖𝜔𝜏𝑛𝑑

)︃
𝜏𝑛𝑑
𝑛𝑒

[︃
1 +

√
2

𝑍
− 5

2
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑 −

(︃
23

4
+

√
2

𝑍

)︃
𝑖𝜔𝜏𝑛𝑑

]︃−1

,

(3.87)

𝑑10 =
𝜏𝑛𝑑
𝑛𝑒

(︃
−13

4
− 17

√
2

4𝑍
− 25

4
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑 −

2

𝑍2

)︃
𝜁, (3.88)

𝑒10 = − 1

𝑛𝑒

𝜔𝜏 2𝑛𝑑
𝐵

(︃
259

16
+

13
√
2

2𝑍
+

2

𝑍2
+

25

4
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑

)︃
𝜁, (3.89)

𝑑1 =
13

4

𝜏𝑛𝑑
𝑛𝑒

[︃
1 +

√
2

𝑍
− 5

2
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑 −

(︃
23

4
+

√
2

𝑍

)︃
𝑖𝜔𝜏𝑛𝑑

]︃−1

, (3.90)

𝑑11 =
𝜏𝑛𝑑
𝑛𝑒

3

2

(︃
1 +

√
2

𝑍
− 5

2
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑

)︃
𝜁, (3.91)

𝑒11 =
1

𝑛𝑒

𝜔𝜏 2𝑛𝑑
𝐵

3

2

(︃
23

4
+

√
2

𝑍

)︃
𝜁, (3.92)

где значения 𝜁, 𝜁1, 𝜁2 определены в (3.26), (3.33), (3.34).
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В 3-полиномиальном приближении решение системы (3.78) имеет вид:

𝑑0 =
𝜏𝑛𝑑
𝑛𝑒

(︃
−217

64
− 151

√
2

16𝑍
− 9

2𝑍2
+

175

16
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑 (3.93)

+𝑖𝜔𝜏𝑛𝑑

(︃
3985

128
+

365
√
2

32𝑍

)︃)︃
1

𝜁1 − 𝑖𝜔𝜏𝑛𝑑𝜁2
,

𝑑10 =
𝜏𝑛𝑑
𝑛𝑒

[︃(︃
−217

64
− 151

√
2

16𝑍
− 9

2𝑍2
+

175

16
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑

)︃
𝜁1 (3.94)

−𝜔2𝜏 2𝑛𝑑

(︃
3985

128
+

365
√
2

32𝑍

)︃
𝜁2

]︃
1

𝜁21 + 𝜔2𝜏 2𝑛𝑑𝜁
2
2

,

𝑒10 =
1

𝑛𝑒

𝜔𝜏 2𝑛𝑑
𝐵

[︃(︃
3985

128
+

365
√
2

32𝑍

)︃
𝜁1− (3.95)(︃

217

64
+

151
√
2

16𝑍
+

9

2𝑍2
− 175

16
𝜔2𝜏 2

)︃
𝜁2

]︃
1

𝜁21 + 𝜔2𝜏 2𝑛𝑑𝜁
2
2

,

𝑑1 =
𝜏𝑛𝑑
𝑛𝑒

(︃
33

16
+

45
√
2

16𝑍
− 105

16
𝑖𝜔𝜏𝑛𝑑

)︃
1

𝜁1 − 𝑖𝜔𝜏𝑛𝑑𝜁2
, (3.96)

𝑑11 =
𝜏𝑛𝑑
𝑛𝑒

[︃(︃
33

16
+

45
√
2

16𝑍

)︃
𝜁1 +

105

16
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑𝜁2

]︃
1

𝜁21 + 𝜔2𝜏 2𝑛𝑑𝜁
2
2

, (3.97)

𝑒11 =
1

𝑛𝑒

𝜔𝜏 2𝑛𝑑
𝐵

[︃
−105

16
𝜁1 +

(︃
33

16
+

45
√
2

16𝑍

)︃
𝜁2

]︃
1

𝜁21 + 𝜔2𝜏 2𝑛𝑑𝜁
2
2

, (3.98)

Значения 𝑧10 в 2-х и 3-полиномиальном приближении определяются с ис­

пользованием (3.10).

Скорость ⟨𝑣𝐷𝑖 ⟩ может быть записана в виде:

⟨𝑣𝐷𝑖 ⟩ = −𝑛𝑒
𝑘𝑇

𝑚𝑒

[︀
𝑑10𝛿𝑖𝑘 − 𝜀𝑖𝑘𝑛𝐵𝑛𝑒

1
0 +𝐵𝑖𝐵𝑘𝑧

1
0

]︀
𝑑𝑘 = ⟨𝑣𝐷𝑖 ⟩(1) + ⟨𝑣𝐷𝑖 ⟩(2) + ⟨𝑣𝐷𝑖 ⟩(3). (3.99)

Поток тепла 𝑞𝐷𝑖 может быть записан как:
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𝑞𝐷𝑖 = −𝑛𝑒
5

2

𝑘2𝑇 2𝑛𝑒

𝑚𝑒

[︀
(𝑑10 − 𝑑11)𝛿𝑖𝑘 − 𝜀𝑖𝑘𝑛𝐵𝑛(𝑒

1
0 − 𝑒11) +𝐵𝑖𝐵𝑘(𝑧

1
0 − 𝑧11)

]︀
𝑑𝑘 = (3.100)

= 𝑞
𝐷(1)
𝑖 + 𝑞

𝐷(2)
𝑖 + 𝑞

𝐷(3)
𝑖 .

Компоненты диффузионной скорости и потока тепла можно выразить че­

рез компоненты тензоров диффузии и диффузионного термоэффекта:

⟨𝑣𝐷𝑖 ⟩(1) = −𝑛𝑒
𝑘𝑇

𝑚𝑒
𝑑10𝑑𝑘 = −𝑛𝑒𝜂

(1)
𝑛𝑑 𝑑𝑘, (3.101)

⟨𝑣𝐷𝑖 ⟩(2) = 𝑛𝑒
𝑘𝑇

𝑚𝑒
𝜀𝑖𝑘𝑛𝐵𝑛𝑒

1
0𝑑𝑘 = 𝑛𝑒𝜀𝑖𝑘𝑛𝐵𝑛𝜂

(2)
𝑛𝑑 𝑑𝑘, (3.102)

⟨𝑣𝐷𝑖 ⟩(3) = −𝑛𝑒
𝑘𝑇

𝑚𝑒
𝐵𝑖𝐵𝑘𝑧

1
0𝑑𝑘 = −𝑛𝑒𝐵𝑖𝐵𝑘𝜂

(3)
𝑛𝑑 𝑑𝑘, (3.103)

𝑞
𝐷(1)
𝑖 = −𝑛𝑒

𝑘2𝑇 2𝑛𝑒

𝑚𝑒
(𝑑10 − 𝑑11)𝛿𝑖𝑘𝑑𝑘 = −𝑛𝑒𝜈

(1)
𝑛𝑑 𝑑𝑘, (3.104)

𝑞
𝐷(2)
𝑖 = 𝑛𝑒

𝑘2𝑇 2𝑛𝑒

𝑚𝑒
𝜀𝑖𝑘𝑛𝐵𝑛(𝑒

1
0 − 𝑒11)𝑑𝑘 = 𝑛𝑒𝜀𝑖𝑘𝑛𝐵𝑛𝜈

(2)
𝑛𝑑 𝑑𝑘, (3.105)

𝑞
𝐷(3)
𝑖 = −𝑛𝑒

𝑘2𝑇 2𝑛𝑒

𝑚𝑒
𝐵𝑖𝐵𝑘(𝑧

1
0 − 𝑧11)𝑑𝑘 = −𝑛𝑒𝐵𝑖𝐵𝑘𝜈

(3)
𝑛𝑑 𝑑𝑘. (3.106)

Для 2-полиномиального приближения получаем:

𝜂
(12)
𝑛𝑑 =

𝑘𝑇

𝑚𝑒
𝑑10 =

𝑘𝑇

𝑚𝑒

𝜏𝑛𝑑
𝑛𝑒

−13

4
− 17

√
2

4𝑍
− 2

𝑍2
− 25

4
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑(︃

1 +

√
2

𝑍

)︃2

+

(︃
449

16
+

13

2

√
2

𝑍
+

2

𝑍2

)︃
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑 +

25

4
𝜔4𝜏 4𝑛𝑑

,

(3.107)

𝜂
(22)
𝑛𝑑 = −𝑘𝑇

𝑚𝑒
𝑒10 (3.108)

= −𝑘𝑇

𝑚𝑒

1

𝑛𝑒

𝜔𝜏 2𝑛𝑑
𝐵

−259

16
− 13

√
2

2𝑍
− 2

𝑍2
− 25

4
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑(︃

1 +

√
2

𝑍

)︃2

+

(︃
449

16
+

13

2

√
2

𝑍
+

2

𝑍2

)︃
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑 +

25

4
𝜔4𝜏 4𝑛𝑑

,
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𝐵2𝜂
(32)
𝑛𝑑 = 𝜂

(12)
𝑛𝑑 (𝐵 = 0)− 𝜂

(12)
𝑛𝑑 . (3.109)

𝜈
(12)
𝑛𝑑 =

5

2

𝑘2𝑇 2𝑛𝑒

𝑚𝑒
(𝑑10 − 𝑑11) (3.110)

=
5

2

𝑘2𝑇 2𝑛𝑒

𝑚𝑒

𝜏𝑛𝑑
𝑛𝑒

−19

4
− 23

√
2

4𝑍
− 2

𝑍2
− 5

2
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑(︃

1 +

√
2

𝑍

)︃2

+

(︃
449

16
+

13

2

√
2

𝑍
+

2

𝑍2

)︃
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑 +

25

4
𝜔4𝜏 4𝑛𝑑

,

𝜈
(22)
𝑛𝑑 = −5

2

𝑘2𝑇 2𝑛𝑒

𝑚𝑒
(𝑒10 − 𝑒11) (3.111)

= −5

2

𝑘2𝑇 2𝑛𝑒

𝑚𝑒

1

𝑛𝑒

𝜔𝜏 2𝑛𝑑
𝐵

−397

16
− 8

√
2

𝑍
− 2

𝑍2
− 25

4
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑(︃

1 +

√
2

𝑍

)︃2

+

(︃
449

16
+

13

2

√
2

𝑍
+

2

𝑍2

)︃
𝜔2𝜏 2𝑛𝑑 +

25

4
𝜔4𝜏 4𝑛𝑑

,

𝐵2𝜈
(32)
𝑛𝑑 = 𝜈

(12)
𝑛𝑑 (𝐵 = 0)− 𝜈

(12)
𝑛𝑑 . (3.112)

Выражения для коэффициентов диффузии в 3-полиномиальном прибли­

жении могут быть записаны явно, с использованием (3.94)–(3.98):

𝜂
(13)
𝑛𝑑 =

𝑘𝑇

𝑚𝑒
𝑑10 =

𝑘𝑇

𝑚𝑒

𝜏𝑛𝑑
𝑛𝑒

(−217
64 − 151

√
2

16𝑍 − 9
2𝑍2 +

175
16 𝜔

2𝜏 2𝑛𝑑)𝜁1 − 𝜔2𝜏 2(3985128 + 365
√
2

32𝑍 )𝜁2

𝜁21 + 𝜔2𝜏 2𝜁22
,

(3.113)

𝜂
(23)
𝑛𝑑 = −𝑘𝑇

𝑚𝑒
𝑒10 = −𝑘𝑇

𝑚𝑒

𝜔𝜏 2𝑛𝑑
𝐵𝑛𝑒

(3985128 + 365
√
2

32𝑍 )𝜁1 − (21764 + 151
√
2

16𝑍 + 9
2𝑍2 − 175

16 𝜔
2𝜏 2𝑛𝑑)𝜁2

𝜁21 + 𝜔2𝜏 2𝜁22
,

(3.114)

𝐵2𝜂
(33)
𝑛𝑑 = 𝜂

(13)
𝑛𝑑 (𝐵 = 0)− 𝜂

(13)
𝑛𝑑 . (3.115)
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Аналогично для диффузионного термоэфффекта:

𝜈
(13)
𝑛𝑑 =

5

2

𝑘2𝑇 2𝑛𝑒

𝑚𝑒
(𝑑10 − 𝑑11) (3.116)

=
5

2

𝑘2𝑇 2𝜏𝑛𝑑
𝑚𝑒

(−349
64 − 49

√
2

4𝑍 − 9
2𝑍2 +

175
16 𝜔

2𝜏 2𝑛𝑑)𝜁1 − 𝜔2𝜏 2(4825128 + 365
√
2

32𝑍 )𝜁2

𝜁21 + 𝜔2𝜏 2𝜁22
,

𝜈
(23)
𝑛𝑑 = −5

2

𝑘2𝑇 2𝑛𝑒

𝑚𝑒
(𝑒10 − 𝑒11) (3.117)

= −5

2

𝑘2𝑇 2

𝑚𝑒

𝜔𝜏 2𝑛𝑑
𝐵

(4825128 + 365
√
2

32𝑍 )𝜁1 − 𝜁2(
349
64 + 196

√
2

16𝑍 + 9
2𝑍2 − 175

16 𝜔
2𝜏 2𝑛𝑑)

𝜁21 + 𝜔2𝜏 2𝜁22
,

𝐵2𝜈
(33)
𝑛𝑑 = 𝜈

(13)
𝑛𝑑 (𝐵 = 0)− 𝜈

(13)
𝑛𝑑 . (3.118)

Получим другую форму записи компонентов тензоров диффузии и диффу­

зионного термоэффекта в магнитном поле аналогично термодиффузии и теп­

лопроводности. Три компоненты теплового потока и диффузионной скорости:

параллельные ⟨𝑣𝐷𝑖 ⟩||, 𝑞𝐷|| , перпендикулярные ⟨𝑣𝐷𝑖 ⟩⊥, 𝑞𝐷⊥ к магнитному полю B, и

компоненты Холла ⟨𝑣𝐷𝑖 ⟩hall, 𝑞𝐷hall перпендикулярные к обоим векторам ∇𝑇 и B

определяются соотношениями:

⟨𝑣𝐷𝑖 ⟩|| = −𝑛𝑒𝜂||𝑑||, 𝑞𝐷|| = −𝑛𝑒𝜈||𝑑||, (3.119)

𝜂|| =
𝑘𝑇

𝑚𝑒
[𝑑10 +𝐵2(𝑧10)] = 𝜂𝑛𝑑, (3.120)

𝜈|| =
5

2

𝑘2𝑇 2𝑛𝑒

𝑚𝑒
[(𝑑10 − 𝑑11) +𝐵2(𝑧10 − 𝑧11)] = 𝜈𝑛𝑑, (3.121)

⟨𝑣𝐷𝑖 ⟩⊥ = −𝑛𝑒𝜂⊥𝑑⊥, 𝜂⊥ =
𝑘𝑇

𝑚𝑒
(𝑑10), (3.122)
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𝑞𝐷⊥ = −𝑛𝑒𝜈⊥𝑑⊥, 𝜈⊥ =
5

2

𝑘2𝑇 2𝑛𝑒

𝑚𝑒
(𝑑10 − 𝑑11), (3.123)

⟨𝑣𝐷𝑖 ⟩hall = −𝑛𝑒𝜂hall
d×B

𝐵
, 𝜂hall =

𝑘𝑇

𝑚𝑒
𝐵𝑒10. (3.124)

𝑞𝐷hall = −𝑛𝑒𝜈hall
∇𝑇 ×B

𝐵
, 𝜈hall =

5

2

𝑘2𝑇 2𝑛𝑒

𝑚𝑒
𝐵(𝑒10 − 𝑒10). (3.125)

Результаты для двух полиномов совпадают с соответствующими результа­

тами, полученными в [32].

Различие между 2-х и 3-полиномиальным приближением можно охаракте­

ризовать сравнением величин 𝑈
(2)
⊥ , 𝑊 (2)

⊥ и 𝑈
(3)
⊥ , 𝑊 (3)

⊥ :

𝑈
(2)
⊥ =

𝜂
(12)
𝑛𝑑

𝜂
(3)
𝑛𝑑

, 𝑈
(3)
⊥ =

𝜂
(13)
𝑛𝑑

𝜂
(3)
𝑛𝑑

, 𝑊
(2)
⊥ =

𝜈
(12)
𝑛𝑑

𝜈
(3)
𝑛𝑑

, 𝑊
(3)
⊥ =

𝜈
(13)
𝑛𝑑

𝜈
(3)
𝑛𝑑

, (3.126)

где 𝜂
(12)
𝑛𝑑 , 𝜈(12)𝑛𝑑 определяются в (3.107), (3.110), 𝜂(3)𝑛𝑑 , 𝜈(3)𝑛𝑑 определяются в (3.84),

(3.83) и 𝜂
(13)
𝑛𝑑 , 𝜈(13)𝑛𝑑 определяются в (3.113), (3.116). Функции 𝑈

(2)
⊥ (𝜔𝜏𝑛𝑑), 𝑊

(2)
⊥ (𝜔𝜏𝑛𝑑),

𝑈
(3)
⊥ (𝜔𝜏𝑛𝑑), 𝑊

(3)
⊥ (𝜔𝜏𝑛𝑑) представлены на рисунке (3.7), (3.6), (3.5) для углерода,

𝑍 = 6.

Система уравнений (1.4) - (1.6) может быть дополнена уравнениями Макс­

велла (1.11)-(1.12). Для скалярной проводимости 𝜎, когда

j = 𝜎(E + v × B), (3.127)

уравнение для магнитного поля имеет вид [68]:

𝜕B
𝜕𝑡

= ∇× (v × B) +
𝑐2

4𝜋𝜎
ΔB. (3.128)
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Рис. 3.5. Диффузионный термоэффект. Сравнение 2-х и 3-полиномиального приближе­

ния для невырожденной углеродной плазмы при 𝑍 = 6 для различных 𝜔𝜏 .

При строгом учёте кинетических коэффициентов выражение для вектора

электрического тока 𝑗𝑖 выглядит сложнее:

𝑗𝑖 = −𝑒𝑛𝑒⟨𝑣𝑖⟩ = −𝑒𝑛𝑒[⟨𝑣(𝐴)
𝑖 ⟩+ ⟨𝑣(𝐷)

𝑖 ⟩] = −𝑒𝑛𝑒[−𝜇𝑖𝑗
𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑗
− 𝑛𝑒𝜂𝑖𝑗𝑑𝑗]. (3.129)

Записывая компоненты 𝑗𝑖 относительно направления магнитного поля B

электрический ток электронов в плазме записывается в виде:

𝑗|| = 𝑒𝑛𝑒

(︀
𝑛𝑒𝜂||𝑑|| + 𝜇||∇𝑇||

)︀
, 𝑗⊥ = 𝑒𝑛𝑒 (𝑛𝑒𝜂⊥𝑑⊥ + 𝜇⊥∇𝑇⊥) ,

𝑗ℎ𝑎𝑙𝑙 = 𝑒𝑛𝑒

(︂
𝑛𝑒𝜂ℎ𝑎𝑙𝑙

d×B

𝐵
+ 𝜇ℎ𝑎𝑙𝑙

∇𝑇 ×B

𝐵

)︂
. (3.130)
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Рис. 3.6. Диффузия. Сравнение 2-х и 3-полиномиального приближения для невырож­

денной углеродной плазмы при 𝑍 = 6 для различных 𝜔𝜏 .

3.5. Сравнение точного решения для диффузии и

диффузионного термоэфффекта в приближении

Лоренца с полиномиальным разложением

3.5.1. Точное решение в приближении Лоренца: диффузия и

диффузионный термоэффект

Аналогично параграфу (3.3) получим точное решение для приближения

Лоренца при 𝐵 = 0:

⟨𝑣𝐷𝑖 ⟩ = −𝑛𝑒

𝐺5/2

𝐺3/2
𝜂𝑖𝑗𝑑𝑗 =

32

Λ

𝑚𝑒(𝑘𝑇 )
4

𝑛𝑒𝑛𝑁𝑍2𝑒4ℎ3

𝐺5/2

𝐺3/2
𝐺3𝑑𝑖, (3.131)
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Рис. 3.7. Увеличенный сегмент графика сравнения 2-х и 3-полиномиального приближе­

ния для диффузии, при 𝜔𝜏 < 0.15.

𝑞𝐷𝑖 = −𝑛𝑒

𝐺5/2

𝐺3/2
𝜈𝑖𝑗𝑑𝑗 =

128

Λ

𝑚𝑒(𝑘𝑇 )
5

𝑛𝑁𝑍2𝑒4ℎ3

𝐺5/2

𝐺3/2
𝐺4𝑑𝑖. (3.132)

В предельных случаях коэффициенты в (3.131), (3.132) сводятся к

𝜂𝑙𝑒 = −32

3𝜋

𝑘𝑇

𝑛𝑒𝑚𝑒𝜋
𝜏𝑛𝑑, (3.133)

𝜈 𝑙𝑒 = −128(𝑘𝑇 )2

3𝜋𝑚𝑒
𝜏𝑛𝑑. (3.134)

Вклад электрон-электронных столкновений в коэффициенты диффузии и

диффузионного термоэффекта для различных 𝑍 можно оценить из графиков

нормированных 3-полиномиальных коэффициентов в направлении, перпенди­

кулярном к магнитному полю, введя величины 𝑈
(3𝑙)
⊥ и 𝑊

(3𝑙)
⊥ , определяемые как
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𝑈
(3𝑙)
⊥ =

𝜂
(13)
𝑛𝑑

𝜂𝑙𝑒
, 𝑊

(3𝑙)
⊥ =

𝜈
(13)
𝑛𝑑

𝜈 𝑙𝑒
(3.135)
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Рис. 3.8. Представлены графики значений диффузионного термоэффекта 𝑊
(3𝑙)
⊥ как

функции 𝜔𝜏 в 3-полиномиальном приближении для невырожденной плазмы гелия

(𝑍 = 2), углерода (𝑍 = 6), железа (𝑍 = 26) в сравнении с лоренцевской плазмой,

формально отвечающей 𝑍 = ∞. Пересечение лоренцевской 3-полиномиальной кривой

(Z=∞) с осью 𝑌 при 1.0038 связано с отклонением от точного решения в приближении

Лорентца.

Кривые для различных 𝑍, включая 𝑍 = ∞, относящиеся к приближению

Лоренца, изображены на рисунках 3.9, 3.8.

Пересечение графиков с осью 𝑦 на рисунках происходит в точках, данных

в таблицах 3.3 и 3.4, умноженных на 𝜂
(3)
𝑛𝑑 /𝜂

𝑙
𝑒 = 0.9985, 𝜈(3)𝑛𝑑 /𝜈

𝑙
𝑒 = 1.0038. При

𝜔𝜏 = 1 имеем 𝑈
(3𝑙)
⊥ = 0.0079, 0.0081, 0.0086, 0.095 для 𝑍 = ∞, 26, 6, 2 соот­

ветственно и 𝑊
(3𝑙)
⊥ = 0.0443, 0.0455, 0.0488, 0.0563 для 𝑍 = ∞, 26, 6, 2.
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Рис. 3.9. Представлены графики значений диффузии 𝑈
(3𝑙)
⊥ как функции 𝜔𝜏 в 3-полино­

миальном приближении для невырожденной плазмы гелия (𝑍 = 2), углерода (𝑍 = 6),

железа (𝑍 = 26) в сравнении с лоренцевской плазмой, формально отвечающей 𝑍 = ∞.

Пересечение лоренцевской 3-полиномиальной кривой (Z=∞) с осью 𝑌 при 0.9985 свя­

зано с отклонением от точного решения в приближении Лорентца.

3.5.2. Вычисления полиномов без учета столкновений между

электронами: диффузия и диффузионный термоэффект

Чтобы проверить точность полиномиального приближения для коэффици­

ентов диффузии и диффузионного термоэффекта, сравнивним их с коэффици­

ентами, полученными как точное решение в приближении Лоренца. В отсут­

ствии магнитного поля, с 𝑎𝑗𝑘 = 0, система (3.78) сводится к
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Таблица 3.3. Значения 𝑈 для различных химических элементов: водород (Z=1), гелий (Z=2),

углерод (Z=6), кислород (Z=8), железо (Z=26), ожидаемые для наружных слоев белых кар­

ликов и нейтронных звезд.

Z 1 2 6 8 26 ∞

U 0.575 0.684 0.836 0.868 0.949 1

Таблица 3.4. Значения 𝑊 для различных химических элементов: водород (Z=1), гелий (Z=2),

углерод (Z=6), кислород (Z=8), железо (Z=26), ожидаемые для наружных слоев белых кар­

ликов и нейтронных звезд.

Z 1 2 6 8 26 ∞

W 0.459 0.579 0.767 0.809 0.925 1

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−3

2
= 𝑑0𝑏00 + 𝑑1𝑏01 + 𝑑2𝑏02,

0 = 𝑑0𝑏10 + 𝑑1𝑏11 + 𝑑2𝑏12,

0 = 𝑑0𝑏20 + 𝑑1𝑏21 + 𝑑2𝑏22.

(3.136)

С учетом (2.28)–(2.33) запишем данную систему как

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−3

2

𝜏𝑛𝑑
𝑛𝑒

=
3

2
𝑑0 +

9

4
𝑑1 +

45

16
𝑑2,

0 =
9

4
𝑑0 +

39

8
𝑑1 +

207

32
𝑑2,

0 =
45

16
𝑑0 +

207

32
𝑑1 +

1299

128
𝑑2.

(3.137)

Эта система записывается для 3-полиномиального приближения. Два первых

уравнения при 𝑑2 = 0 задают 2-полиномиальное приближение, давая следую­

щие результаты:

𝑑0 =
−13

4

𝜏𝑛𝑑
𝑛𝑒

, 𝑑1 =
3

2

𝜏𝑛𝑑
𝑛𝑒

, (3.138)
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𝜂
(2)
𝑛𝑑𝑙 = −13

4

𝑘𝑇

𝑚𝑒

𝜏𝑛𝑑
𝑛𝑒

= −3.25
𝑘𝑇

𝑚𝑒

𝜏𝑛𝑑
𝑛𝑒

,

𝜈
(2)
𝑛𝑑𝑙 = −5

2

𝑘2𝑇 2𝑛𝑒

𝑚𝑒

𝜏𝑛𝑑
𝑛𝑒

19

4
= −11.875

𝑘2𝑇 2

𝑚𝑒
𝜏𝑛𝑑.

В 3-полиномиальном приближении мы получаем решение (3.137) для 𝑑0, 𝑑1 и

коэффициенты в виде:

𝑑0 = −217

64

𝜏𝑛𝑑
𝑛𝑒

, 𝑑1 =
33

16

𝜏𝑛𝑑
𝑛𝑒

, (3.139)

𝜂
(3)
𝑛𝑑𝑙 = −217

64

𝑘𝑇

𝑚𝑒

𝜏𝑛𝑑
𝑛𝑒

= −3.3906
𝑘𝑇

𝑚𝑒

𝜏𝑛𝑑
𝑛𝑒

,

𝜈
(3)
𝑛𝑑𝑙 = −5

2

349

64

𝑘2𝑇 2𝑛𝑒

𝑚𝑒

𝜏𝑛𝑑
𝑛𝑒

= −1745

128

𝑘2𝑇 2

𝑚𝑒
𝜏𝑛𝑑 = −13.6328

𝑘2𝑇 2

𝑚𝑒
𝜏𝑛𝑑.

Абсолютные значения диффузии и диффузионного термоэффекта, получен­

ные методом последовательных приближений полиномов, следует сравнить с

точным решением 𝜈
(𝑙)
𝑛𝑑 , 𝜂

(𝑙)
𝑛𝑑 полученным методом Лорентца (3.131), (3.132) для

невырожденных электронов:

𝜂
(𝑙)
𝑛𝑑 = −32

3𝜋

𝑘𝑇

𝑚𝑒𝑛𝑒
𝜏𝑛𝑑 = −3.3954

𝑘𝑇

𝑚𝑒𝑛𝑒
𝜏𝑛𝑑, (3.140)

𝜈
(𝑙)
𝑛𝑑 = −128

3𝜋

𝑘2𝑇 2

𝑚𝑒
𝜏𝑛𝑑 = −13.5816

𝑘2𝑇 2

𝑚𝑒
𝜏𝑛𝑑. (3.141)

Ясно, что 2-полиномиальное решение недооценивает значение коэффициента

диффузии на 4.28%, диффузионного термоэффекта на 12.53%, а 3-полиноми­

альное решение отличается от точного приблизительно на 0.14% для диффузии

и на 0.38% для диффузионного термоэффекта. Уравнения в случае 3-полино­

миального приближения в присутствии магнитного поля получены из (3.78) с

учетом (2.28)–(2.33), (3.137) в виде:



75

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−3

2

𝜏𝑛𝑑
𝑛𝑒

= −3

2
𝑖𝜔𝜏𝑛𝑑𝑑0 +

3

2
𝑑0 +

9

4
𝑑1 +

45

16
𝑑2,

0 = −15

4
𝑖𝜔𝜏𝑛𝑑𝑑1 +

9

4
𝑑0 +

39

8
𝑑1 +

207

32
𝑑2,

0 = −105

16
𝑖𝜔𝜏𝑛𝑑𝑑2 +

45

16
𝑑0 +

207

32
𝑑1 +

1299

128
𝑑2.

(3.142)

Явное решение уравнений (3.142) для 2 и 3-полиномиальных приближений опре­

деляется формулами (3.88)–(3.98) при формально бесконечном значении 𝑍.

Выводы к третьей главе

В данной главе на основе решения уравнения Больцмана методом Чеп­

мена-Энскога, которое изложено в первой и второй главах, рассчитаны коэффи­

циенты теплопроводности, термодиффузии, диффузии и диффузионного тер­

моэффекта в явном виде для невырожденных электронов в магнитном поле.

Выполнено сравнение с коэффициентами, полученными как точное решение в

приближении Лоренца. Получены оценки вклада электрон-электронных столк­

новений для различных 𝑍. Тензоры получены для произвольных направления

магнитного поля и градиента температуры в декартовой системе координат,

согласно [62]. Полученные здесь результаты в 2-полиномиальном случае точно

согласуются с результатами предыдущих работ [31, 32, 62]. Аналитическое ре­

шение в 3-полиномиальном приближении прежде не было получено. Значение

коэффициентов теплопроводности, полученное в известной работе Брагинско­

го [41] в 2-полиномиальном приближении, в два раза меньше, чем полученное

здесь соответствующее значение. Это связано с подходом, используемым в ра­

боте [41], который отличается от классического метода Чепмена–Энскога [21]. В

работе Брагинского считалось, что половина теплового потока скрыта в так на­

зываемой ”тепловой силе” таким образом, что результирующий тепловой поток

в сопутствующей системе отсчета одинаков в обоих рассмотрениях.
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По результатам третьей главы были опубликованы следующие ста­

тьи:

1. Бисноватый-Коган Г. С., Глушихина М. В., Вычисление коэффициен­
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т. 44, с. 355-374, 2018

2. Глушихина М. В., Четыре тензора, определяющие тепло- и электропро­

водность невырожденных электронов в замагниченной плазме //Физика Плаз­

мы, т. 46, с. 121-138, 2020

3. Glushikhina M. V., Moiseenko S. G., MHD processes near compact objects

// The Fourteenth Marcel Grossmann Meeting On Recent Developments in Theoretical

and Experimental General Relativity, Astrophysics, and Relativistic Field Theories,

held 12-18 July 2015 in Rome, Italy., 2015, pp. 385-408 Edited by Massimo Bianchi,

Robert T Jansen and Remo Ruffini.

4. Glushikhina M. V., Bisnovatyi-Kogan G. S., Calculation of thermal

conductivity coefficients of electrons in magnetized neutron star, // The Thirteenth

Marcel Grossmann Meeting: On Recent Developments in Theoretical and

Experimental General Relativity, Astrophysics and Relativistic Field Theories -

Proceedings of the MG13 Meeting on General Relativity, 2012, v.2, pp. 1353-1357
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Глава 4

Расчёт коэффициентов теплопроводности,

термодиффузии, диффузии и диффузионного

термоэффекта в случае частичного вырождения

4.1. Тензоры теплопроводности и термодиффузии для

частного случая частично вырожденных электронов

Для оценки влияния вырождения на сходимость полиномиального при­

ближения к точному значению и вклада электрон-электронных столкновений,

сравним коэффициенты расчитанные методом последовательных приближений

с коэффициентами полученными как точное решение в приближении Лоренца.

Опуская электрон-электронные столкновения, в 3-полиномиальном приближе­

нии для произвольного вырождения получаем следующую систему:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 = −3

2
𝑖𝜔𝑛𝑒𝑎0 + 𝑎0𝑏00 + 𝑎1𝑏01 + 𝑎2𝑏02,

−15

4
𝑛𝑒

(︃
7𝐺7/2

2𝐺3/2
−

5𝐺2
5/2

2𝐺2
3/2

)︃
= −15

4

(︃
7𝐺7/2

2𝐺3/2
−

5𝐺2
5/2

2𝐺2
3/2

)︃
𝑖𝜔𝑛𝑒𝑎1 + 𝑎0𝑏10 + 𝑎1𝑏11

+𝑎2𝑏12,

0 = −105

16

(︃
−35

8

𝐺2
7/2

𝐺2
3/2

+
49

2

𝐺2
7/2

𝐺2
5/2

𝐺7/2

𝐺3/2
− 63

2

𝐺9/2𝐺7/2

𝐺5/2𝐺3/2
+

99

8

𝐺11/2

𝐺3/2

)︃
𝑖𝜔𝑛𝑒𝑎2

+𝑎0𝑏20 + 𝑎1𝑏21 + 𝑎2𝑏22.

(4.1)

Для частично вырожденных электронов при 𝑥0 = 0 с уровнем вырождения
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𝐷𝐿 = 𝜀𝑓𝑒/𝑘𝑇 = 1.011, система (4.1) записывается в виде:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0 = −1.5𝑖𝜔𝑛𝑒𝑎0 + 𝑎0𝑏00 + 𝑎1𝑏01 + 𝑎2𝑏02,

−3.88𝑛𝑒 = −3.88𝑖𝜔𝑛𝑒𝑎1 + 𝑎0𝑏10 + 𝑎1𝑏11 + 𝑎2𝑏12,

0 = −7.138𝑖𝜔𝑛𝑒𝑎2 + 𝑎0𝑏20 + 𝑎1𝑏21 + 𝑎2𝑏22,

(4.2)

где элементы 𝑏𝑗𝑘 определяются в (2.41)–(2.43). В отсутствие магнитного поля

эта система сводится к:

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0 = 𝑎0𝑏00 + 𝑎1𝑏01 + 𝑎2𝑏02,

−3.88𝑛𝑒 = 𝑎0𝑏10 + 𝑎1𝑏11 + 𝑎2𝑏12,

0 = 𝑎0𝑏20 + 𝑎1𝑏21 + 𝑎2𝑏22.

(4.3)

С учетом (2.41)–(2.43) эту систему можно переписать в виде:

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0 = 1.5𝑎0 + 2.16𝑎1 + 2.588𝑎2,

−3.88𝜏𝑑0 = 2.16𝑎0 + 5.162𝑎1 + 6.671𝑎2,

0 = 2.588𝑎0 + 6.671𝑎1 + 11.038𝑎2.

(4.4)

Данная система написана для 3-полиномиального приближения. Первые два

уравнения при 𝑎2 = 0 определяют 2-полиномиальное приближение, которое с

учетом (3.3) и (3.5), дает следующий результат:

𝑎0 = 2.723𝜏𝑑0, 𝑎1 = −1.891𝜏𝑑0, (4.5)

𝜇
(2)
𝑑0𝑙 = 2.723

𝑘

𝑚𝑒
𝜏𝑑0, (4.6)

𝜆
(2)
𝑑0𝑙 = 5.043

5

2

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
𝜏𝑛𝑑 = 12.61

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
𝜏𝑑0.

В 3-полиномиальном приближении, с учетом (3.3) и (3.5), мы получаем

решение (4.4) для 𝑎0, 𝑎1, а также коэффициенты теплопроводности и термо­

диффузии в виде:
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𝑎0 = 3.533𝜏𝑑0, 𝑎1 = −5.295𝜏𝑑0, (4.7)

𝜇
(3)
𝑑0𝑙 = 3.533

𝑘

𝑚𝑒
𝜏𝑑0, (4.8)

𝜆
(3)
𝑑0𝑙 = 8.278

5

2

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
𝜏𝑑0 = 22.07

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
𝜏𝑑0.

Коэффициенты, полученные методом последовательных приближений, следу­

ет сравнить с точным решением 𝜆
(𝑙)
𝑛𝑑, полученным методом Лоренца (3.63) для

невырожденных электронов

𝜆
(𝑙)
𝑑0 = 0.744

320

3𝜋

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
𝜏𝑑0 = 25.26

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
𝜏𝑑0. (4.9)

Видно, что 2-полиномиальное решение недооценивает коэффициент теплопро­

водности более, чем на 50%, а 3-полиномиальное решение отличается от точного

решения приблизительно на 13%. Таким образом, сходимость полиномиального

приближения к точному значению происходит медленнее, чем для невырож­

денных электронов в предыдущем разделе. Аналогично для термодиффузии,

сравним с точным решением 𝜇𝑙
𝑛𝑑 из (3.65)

𝜇
(𝑙)
𝑑0 = 0.744

16

𝜋

𝑘

𝑚𝑒
𝜏𝑑0 = 3.789

𝑘

𝑚𝑒
𝜏𝑑0. (4.10)

Видно, что 2-полиномиальное решение недооценивает коэффициент термодиф­

фузии более, чем на 28%, а 3-полиномиальное решение отличается от точного

решения приблизительно на 7%.
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4.2. Тензор теплопроводности для сильно вырожденных

электронов, полученный методом последовательных

приближений

Для оценки точности полиномиального приближения, получим коэффици­

ент теплопроводности для случая сильного вырождения и сравним с точным

решением, полученным из решения уравнения Больцмана в приближении Ло­

ренца. Элементы недиагональной матрицы 𝑏𝑖𝑘, 𝑖 ̸= 𝑘 для сильно вырожденного

случая оказываются намного меньше, чем диагональные 𝑏𝑖𝑖, согласно (2.53),

(2.54). В этом случае при 𝑥0 ≫ 1, и пренебрегая членами ∼ 1/𝑥0, получаем

упрощенную систему (4.1) для 3-полиномиального разложения в виде:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 = −3

2
𝑖𝜔𝑛𝑒𝑎0 + 𝑎0𝑏00,

−15

4
𝑛𝑒

2𝜋2

15
= −15

4

2𝜋2

15
𝑖𝜔𝑛𝑒𝑎1 + 𝑎1𝑏11,

0 = −105

16

(︃
−35

8

𝐺2
7/2

𝐺2
3/2

+
49

2

𝐺2
7/2

𝐺2
5/2

𝐺7/2

𝐺3/2
− 63

2

𝐺9/2𝐺7/2

𝑔5/2𝐺3/2
+

99

8

𝐺11/2

𝐺3/2

)︃
𝑖𝜔𝑛𝑒𝑎2 + 𝑎2𝑏22.

(4.11)

Решение системы (4.11), с учетом (2.45), (2.54), записывается в форме:

𝑎0 = 0, 𝑎2 = 0, (4.12)

𝑎1 =

15

4
𝑛𝑒

2𝜋2

15
15

4

2𝜋2

15
𝑖𝑛𝑒𝜔 − 𝑏11

=

𝜋2𝑛𝑒

2

𝑖𝜔
𝜋2𝑛𝑒

2
− 𝜋2𝑛𝑒

2𝜏𝑑

=

= − 𝜏𝑑
1− 𝑖𝜔𝜏𝑑

= −𝜏𝑑
1 + 𝑖𝜔𝜏𝑑
1 + 𝜔2𝜏 2𝑑

= 𝑎11 + 𝑖𝐵𝑏11, (4.13)

𝑐11 = − 𝜏𝑑
𝐵2

𝜔2𝜏 2𝑑
1 + 𝜔2𝜏 2𝑑

. (4.14)
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Пользуясь (3.3), получаем компоненты тензора теплопроводности в маг­

нитном поле для сильно вырожденных электронов в полиномиальном прибли­

жении. Три компоненты теплового потока: параллельная 𝑞
(𝑠𝑑)
|| , перпендикуляр­

ная 𝑞
(𝑠𝑑)
⊥ к магнитному полю B, и компонента Холла 𝑞

(𝑠𝑑)
hall теплового потока,

ортогональная обоим векторам ∇𝑇 и B, с учетом (3.63), (4.12), (4.13), опреде­

ляются соотношениями

𝑞
(𝑠𝑑)
|| = −𝜆

(𝑠𝑑)
|| ∇𝑇||,

𝜆
(𝑠𝑑)
|| = −𝜋2

3

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
(𝑎11 +𝐵2 𝑐11) =

𝜋2

3

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
𝜏𝑑, (4.15)

𝑞
(𝑠𝑑)
⊥ = −𝜆

(𝑠𝑑)
⊥ ∇𝑇⊥,

𝜆
(𝑠𝑑)
⊥ = −𝜋2

3

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
𝑎11 =

𝜋2

3

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒

𝜏𝑑
1 + 𝜔2𝜏 2𝑑

, (4.16)

𝑞
(𝑠𝑑)
hall = −𝜆

(𝑠𝑑)
hall

∇𝑇 ×B

𝐵
, 𝜆

(𝑠𝑑)
hall = −𝜋2

3

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒

𝜔𝜏 2𝑑
1 + 𝜔2𝜏 2𝑑

. (4.17)

Сравнивая (4.17) с точным значением для сильно вырожденных электронов

в приближении Лоренца (3.64), мы видим, что полиномиальное приближение,

где пренебрегается членами ∼ 𝑥−1
0 , дает значение, 2.5 раза меньшее, чем точное.

Такое значение, а также простая зависимость тензора теплопроводности от маг­

нитного поля 𝑞
(𝑠𝑑)
|| /𝑞

(𝑠𝑑)
⊥ = (1 + 𝜔2𝜏 2𝑑 ) получаются также из упрощенной теории

теплопроводности и диффузии в присутствие магнитного поля, основанной на

средней длине свободного пробега, которая описана в [21]. Значение коэффици­

ента теплопроводности, которое следует из этого подхода, рассматривается в

[48, 49] и многих других последующих работах. Рассчитанный здесь тепловой

поток связан только с градиентом температуры, когда вектор диффузии 𝑑𝑖 = 0.

В лабораторных условиях, когда электрическая проводимость мала и электри­

ческий ток быстро затухает, рассматривают другой случай, где 𝑗𝑖 ∼ ⟨𝑣𝑖⟩ = 0.

Это ограничение приводит к линейной связи между 𝑑𝑖 и ∇𝑇 , что позволяет

[21] исключить 𝑑𝑖 и выразить тепловой поток как прямо пропорциональный
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∇𝑇 с другим коэффициентом теплопроводности 𝜆𝑗. Для сильно вырожденных

электронов мы имеем 𝜆𝑗 = 0.4𝜆𝑙
𝑒 = 𝜆

(𝑠𝑑)
|| , см. (3.64), (4.15) и [59].

4.3. Тензоры диффузии и диффузионного термоэффекта

в случае частично вырожденных электронов

Для плазмы с произвольно вырожденными электронами в магнитном поле

без 𝑎𝑗𝑘 = 0 система (1.34) будет выглядеть так:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−3

2
= −3

2
𝑖𝜔𝑛𝑒𝑑0 + 𝑑0𝑏00 + 𝑑1𝑏01 + 𝑑2𝑏02,

0 = −15

4

(︃
7𝐺7/2

2𝐺3/2
−

5𝐺2
5/2

2𝐺2
3/2

)︃
𝑖𝜔𝑛𝑒𝑑1 + 𝑑0𝑏10 + 𝑑1𝑏11 + 𝑑2𝑏12,

0 = −105

16

(︃
−35

8

𝐺2
7/2

𝐺2
3/2

+
49

2

𝐺2
7/2

𝐺2
5/2

𝐺7/2

𝐺3/2
− 63

2

𝐺9/2

𝐺5/2

𝐺7/2

𝐺3/2
+

99

8

𝐺11/2

𝐺3/2

)︃
𝑖𝜔𝑛𝑒𝑑2 + 𝑑0𝑏20

+𝑑1𝑏21 + 𝑑2𝑏22.

(4.18)

Для частично вырожденных электронов с уровнем вырождения 𝐷𝐿 =

𝜀𝑓𝑒/𝑘𝑇 = 1.011 и при отсутствии магнитного поля, система (4.18) записыва­

ется в виде:

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−1.5 = 𝑑0𝑏00 + 𝑑1𝑏01 + 𝑑2𝑏02,

0 = 𝑑0𝑏10 + 𝑑1𝑏11 + 𝑑2𝑏12,

0 = 𝑑0𝑏20 + 𝑑1𝑏21 + 𝑑2𝑏22.

(4.19)

С учетом значений коэффициентов 𝑏𝑗𝑘, полученных во второй главе, эту систе­

му можно переписать в виде:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−1.5

𝜏𝑑0
𝑛𝑒

= 1.5𝑑0 + 2.16𝑑1 + 2.588𝑑2,

0 = 2.16𝑑0 + 5.162𝑑1 + 6.671𝑑2,

0 = 2.588𝑑0 + 6.671𝑑1 + 11.038𝑑2.

(4.20)

Первые два уравнения при 𝑑2 = 0 определяют 2-полиномиальное приближение,

которое с учетом (3.6) и (3.4), дает следующий результат:

𝑑0 = −2.5161
𝜏𝑑0
𝑛𝑒

𝑑1 = 1.0528
𝜏𝑑0
𝑛𝑒

(4.21)

𝜂
(2)
𝑑0𝑙 = −2.516

𝑘𝑇

𝑚𝑒𝑛𝑒
𝜏𝑑0.

𝜈
(2)
𝑑0𝑙 = −9.853

𝑘2𝑇 2

𝑚𝑒
𝜏𝑑0.

В 3-полиномиальном приближении, мы получаем решение (4.20) для 𝑑0,

𝑑1, а также коэффициенты диффузии и диффузионного термоэффекта в виде:

𝑑0 = −2.591𝜏𝑑0, 𝑑1 = 1.3658𝜏𝑑0, (4.22)

𝜂
(3)
𝑑0𝑙 = −2.591

𝑘𝑇

𝑚𝑒𝑛𝑒
𝜏𝑑0,

𝜈
(3)
𝑑0𝑙 = −10.873

𝑘2𝑇 2

𝑚𝑒
𝜏𝑑0.

Коэффициенты, полученные методом последовательных приближений, следует

сравнить с точным решением 𝜂
(𝑙)
𝑛𝑑, 𝜈

(𝑙)
𝑛𝑑 , полученным методом Лорентца (3.133),

(3.134) для невырожденных электронов:

𝜂
(𝑙)
𝑑0 = −0.744

32

3𝜋

𝑘𝑇

𝑚𝑒𝑛𝑒
𝜏𝑑0 = −2.526

𝑘𝑇

𝑚𝑒𝑛𝑒
𝜏𝑑0, (4.23)

𝜈
(𝑙)
𝑑0 = −0.744

128

3𝜋

𝑘2𝑇 2

𝑚𝑒
𝜏𝑑0 = −10.105

𝑘2𝑇 2

𝑚𝑒
𝜏𝑑0. (4.24)



84

Видно, что 2-полиномиальное решение для диффузии отличается от точного

на 0.4%, а 3-полиномиальное решение - на 2.6%. Для диффузионного термоэф­

фекта: 2-полиномиальное на 2.5%, а 3-полиномиальное приблизительно на 8%

отличаются от точного.

Выводы к четвёртой главе

На примере приближения Лорентца было показано, что точность прибли­

жения рядом ортогональных функций, аналогичных полиномам Сонина, умень­

шается с увеличением степени вырождения. Для сильно вырожденных электро­

нов количество функций, необходимых для высокой точности, увеличивается

∼ 𝑥0 при 𝑥0 ≫ 1, а для небольшого количества функций итоговый коэффици­

ент теплопроводности при 𝐵 = 0 в 2.5 раза меньше, чем точное значение. Для

умеренно вырожденных электронов с 𝑥0 = 0 приближение тремя ортогональны­

ми функциями дает значение коэффициента теплопроводности, приблизитель­

но на 13% меньшее, чем точное значение (в приближении Лоренца при 𝐵 = 0).

В том же приближении для невырожденных электронов значение коэффици­

ента теплопроводности лишь на 2.2% меньше, чем точное значение (см. Главу

3).

Для невырожденных электронов, без учета электрон-электронных столк­

новений, значение коэффициента термодиффузии в 2-полиномиальном прибли­

жении недооценивает точное решение, полученное в приближении Лорентца

при 𝐵 = 0, на 26%, а в 3-полиномиальном приближении переоценивает прибли­

зительно на 1%. Для частично вырожденных электронов, при 𝑥0 = 0, 2-полино­

миальное решение недооценивает точное на 28%, а 3-полиномиальное недооце­

нивает точное на 7%.

Значение коэффициента диффузии, полученное из 2-полиномиального при­

ближения недооценивают точное решение приблизительно на 4%, а 3-полиноми­
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альное решение недооценивает точное на 0.14% для невырожденных электро­

нов. В случае частичного вырождения диффузия полученная из 2-полиноми­

ального решения на 0.4% недооценивает точное, а полученная из 3-полиноми­

ального на 3% переоценивает точное.

Коэффициент диффузионного термоэффекта для невырожденных элек­

тронов в 2-полиномиальном приближении на 12% недооценивает, а в 3-полино­

миальном на 0.4% переоценивает точное решение. При частичном вырождении

электронов, 2-полиномиальное решение на 2.5% недооценивает, а 3-полиноми­

альное на 8% переоценивает точное решение.

Следует отметить, что электрон-электронные столкновения еще больше

уменьшают значения кинетических коэффициентов. Следовательно, в прибли­

жении с тремя функциями, подход Лоренца может дать более точное значение

для случая умеренно вырожденных электронов, чем в случае с учетом элек­

трон-электронных столкновений.

Результаты, полученные в четвёртой главе, были опубликованы в

следующих статьях:

1. Бисноватый-Коган Г. С., Глушихина М. В., Вычисление коэффициентов

теплопроводности в замагниченном плотном веществе //Физика Плазмы, т. 44,

с. 355-374, 2018

2. Глушихина М. В., Четыре тензора, определяющие тепло- и электропро­

водность невырожденных электронов в замагниченной плазме //Физика Плаз­

мы, т. 46, с. 121-138, 2020
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Глава 5

Расчет коэффициентов теплопроводности,

термодифузии, диффузии и диффузионного

термоэффекта в случае сильного вырождения

5.1. Уравнение Больцмана в приближении Лоренца

В данной главе выполнен расчёт кинетических коэффициентов сильно вы­

рожденных электронов в магнитном поле.

Проводимость в вырожденных звёздах рассматривалась в работах многих

авторов. Электропроводность и теплопроводность в вырожденном релятивист­

ском звёздном веществе, на основе решения уравнения Больцмана в прибли­

жении времени релаксации, были рассчитаны в работе [69]. Электропровод­

ность для вырожденных релятивистских электронов была рассчитана числен­

но в работах [70, 71]. Вязкости для нерелятивистского, релятивистского и уль­

трарелятивистского газов в модели твердых сфер были вычислены методом

Чепмена–Энскога в [72, 73]. Кинетические коэффициенты электропроводности

и теплопроводности в оболочках замагниченных нейтронных звёзд с учётом

электрон-электроннного рассеяния и рассеяния на дефектах кристаллической

решетки и примесях расчитаны в работе [74]. Проводимость электронов в ней­

тронных звёздах и белых карликах при наличии магнитного поля была исследо­

вана в [48, 49]. Отношение для теплопроводности (𝜆) и электропроводности (𝜎)

вдоль и поперёк силовых линий магнитного поля, рассмотренные в [48], были

взяты в виде:
𝜆⊥

𝜆‖
=

1

1 + 𝜔𝜏
, (5.1)
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𝜎⊥
𝜎‖

=
1

1 + 𝜔𝜏
, (5.2)

так же были использованы в [49]. Здесь 𝜔 - электронная циклотронная часто­

та, 𝜏 - время между столкновениями. Отношения (5.1) и (5.2) были получены

феноменологически, с использованием теории свободного пробега ([21]). Для

моделирования распределения температуры по поверхности XDINS отношение

( 5.1) было использовано в работах [75, 76, 77], для моделирования магнитно­

тепловой эволюции в коре нейтронной звезды в работе [78], для моделирования

остывания нейтронной звезды с сильным тороидальным магнитным полем [79].

В этой главе кинетические коэффициенты будут найдены из решения урав­

нения Больцмана. Как было показано в Главе 4, точность приближения рядом

ортогональных функций, уменьшается с увеличением степени вырождения, а

учёт электрон-электронных столкновений дополнительно уменьшает кинетиче­

ские коэффициенты. В таком случае уравнение Больцмана имеет смысл решать

в приближении Лоренца. Интеграл столкновений, подобный 𝐽𝑒𝑒 из (1.2) для

сильно вырожденных нейтронов в ядерной материи приведен в [24], см. также

[25]. При наличии невырожденных тяжелых ядер и сильно вырожденных ней­

тронов вклад столкновений между ними в коэффициенты теплопередачи и диф­

фузии пренебрежимо мал по сравнению с столкновениями нейтрон-ядро. Такая

же ситуация имеет место для сильно вырожденных электронов. Поэтому для

сильно вырожденных электронов приближение Лоренца с учетом столкновений

между легкими и тяжелыми частицами асимптотически точно. Следовательно,

для нашего рассмотрения мы можем пренебречь 𝐽𝑒𝑒 по сравнению с 𝐽𝑒𝑁 , и мы

можем приравнивать 𝐽 = 𝐽𝑒𝑁 в (1.2).

Проводя последовательно аналогичные Главе 1 рассуждения, получаем си­

стему уравнений Больцмана без интеграла столкновений 𝐽𝑒𝑒:

𝑓0(1− 𝑓0)(𝑢
2 −

5𝐺5/2

2𝐺3/2
)𝑢𝑖 = −𝑖𝐵𝑓0(1− 𝑓0)

𝑒𝜉𝐴
𝑚𝑒𝑐

𝑢𝑖 + 𝐼𝑒𝑁(𝜉𝐴𝑢𝑁𝑖), (5.3)
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1

𝑛𝑒
𝑓0(1− 𝑓0)𝑢𝑖 = −𝑖𝐵𝑓0(1− 𝑓0)

𝑒𝜉𝐷
𝑚𝑒𝑐

𝑢𝑖 + 𝐼𝑒𝑁(𝜉𝐷𝑢𝑁𝑖), (5.4)

где

𝐼𝑒𝑁(𝜉𝑢𝑁𝑖) =

∫
𝑓0𝑓𝑁0(1− 𝑓

′

0)(𝜉𝑘𝑢𝑖 − 𝜉
′

𝑘𝑢
′

𝑖)𝑔𝑒𝑁𝑏𝑑𝑏𝑑𝜀𝑑𝑐𝑁𝑖, 𝑘 = 𝐴,𝐷. (5.5)

5.2. Теплопроводность и термодиффузия вырожденных

электронов в магнитном поле

Для нахождения коэффициентов тензоров 𝜆𝑖𝑗, 𝜇𝑖𝑗, 𝜂𝑖𝑗, 𝜈𝑖𝑗 необходимо за­

писать уравнения (5.3)-(5.5) для функций 𝜉𝐴, 𝜉𝐷 из (1.22), с использованием

отношений 𝑓 ′
0 = 𝑓0, 𝜉′ = 𝜉, 𝑢′𝑖 = 𝑢𝑖 𝑐𝑜𝑠𝜃, и проинтегрировать по 𝑑𝑐𝑁𝑖 с учётом

(1.14). Тогда, деля на общее для всех членов выражение 𝑓0(1 − 𝑓0), уравнение

(5.3) можно записать в виде:

(︂
𝑢2 −

5𝐺5/2

2𝐺3/2

)︂
= −𝑖

𝑒𝐵

𝑚𝑒𝑐
𝜉𝐴 + 𝑛𝑁𝜉𝐴

∫
(1− cos 𝜃)𝑔𝑒𝑁𝑏𝑑𝑏𝑑𝜀. (5.6)

Аналогично, для функции 𝜉𝐷 из (1.22) уравнение (5.4) будет записано:

1

𝑛𝑒
= −𝑖

𝑒𝐵

𝑚𝑒𝑐
𝜉𝐷 + 𝑛𝑁𝜉𝐷

∫
(1− cos 𝜃)𝑔𝑒𝑁𝑏𝑑𝑏𝑑𝜀, (5.7)

5.2.1. Теплопроводность сильно вырожденных электронов в

магнитном поле: приближение Лоренца

Найдём решение уравнения (5.6). Функция 𝜉𝐴 определяется выражением

𝜉𝐴 =
𝑢2 − 5

2𝐺5/2/𝐺3/2

2𝜋𝑛𝑁

∫∞
0 (1− cos 𝜃)𝑔𝑏𝑑𝑏− 𝑖𝜔

. (5.8)

Пользуясь (2.14)–(2.18) с 𝑔12 = 𝑣, в приближении Лоренца получаем
∞∫
0

(1− cos 𝜃)𝑔𝑏𝑑𝑏 = 2
𝑒4𝑍2

𝑚2
𝑒𝑣

3
Λ, (5.9)
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𝜉𝐴 =
𝑢2 − 5

2

𝐺5/2

𝐺3/2

4𝜋𝑛𝑁

(︀
𝑚𝑒

2𝑘𝑇

)︀3/2 𝑒4𝑍2

𝑚2
𝑒𝑢

3Λ− 𝑖𝜔
. (5.10)

Соответственно, для 𝐴(1) и 𝐴(2):

𝐴(1) =

(𝑢2 − 5𝐺5/2/2𝐺3/2)4𝜋𝑛𝑁

(︁ 𝑚𝑒

2𝑘𝑇

)︁3/2 𝑒4𝑍2

𝑚2
𝑒𝑢

3
Λ[︂

4𝜋𝑛𝑁

(︁ 𝑚𝑒

2𝑘𝑇

)︁3/2 𝑒4𝑍2

𝑚2
𝑒𝑢

3
Λ

]︂2
+ 𝜔2

, (5.11)

𝐴(2) =
𝜔

𝐵

𝑢2 − 5

2

𝐺5/2

𝐺3/2[︂
4𝜋𝑛𝑁

(︁ 𝑚𝑒

2𝑘𝑇

)︁3/2 𝑒4𝑍2

𝑚2
𝑒𝑢

3
Λ

]︂2
+ 𝜔2

, (5.12)

𝐴(3) = 𝐴(1)(𝐵 = 0)− 𝐴(1). (5.13)

Выражение для теплового потока, которое следует из (1.10), (1.17), (1.19), (1.22),

(5.10)–(5.13), записывается как:

𝑞𝑖 = −2𝜋

3

𝑚4
𝑒

ℎ3𝑇

(︂
2𝑘𝑇

𝑚𝑒

)︂7/2
⎡⎣𝛿𝑖𝑗 ∞∫

0

𝑓0(1− 𝑓0)𝐴
(1)𝑦5/2𝑑𝑦 (5.14)

−𝜀𝑖𝑗𝑘𝐵𝑘

∞∫
0

𝑓0(1− 𝑓0)𝐴
(2)𝑦5/2𝑑𝑦 +𝐵𝑖𝐵𝑗

∞∫
0

𝑓0(1− 𝑓0)𝐴
(3)𝑦5/2𝑑𝑦

⎤⎦ 𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑗
(5.15)

= 𝑞
(1)
𝑖 + 𝑞

(2)
𝑖 + 𝑞

(3)
𝑖 , 𝑦 = 𝑢2, (5.16)

𝑞
(1)
𝑖 = −2𝜋

3

𝑚4
𝑒

ℎ3𝑇

(︂
2𝑘𝑇

𝑚𝑒

)︂7/2
∞∫
0

𝑓0(1− 𝑓0)𝐴
(1)𝑦5/2𝑑𝑦

𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑖
= −𝜆

(1)
𝑠𝑑

𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑖
, (5.17)

𝑞
(2)
𝑖 = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝐵𝑘

2𝜋

3

𝑚4
𝑒

ℎ3𝑇

(︂
2𝑘𝑇

𝑚𝑒

)︂7/2
∞∫
0

𝑓0(1− 𝑓0)𝐴
(2)𝑦5/2𝑑𝑦

𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑗
= −𝜀𝑖𝑗𝑘𝐵𝑘𝜆

(2)
𝑠𝑑

𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑗
, (5.18)

𝑞
(3)
𝑖 = −𝐵𝑖𝐵𝑗

2𝜋

3

𝑚4
𝑒

ℎ3𝑇

(︂
2𝑘𝑇

𝑚𝑒

)︂7/2
∞∫
0

𝑓0(1− 𝑓0)𝐴
(3)𝑦5/2𝑑𝑦

𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑗
= −𝐵𝑖𝐵𝑗𝜆

(3)
𝑠𝑑

𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑗
. (5.19)
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Для сильно вырожденных электронов при 𝑥0 ≫ 1 интегралы в (5.14)

с 𝐴(1), 𝐴(2) 𝐴(3) из (5.11)–(5.13) выражаются аналитически с использованием

формулы разложения [53]

∞∫
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑒𝑥−𝑥0 + 1
=

𝑥0∫
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥+
𝜋2

6
𝑓

′
(𝑥0) + ... (5.20)

После интегрирования по частям мы получаем выражения для интегриро­

вания по формуле (5.20):

𝜆(1) =
2𝜋

3

𝑚4
𝑒

ℎ3𝑇

(︂
2𝑘𝑇

𝑚𝑒

)︂7/2
∞∫
0

𝑓0
𝑑 (𝐴(1)𝑦5/2)

𝑑𝑦
𝑑𝑦, (5.21)

𝜆(2) = −2𝜋

3

𝑚4
𝑒

ℎ3𝑇

(︂
2𝑘𝑇

𝑚𝑒

)︂7/2
∞∫
0

𝑓0
𝑑 (𝐴(2)𝑦5/2)

𝑑𝑦
𝑑𝑦, (5.22)

𝐵2𝜆(3) = 𝜆(1)(𝐵 = 0)− 𝜆(1). (5.23)

Применяя (5.20) к интегралам (5.21), (5.22), получаем:

𝜆(1) =
2𝜋

3

𝑚4
𝑒

ℎ3𝑇

(︂
2𝑘𝑇

𝑚𝑒

)︂7/2
[︃
𝐴(1)(𝑥0)𝑥

5/2
0 +

𝜋2

6

𝑑2 (𝐴(1)𝑦5/2)

𝑑𝑦2

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑥0

]︃
, (5.24)

𝜆(2) = −2𝜋

3

𝑚4
𝑒

ℎ3𝑇

(︂
2𝑘𝑇

𝑚𝑒

)︂7/2
[︃
𝐴(2)(𝑥0)𝑥

5/2
0 +

𝜋2

6

𝑑2 (𝐴(2)𝑦5/2)

𝑑𝑦2

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑥0

]︃
. (5.25)

Среднее время между электрон-ионными столкновениями 𝜏𝑒𝑖 есть обратное

значение частоты электрон-ионных столкновений, 𝜈𝑒𝑖, см. (2.22), (2.23).

Пользуясь (5.11), (5.12) и записывая формулы с 𝜏𝑑 как обратной величиной

𝜈𝑒𝑖 из (2.23), записываем коэффициенты теплопроводности в виде:
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𝜆(1) =
5𝜋2

6

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
𝜏𝑑

{︂
1

1 + 𝜔2𝜏 2𝑑
− 6

5

𝜔2𝜏 2𝑑
(1 + 𝜔2𝜏 2𝑑 )

2
− 𝜋2

10

⎡⎣ 1

1 + 𝜔2𝜏 2𝑑

(︁
𝑦3

𝑥3
0

)︁
⎤⎦′′ ⃒⃒⃒⃒

𝑦=𝑥0

}︂
,

(5.26)

𝜆(2) = −4𝜋2

3

𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒

𝜏 2𝑑𝜔

𝐵

{︂
1

1 + 𝜔2𝜏 2𝑑
− 3

4

𝜔2𝜏 2𝑑
(1 + 𝜔2𝜏 2𝑑 )

2
− 𝜋2

16

⎡⎣ 1

1 + 𝜔2𝜏 2𝑑

(︁
𝑦3

𝑥3
0

)︁
⎤⎦′′ ⃒⃒⃒⃒

𝑦=𝑥0

}︂
.

(5.27)

В случае сильно вырожденных электронов уравнения (5.11)–(5.14), (5.26), (5.27)

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8
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Рис. 5.1. Графики отношения 𝜆⊥/𝜆‖ как функции 𝜔𝜏 представлены для теплопроводности,

полученной феноменологически (штрихпунктирная линия), для сравнения с теплопроводно­

стью, полученной как решение уравнения Больцмана в приближении Лоренца (сплошная

кривая) с 𝑘𝑇 = 0.09𝐸𝑓 .

дают асимптотически точное решение для коэффициентов теплопроводности,



92

поскольку в этом случае столкновениями между электронами можно прене­

бречь. Различие между точным [𝜆(1)]/[𝜆(1)(𝐵 = 0)] из (5.26) и феноменологиче­

ским (5.1) с учетом влияния магнитного поля на коэффициенты теплопроводно­

сти представлено на рисунке 5.1. Здесь отношение значений, перпендикулярных

и параллельных направлению магнитного поля, построены для 𝑘𝑇 = 0.09𝐸𝑓 .

При 𝜔𝜏 = 1.5 точное значение этого отношения в 4 раза меньше, чем феноме­

нологическое.

5.2.2. Термодиффузия сильно вырожденных электронов в

магнитном поле: приближение Лоренца

Выражение для средней скорости, связанной с термодиффузией, следую­

щее из (1.8),(1.19),(1.22),(3.2), (5.10)-(5.13), имеет вид:

⟨𝑣(𝐴)
𝑖 ⟩ = −

(︁
𝜇(1)𝛿𝑖𝑗 + 𝜇(2)𝜀𝑖𝑗𝑘𝐵𝑘 + 𝜇(3)𝐵𝑖𝐵𝑗

)︁ 𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑗
, (5.28)

где

𝜇(1) =
4𝜋

3

𝑚3
𝑒

ℎ3𝑇𝑛𝑒

(︂
2𝑘𝑇

𝑚𝑒

)︂5/2
∞∫
0

𝑓0(1− 𝑓0)𝐴
(1)𝑦3/2𝑑𝑦, (5.29)

𝜇(2) = −4𝜋

3

𝑚3
𝑒

ℎ3𝑇𝑛𝑒

(︂
2𝑘𝑇

𝑚𝑒

)︂5/2
∞∫
0

𝑓0(1− 𝑓0)𝐴
(2)𝑦3/2𝑑𝑦, (5.30)

𝜇(3) =
4𝜋

3

𝑚3
𝑒

ℎ3𝑇𝑛𝑒

(︂
2𝑘𝑇

𝑚𝑒

)︂5/2
∞∫
0

𝑓0(1− 𝑓0)𝐴
(3)𝑦3/2𝑑𝑦, 𝑦 = 𝑢2. (5.31)

Аналогично предыдущему параграфу при 𝑥0 ≫ 1, интегралы в (5.29)-(5.31), c

𝐴(1), 𝐴(2), 𝐴(3) из (5.11)-(5.13), выражены аналитически с использованием разло­

жения [53].

После интегрирования по частям мы получаем выражение, которое подхо­

дит для интегрирования по формуле (5.20):
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𝜇(1) =
4𝜋

3

𝑚3
𝑒

ℎ3𝑇𝑛𝑒

(︂
2𝑘𝑇

𝑚

)︂5/2
∞∫
0

𝑓0
𝑑 (𝐴(1)𝑦3/2)

𝑑𝑦
𝑑𝑦, (5.32)

𝜇(2) = −4𝜋

3

𝑚3
𝑒

ℎ3𝑇𝑛𝑒

(︂
2𝑘𝑇

𝑚

)︂5/2
∞∫
0

𝑓0
𝑑 (𝐴(2)𝑦3/2)

𝑑𝑦
𝑑𝑦, (5.33)

𝐵2𝐴(3) = 𝐴(1)(𝐵 = 0)− 𝐴(1). (5.34)

Применяя (5.20) к интегралам (5.32),(5.33) мы получим:

𝜇(1) =
4𝜋

3

𝑚3
𝑒

ℎ3𝑇𝑛𝑒

(︂
2𝑘𝑇

𝑚𝑒

)︂5/2 [︂
𝐴(1)(𝑥0)𝑥

3/2
0 +

𝜋2

6

𝑑2 (𝐴(1)𝑦3/2)

𝑑𝑦2
|𝑦=𝑥0

]︂
, (5.35)

𝜇(2) = −4𝜋

3

𝑚3
𝑒

ℎ3𝑇𝑛𝑒

(︂
2𝑘𝑇

𝑚𝑒

)︂5/2 [︂
𝐴(2)(𝑥0)𝑥

3/2
0 +

𝜋2

6

𝑑2 (𝐴(2)𝑦3/2)

𝑑𝑦2
|𝑦=𝑥0

]︂
, (5.36)

𝐵2𝜇(3) = 𝜇(1)(𝐵 = 0)− 𝜇(1). (5.37)

Используя (5.11), (5.12) мы выпишем функции 𝐴(1), 𝐴(2), и коэффициенты

термодиффузии в виде:

𝐴(1) = 𝜏𝑑
𝑦3/2

𝑥
3/2
0

𝑦 − 5
2

𝐺5/2

𝐺3/2

1 + 𝜔2𝜏 2𝑑 (𝑦
3/𝑥30)

, 𝐴(2) =
𝜔𝜏 2𝑑
𝐵

𝑦3

𝑥30

𝑦 − 5
2

𝐺5/2

𝐺3/2

1 + 𝜔2𝜏 2𝑑 (𝑦
3/𝑥30)

, (5.38)

𝜇(1) =
4𝜋3

3

𝑘2𝑇

𝑛𝑒ℎ2

(︂
3𝑛𝑒

𝜋

)︂1/3

𝜏𝑑

[︂
1

1 + 𝜔2𝜏 2𝑑
− 2

𝜔2𝜏 2𝑑
(1 + 𝜔2𝜏 2𝑑 )

2
(5.39)

−𝜋2

6

(︂
1

1 + 𝜔2𝜏 2𝑑 (𝑦
3/𝑥30)

)︂′′

|𝑦=𝑥0

]︃
,
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𝜇(2) = −4𝜋3

3

𝑘2𝑇

𝑛𝑒ℎ2

(︂
3𝑛𝑒

𝜋

)︂1/3
𝜔𝜏 2𝑑
𝐵

[︂
2

1 + 𝜔2𝜏 2𝑑
− 2

𝜔2𝜏 2𝑑
(1 + 𝜔2𝜏 2𝑑 )

2
(5.40)

−𝜋2

6

(︂
1

1 + 𝜔2𝜏 2𝑑 (𝑦
3/𝑥30)

)︂′′

|𝑦=𝑥0

]︃
,

𝐵2𝜇(3) = 𝜇(1)(𝐵 = 0)− 𝜇(1). (5.41)

В формулах (5.39) и (5.40) последние члены, после взятия производных, оказы­

ваются более высокого порядка малости, поэтому при построении графика на

рисунке 5.2 их вкладом пренебрегается. Как видно из дальнейшего, учет малых

членов ∼ (1/𝑥20) увеличивает отличие точных формул от приближения (5.2).
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Рис. 5.2. График отношения 𝜇⊥/𝜇‖ как функции 𝜔𝜏 . Представлены для сравнения термодиф­

фузии, полученной феноменологическим способом (сплошная кривая), с термодиффузией,

полученной из асимптотического решения уравнения Больцмана (штриховая кривая).
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5.3. Диффузия и диффузионный термоэффект

вырожденных электронов в магнитном поле

5.3.1. Диффузия сильно вырожденных электронов в магнитном

поле: приближение Лоренца

Для расчёта коэффициентов тензоров диффузии и диффузионного термо­

эффекта из уравнения (5.4) выпишем 𝜉𝐷:

𝜉𝐷 =
1

𝑛𝑒

1

2𝜋𝑛𝑁

∫
(1− cos 𝜃)𝑔𝑏𝑑𝑏− 𝑖𝜔

(5.42)

После интегрирования с учётом (5.9) и (2.23), получаем для функций 𝜉𝐷, 𝐷(1)

и 𝐷(2) из (1.22) следующие выражения:

𝜉𝐷 =
1

𝑛𝑒

1

4𝜋𝑛𝑁
𝑒4𝑍2

𝑚2𝑢3Λ
(︀

𝑚𝑒

2𝑘𝑇

)︀3/2 − 𝑖𝜔
. (5.43)

𝐷(1) =
1

𝑛𝑒

4𝜋𝑛𝑁
𝑒4𝑍2

𝑚2𝑢3Λ
(︀

𝑚𝑒

2𝑘𝑇

)︀3/2(︁
4𝜋𝑛𝑁

𝑒4𝑍2

𝑚2𝑢3Λ
(︀

𝑚𝑒

2𝑘𝑇

)︀3/2)︁2
+ 𝜔2

=
𝜏𝑑
𝑛𝑒

𝑦3/2

𝑥
3/2
0

1

1 + 𝜔2𝜏 2𝑑 (𝑦
3/𝑥30)

, (5.44)

𝐷(2) =
1

𝑛𝑒

𝜔

𝐵

1(︁
4𝜋𝑛𝑁

𝑒4𝑍2

𝑚2𝑢3Λ
(︀

𝑚𝑒

2𝑘𝑇

)︀3/2)︁2
+ 𝜔2

=
𝜔𝜏 2𝑑
𝑛𝑒𝐵

𝑦3

𝑥30

1

1 + 𝜔2𝜏 2𝑑 (𝑦
3/𝑥30)

, (5.45)

𝐵2𝐷(3) = 𝐷(1)|𝐵=0 −𝐷(1). (5.46)

Средняя величина скорости электронов ⟨𝑣𝑖𝐷⟩, связанная с диффузией, опреде­

ляется тензором 𝜂𝑖𝑗 в виде

⟨𝑣(𝐷)
𝑖 ⟩ = −𝑛𝑒

𝐺5/2

𝐺3/2

(︁
𝜂(1)𝛿𝑖𝑗 + 𝜂(2)𝜀𝑖𝑗𝑘𝐵𝑘 + 𝜂(3)𝐵𝑖𝐵𝑗

)︁
𝑑𝑗, (5.47)

где
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𝜂(1) =
4𝜋

3

𝑚3
𝑒

ℎ3𝑛𝑒

(︂
2𝑘𝑇

𝑚𝑒

)︂5/2
∞∫
0

𝑓0(1− 𝑓0)𝐷
(1)𝑦3/2𝑑𝑦, (5.48)

𝜂(2) = −4𝜋

3

𝑚3
𝑒

ℎ3𝑛𝑒

(︂
2𝑘𝑇

𝑚𝑒

)︂5/2
∞∫
0

𝑓0(1− 𝑓0)𝐷
(2)𝑦3/2𝑑𝑦, (5.49)

𝜂(3) =
4𝜋

3

𝑚3
𝑒

ℎ3𝑛𝑒

(︂
2𝑘𝑇

𝑚𝑒

)︂5/2
∞∫
0

𝑓0(1− 𝑓0)𝐷
(3)𝑦3/2𝑑𝑦. (5.50)

Используя формулу (5.20), коэффициенты диффузии можно записать в следу­

ющем виде:

𝜂(1) =
4𝜋

3

𝑚3
𝑒

ℎ3𝑛𝑒

(︂
2𝑘𝑇

𝑚𝑒

)︂5/2(︂
𝐷(1)(𝑥0)𝑥

3/2
0 +

𝜋2

6

𝑑2𝐷(1)(𝑦)𝑦3/2

𝑑𝑦2
|𝑦=𝑥0

)︂
, (5.51)

𝜂(2) = −4𝜋

3

𝑚3
𝑒

ℎ3𝑛𝑒

(︂
2𝑘𝑇

𝑚𝑒

)︂5/2(︂
𝐷(2)(𝑥0)𝑥

3/2
0 +

𝜋2

6

𝑑2𝐷(2)(𝑦)𝑦3/2

𝑑𝑦2
|𝑦=𝑥0

)︂
, (5.52)

𝐵2 𝜂(3) = 𝜂(1)|𝐵=0 − 𝜂(1). (5.53)

Тогда, с учетом выражения для 𝜏𝑑 из (2.23), и формул (5.44), (5.45), можно

выписать выражения для тензора диффузии в виде:

𝜂(1) =
𝑘𝑇

𝑛𝑒𝑚𝑒
𝜏𝑑

(︃
1

1 + 𝜔2𝜏 2𝑑
+

𝜋2

6

(︂
1

1 + 𝜔2𝜏 2𝑑 (𝑦
3/𝑥30)

)︂”

|𝑥=𝑥0

)︃
, (5.54)

𝜂(2) = − 𝑘𝑇

𝑛𝑒𝑚𝑒

𝜔𝜏 2𝑑
𝐵

(︃
1

1 + 𝜔2𝜏 2𝑑
+

𝜋2

6

(︂
1

1 + 𝜔2𝜏 2𝑑 (𝑦
3/𝑥30)

)︂”

|𝑥=𝑥0

)︃
, (5.55)

𝐵2𝜂(3) = 𝜂(1)(𝐵 = 0)− 𝜂(1). (5.56)

В формулах (5.54) и (5.55) последние члены, после взятия производных, ока­

зываются более высокого порядка малости, поэтому при построении графика
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на рисунке 5.3 их вкладом пренебрегается. При этом точное асимптотическое

решение совпадает с приближенным (5.2). Учет малых членов ∼ (1/𝑥20) на ри­

сунке 5.3 приводит к отличию кинетического решения от приближения (5.2).
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Рис. 5.3. Графики отношения 𝜂⊥/𝜂‖ в зависимости от 𝜔𝜏 . Для диффузии кривые, полученные

феноменологическим способом и из решения уравнения Больцмана, совпадают при сильном

вырождении. Если в точном решении учесть члены порядка 1/𝑥2
0 малости, то решение, полу­

ченное из уравнения Больцмана, будет отличаться от феноменологического (5.2). Сплошная

кривая соответствует феноменологическому решению и асимптотическому решению, полу­

ченному из уравнения Больцмана, штрих-пунктирная кривая соответствует решению с уче­

том малых членов при 𝑘𝑇 = 0.11𝐸𝑓 (𝑥0 = 9), штриховая кривая — при 𝑘𝑇 = 0.2𝐸𝑓 (𝑥0 = 5).
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5.3.2. Диффузионный термоэффект сильно вырожденных

электронов в магнитном поле: приближение Лоренца

Аналогично расчётам коэффициентов тензора диффузии, для расчёта ко­

эффициентов тензора диффузионного термоэффекта нужно использовать соот­

ношения (5.44), (5.45). Поток тепла 𝑞
(𝐷)
𝑖 , вызванный диффузионным термоэф­

фектом, записывается в виде:

𝑞
(𝐷)
𝑖 = −𝑛𝑒

𝐺5/2

𝐺3/2

(︁
𝜈(1)𝛿𝑖𝑗 + 𝜈(2)𝜀𝑖𝑗𝑘𝐵𝑘 + 𝜈(3)𝐵𝑖𝐵𝑗

)︁
𝑑𝑗, (5.57)

где

𝜈(1) =
2𝜋

3

𝑚4
𝑒

ℎ3

(︂
2𝑘𝑇

𝑚𝑒

)︂7/2
∞∫
0

𝑓0(1− 𝑓0)𝐷
(1)𝑦5/2𝑑𝑦, (5.58)

𝜈(2) = −2𝜋

3

𝑚4
𝑒

ℎ3

(︂
2𝑘𝑇

𝑚𝑒

)︂7/2
∞∫
0

𝑓0(1− 𝑓0)𝐷
(2)𝑦5/2𝑑𝑦, (5.59)

𝜈(3) =
2𝜋

3

𝑚4
𝑒

ℎ3

(︂
2𝑘𝑇

𝑚𝑒

)︂7/2
∞∫
0

𝑓0(1− 𝑓0)𝐷
(3)𝑦5/2𝑑𝑦. (5.60)

Используя формулу (5.20), коэффициенты диффузионного термоэффекта мож­

но записать в виде:

𝜈(1) =
2𝜋

3

𝑚4
𝑒

ℎ3

(︂
2𝑘𝑇

𝑚𝑒

)︂7/2(︂
𝐷(1)(𝑥0)𝑥

5/2
0 +

𝜋2

6

𝑑2𝐷(1)(𝑦)𝑦5/2

𝑑𝑦2
|𝑦=𝑥0

)︂
, (5.61)

𝜈(2) = −2𝜋

3

𝑚4
𝑒

ℎ3

(︂
2𝑘𝑇

𝑚𝑒

)︂7/2(︂
𝐷(2)(𝑥0)𝑥

5/2
0 +

𝜋2

6

𝑑2𝐷(2)(𝑦)𝑦5/2

𝑑𝑦2
|𝑦=𝑥0

)︂
, (5.62)

𝐵2𝜈(3) = 𝜈(1)(𝐵 = 0)− 𝜈(1). (5.63)
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После интегрирования получаем выражения для коэффициентов диффузион­

ного термоэффекта в виде:

𝜈(1) =
𝑘𝑇ℎ2

8𝑚2
𝑒

(︂
3𝑛𝑒

𝜋

)︂2/3

𝜏𝑑

(︃
1

1 + 𝜔2𝜏 2𝑑
+

𝜋2

6

(︂
1

1 + 𝜔2𝜏 2𝑑 (𝑦
3/𝑥30)

)︂”

|𝑦=𝑥0

)︃
, (5.64)

𝜈(2) = −𝑘𝑇ℎ2

8𝑚2
𝑒

(︂
3𝑛𝑒

𝜋

)︂2/3
𝜔𝜏 2𝑑
𝐵

(︃
1

1 + 𝜔2𝜏 2𝑑
+

𝜋2

6

(︂
1

1 + 𝜔2𝜏 2𝑑 (𝑦
3/𝑥30)

)︂”

|𝑦=𝑥0

)︃
,(5.65)

𝐵2𝜈(3) = 𝜈(1)(𝐵 = 0)− 𝜈(1). (5.66)
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Рис. 5.4. Графики отношений 𝜈⊥/𝜈‖ в зависимости от 𝜔𝜏 . Аналогично диффузии, для диф­

фузионного термоэффекта график асимптотического решения совпадает с феноменологи­

ческим (сплошная кривая). Если в решении, полученном из уравнения Больцмана, учесть

члены 1/𝑥2
0 , то график отношения 𝜈⊥/𝜈‖ будет отличаться от феноменологического. Штрих­

пунктирная кривая соответствует решению при 𝑘𝑇 = 0.11𝐸𝑓 (𝑥0 = 9), штриховая кривая —

при 𝑘𝑇 = 0.2𝐸𝑓 (𝑥0 = 5).
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В формулах (5.64) и (5.65) последние члены, после взятия производных,

оказываются более высокого порядка малости, поэтому при построении графи­

ка на рисунке 5.4 их вкладом пренебрегается. При этом точное асимптотическое

решение совпадает с приближенным (5.2). Учет малых членов ∼ (1/𝑥20) на ри­

сунке 5.4 приводит к отличию кинетического решения от приближения (5.2).

После вычисления всех четырёх коэффициентов переноса, потоки тепла и

дифффузии электронов, с учётом (3.1),(3.2),(5.28),(5.47),(5.57), а также тензора

теплопроводности из [80], записываются в виде:

𝑞𝑖 = 𝑞
(𝐴)
𝑖 + 𝑞

(𝐷)
𝑖 = −

(︁
𝜆(1)𝛿𝑖𝑗 + 𝜆(2)𝜀𝑖𝑗𝑘𝐵𝑘 + 𝜆(3)𝐵𝑖𝐵𝑗

)︁ 𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑗

−𝑛𝑒

𝐺5/2

𝐺3/2

(︁
𝜈(1)𝛿𝑖𝑗 + 𝜈(2)𝜀𝑖𝑗𝑘𝐵𝑘 + 𝜈(3)𝐵𝑖𝐵𝑗

)︁
𝑑𝑗, (5.67)

⟨𝑣𝑖⟩ = ⟨𝑣(𝐴)
𝑖 ⟩+ ⟨𝑣(𝐷)

𝑖 ⟩ = −𝑛𝑒

𝐺5/2

𝐺3/2

(︁
𝜂(1)𝛿𝑖𝑗 + 𝜂(2)𝜀𝑖𝑗𝑘𝐵𝑘 + 𝜂(3)𝐵𝑖𝐵𝑗

)︁
𝑑𝑗

−
(︁
𝜇(1)𝛿𝑖𝑗 + 𝜇(2)𝜀𝑖𝑗𝑘𝐵𝑘 + 𝜇(3)𝐵𝑖𝐵𝑗

)︁ 𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑗
. (5.68)

При численных расчётах требуется уравнения, записанные в координатном ви­

де. Выпишем для примера компоненты вектора потока тепла 𝑞
(𝐴)
𝑖 в декартовой

системе 𝑥 𝑦 𝑧:
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𝑞(𝐴)
𝑥 = −

[︂
𝜆(1)𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝜆(3)𝐵𝑥

(︂
𝐵𝑥

𝜕𝑇

𝜕𝑥
+𝐵𝑦

𝜕𝑇

𝜕𝑦
+𝐵𝑧

𝜕𝑇

𝜕𝑧

)︂
(5.69)

+𝜆(2)

(︂
𝐵𝑧

𝜕𝑇

𝜕𝑦
−𝐵𝑦

𝜕𝑇

𝜕𝑧

)︂]︂
,

𝑞(𝐴)
𝑦 = −

[︂
𝜆(1)𝜕𝑇

𝜕𝑦
+ 𝜆(3)𝐵𝑦

(︂
𝐵𝑥

𝜕𝑇

𝜕𝑥
+𝐵𝑦

𝜕𝑇

𝜕𝑦
+𝐵𝑧

𝜕𝑇

𝜕𝑧

)︂
(5.70)

+𝜆(2)

(︂
𝐵𝑥

𝜕𝑇

𝜕𝑧
−𝐵𝑧

𝜕𝑇

𝜕𝑥

)︂]︂
,

𝑞(𝐴)
𝑧 = −

[︂
𝜆(1)𝜕𝑇

𝜕𝑧
+ 𝜆(3)𝐵𝑧

(︂
𝐵𝑥

𝜕𝑇

𝜕𝑥
+𝐵𝑦

𝜕𝑇

𝜕𝑦
+𝐵𝑧

𝜕𝑇

𝜕𝑧

)︂
(5.71)

+𝜆(2)

(︂
𝐵𝑦

𝜕𝑇

𝜕𝑥
−𝐵𝑥

𝜕𝑇

𝜕𝑦

)︂]︂
.

Тензорная структура выражений в скобках в формулах (5.67)-(5.68) одинакова,

поэтому компоненты остальных кинетических коэффициентов 𝜈(𝛼), 𝜂(𝛼) 𝜇(𝛼), 𝛼 =

1, 2, 3 записываются в том же виде.

Для вектора j имеем выражение, следующее из (1.9),(3.2),(5.68) в виде:

𝑗𝑖 = −𝑒𝑛𝑒⟨𝑣𝑖⟩ =
2

5
𝑒𝑛2

𝑒𝑥0

(︁
𝜂(1)𝛿𝑖𝑗 + 𝜂(2)𝜀𝑖𝑗𝑘𝐵𝑘 + 𝜂(3)𝐵𝑖𝐵𝑗

)︁
𝑑𝑗

+𝑒𝑛𝑒

(︁
𝜇(1)𝛿𝑖𝑗 + 𝜇(2)𝜀𝑖𝑗𝑘𝐵𝑘 + 𝜇(3)𝐵𝑖𝐵𝑗

)︁ 𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑗
. (5.72)

Коэффициенты 𝜂(𝑘) даны в (5.54)-(3.133), а 𝜇(𝑘) даны в (5.39)-(5.41). Здесь учте­

но, что при сильном вырождении имеет место 𝐺5/2

𝐺3/2
≈ 2

5𝑥0.

В приложениях часто используются кинетические коэффициенты в маг­

нитном поле, определяющие локальные потоки тепла и диффузии вдоль маг­

нитного поля 𝑞||, 𝑗||, в направлении перпендикуляром магнитному полю 𝑞⊥, 𝑗⊥,

а также потоки, перпендикулярные плоскости, в которой располагаются век­

тор магнитного поля 𝐵𝑖, и какой нибудь из векторов 𝜕𝑇
𝜕𝑥𝑖

либо 𝑑𝑖. Эти потоки

носят название Холловских 𝑞ℎ𝑎𝑙𝑙, 𝑗ℎ𝑎𝑙𝑙. Для получения выражений для локаль­

ных потоков рассмотрим магнитное поле вдоль оси 𝑥, и градиент температуры,
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расположенный в плоскости (𝑥, 𝑦), так что:

𝐵𝑖 = (𝐵𝑥, 0, 0),
𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑖
=

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑥
,
𝜕𝑇

𝜕𝑦
, 0

)︂
. (5.73)

Тогда из уравнения (5.67) для теплового потока имеем:

𝑞|| = 𝑞𝑥 = −(𝜆(1) +𝐵2𝜆(3))
𝜕𝑇

𝜕𝑥
− (𝜈(1) +𝐵2𝜈(3))𝑑𝑥,

𝜆|| = 𝜆(1) +𝐵2𝜆(3), 𝜈|| = 𝜈(1) +𝐵2𝜈(3), (5.74)

𝑞⊥ = 𝑞𝑦 = −𝜆(1)𝜕𝑇

𝜕𝑦
− 𝜈(1)𝑑𝑦, 𝜆⊥ = 𝜆(1), 𝜈⊥ = 𝜈(1), (5.75)

𝑞ℎ𝑎𝑙𝑙 = 𝑞𝑧 = 𝜆(2)𝐵𝑥
𝜕𝑇

𝜕𝑦
+ 𝜈(2)𝐵𝑥𝑑𝑦, 𝜆ℎ𝑎𝑙𝑙 = 𝜆(2), 𝜈ℎ𝑎𝑙𝑙 = 𝜈(2). (5.76)

Из уравнения (5.68) для средней скорости электронов имеем

⟨𝑣||⟩ = ⟨𝑣𝑥⟩ = −(𝜂(1) +𝐵2𝜂(3))𝑑𝑥 − (𝜇(1) +𝐵2𝜇(3))
𝜕𝑇

𝜕𝑥
,

𝜂|| = 𝜂(1) +𝐵2𝜂(3), 𝜇|| = 𝜇(1) +𝐵2𝜇(3), (5.77)

⟨𝑣⊥⟩ = ⟨𝑣𝑦⟩ = −𝜂(1)𝑑𝑦 − 𝜇(1)𝜕𝑇

𝜕𝑦
, 𝜂⊥ = 𝜂(1), 𝜇⊥ = 𝜇(1), (5.78)

⟨𝑣ℎ𝑎𝑙𝑙⟩ = ⟨𝑣𝑧⟩ = 𝜂(2)𝐵𝑥𝑑𝑦 + 𝜇(2)𝐵𝑥
𝜕𝑇

𝜕𝑦
. 𝜂ℎ𝑎𝑙𝑙 = 𝜂(2), 𝜇ℎ𝑎𝑙𝑙 = 𝜇(2). (5.79)

Учитывая, что 𝑗𝑖 = −𝑛𝑒𝑒 ⟨𝑣𝑖⟩, электрический ток электронов в плазме записы­

вается в виде:

𝑗|| = 𝑒𝑛𝑒

(︂
𝜂||𝑑𝑥 + 𝜇||

𝜕𝑇

𝜕𝑥

)︂
, 𝑗⊥ = 𝑒𝑛𝑒

(︂
𝜂⊥𝑑𝑦 + 𝜇⊥

𝜕𝑇

𝜕𝑦

)︂
,

𝑗ℎ𝑎𝑙𝑙 = −𝑒𝑛𝑒

(︂
𝜂ℎ𝑎𝑙𝑙𝐵𝑥𝑑𝑦 + 𝜇ℎ𝑎𝑙𝑙𝐵𝑥

𝜕𝑇

𝜕𝑦

)︂
. (5.80)

Величина [𝜈(1)]/[𝜈(1)(𝐵 = 0)], как оценка влияния магнитного поля на диф­

фузионный термоэффект представлена на рисунке 5.4. При учёте членов ∼ 1/𝑥20

порядка малости формулы (5.54), (5.55) для диффузии могут быть выписаны
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в более подробном виде:

𝜂(1) =
𝑘𝑇

𝑛𝑒𝑚𝑒
𝜏𝑑

(︂
1

1 + 𝜔2𝜏 2𝑑
+

1

𝑥20

𝜋2

1 + 𝜔2𝜏 2𝑑
− 1

𝑥20

3𝜋2𝜔2𝜏 2

(1 + 𝜔2𝜏 2𝑑 )
2

(5.81)

+
𝜋2

6

(︂
1

1 + 𝜔2𝜏 2𝑑 (𝑦
3/𝑥30)

)︂”

|𝑦=𝑥0

)︃

𝜂(2) = − 𝑘𝑇

𝑛𝑒𝑚𝑒

𝜔𝜏 2𝑑
𝐵

(︂
1

1 + 𝜔2𝜏 2𝑑
+

21𝜋2

8𝑥20

1

1 + 𝜔2𝜏 2
− 9𝜋2

2𝑥20

𝜔2𝜏 2

(1 + 𝜔2𝜏 2)2
(5.82)

+
𝜋2

6

(︂
1

1 + 𝜔2𝜏 2𝑑 (𝑦
3/𝑥30)

)︂”

|𝑦=𝑥0

)︃
,

и формулы (5.64), (5.65) соответственно для диффузионного термоэффекта:

𝜈(1) =
𝑘𝑇ℎ2

8𝑚2
𝑒

(︂
3𝑛𝑒

𝜋

)︂2/3

𝜏𝑑

(︂
1

1 + 𝜔2𝜏 2𝑑
+

1

𝑥20

2𝜋2

1 + 𝜔2𝜏 2𝑑
− 1

𝑥20

4𝜋2𝜔2𝜏 2

(1 + 𝜔2𝜏 2𝑑 )
2

(5.83)

+
𝜋2

6

(︂
1

1 + 𝜔2𝜏 2𝑑 (𝑦
3/𝑥30)

)︂”

|𝑦=𝑥0

)︃

𝜈(2) = −𝑘𝑇ℎ2

8𝑚2
𝑒

(︂
3𝑛𝑒

𝜋

)︂2/3
𝜔𝜏 2𝑑
𝐵

(︂
1

1 + 𝜔2𝜏 2𝑑
+

33𝜋2

8𝑥20

1

1 + 𝜔2𝜏 2
(5.84)

−11𝜋2

2𝑥20

𝜔2𝜏 2

(1 + 𝜔2𝜏 2)2
+

𝜋2

6

(︂
1

1 + 𝜔2𝜏 2𝑑 (𝑦
3/𝑥30)

)︂”

|𝑦=𝑥0

)︃
На рисунках 5.3 и 5.4 отношения между величинами, которые перпендику­

лярны и параллельны к магнитному полю, рассчитаны для 𝑘𝑇 = 0.(11)𝐸𝑓 ,

𝑘𝑇 = 0.2𝐸𝑓 , а также дана кривая, соответствующая феноменологическому со­

отношению (5.2), которое при сильном вырождении совпадает с точным реше­

нием.

Выводы к пятой главе

В данной главе найдены коэффициенты теплопроводности, диффузии, диф­

фузионного термоэффекта и термодиффузии для сильно вырожденных элек­

тронов в магнитном поле. Коэффициенты получены асимптотически точно в
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приближении Лоренца, когда электрон-электронными столкновениями можно

пренебречь по сравнению с электрон-ядерными столкновениями при невырож­

денных ядрах. Тензоры получены для произвольного направления магнитного

поля и градиента температуры в декартовой системе координат, согласно [62].

В большинстве работ, рассматривающих теплопроводность и электропровод­

ность в астрофизических объектах, в частности, в нейтронных звездах, следуя

Флоуерсу и Ито [48], влияние магнитного поля на проводимость учитывается

феноменологически с коэффициентом 1/(1 + 𝜔2𝜏 2), который уменьшает про­

водимость в направлении, перпендикулярном направлению магнитного поля.

Представленные в этой главе результаты, полученные путем решения уравне­

ния Больцмана, показывают, что влияние магнитного поля на кинетические

коэффициенты оказывается более сильным и имеет более сложный характер

см. рисунки 5.1, 5.2, 5.3, 5.4.

Для всех коэффициентов теплопроводности 𝜆𝑖(𝑥0) в присутствии магнит­

ного поля можно предложить простую линейную интерполяцию между «точ­

ными» результатами для невырожденных и сильно вырожденных электронов

𝜆𝑖(𝑥0) = 𝜆
(𝑛𝑑)
𝑖

1− 𝑥0
2− 𝑥0

+ 𝜆
(𝑠𝑑)
𝑖

1

2− 𝑥0
, при 𝑥0 ≤ 0, (5.85)

𝜆𝑖(𝑥0) = 𝜆
(𝑛𝑑)
𝑖

1

2 + 𝑥0
+ 𝜆

(𝑠𝑑)
𝑖

1 + 𝑥0
2 + 𝑥0

, при 𝑥0 ≥ 0. (5.86)

Здесь индексы (nd), (sd) относятся к невырожденным и сильно вырожденным

значениям соответственно.

Данные вычисления были сделаны для нерелятивистских электронов, в то

время как в глубоких слоях нейтронной звезды становятся существенными ре­

лятивистские эффекты. Главный релятивистский эффект — увеличение эффек­

тивной электронной массы — приближенно можно учесть, согласно [49], вводя

во всех выражениях релятивистскую электронную массу 𝑚𝑒* = (𝑚2
𝑒+𝑝2𝐹𝑒/𝑐

2)1/2
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вместо массы покоя 𝑚𝑒.

По результатам пятой главы были опубликованы следующие статьи:
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теплопроводности в замагниченном плотном веществе //Физика Плазмы, т. 44,

с. 355-374, 2018

2. Бисноватый-Коган Г. С., Глушихина М. В., Четыре тензора, определя­

ющие тепло- и электропроводность вырожденных электронов в замагниченной

плазме// Физика Плазмы, т. 44, с. 971-982, 2018

3. Glushikhina M. V., Bisnovatyi-Kogan G. S., Kinetic coefficients of degenerate

electrons in magnetized neutron star crust // The Fourteenth Marcel Grossmann

Meeting On Recent Developments in Theoretical and Experimental General Relativity,

Astrophysics, and Relativistic Field Theories, held 12-18 July 2015 in Rome, Italy.,

2015, pp. 1102-1107, Edited by Massimo Bianchi, Robert T. Jansen and Remo

Ruffini.

4. Glushikhina M. V., Bisnovatyi-Kogan G. S., Calculation of thermal

conductivity coefficients of electrons in magnetized dense matter //

INTERNATIONAL JOURNAL OF MODERN PHYSICS D, 2017, v. 27, article

id.1844008-1-8.

5. Glushikhina M. V., Bisnovatyi-Kogan G.S. Four Tensors Determining the

Heat and Electro-Conductivities of Degenerate Electrons in the Dense Magnetized

Matter // High Energy Phenomena in Relativistic Outflows VII. 9-12 July 2019.

Facultat de Fisica, Universitat de Barcelona, Spain, 2019, id.79
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Заключение

В диссертационной работе найдены кинетические коэффициенты тепло­

проводности, термодиффузии, диффузии и диффузионного термоэффекта для

произвольно вырожденных нерелятивистских электронов в неквантующем маг­

нитном поле.

В Главе 1 описан метод Чепмена-Энскога для решения уравнения Больц­

мана для произвольно вырожденных электронов в магнитном поле. Получены

уравнения переноса, записаны выражения для интегралов столкновений. Вы­

писаны полиномы обощающие полиномы Сонина вплоть до третьего члена. По­

лучены системы уравнений для нахождения кинетических коэффициентов.

В Главе 2 рассчитаны матричные элементы связанные с электрон-элек­

тронными и электрон-ядерными столкновениями. Для интеграла столкновений

электрон-ядро получены выражения для произвольно вырожденных электро­

нов с учётом разложения по первым трём полиномам, обощающим полиномы

Сонина. Рассчитаны точные значения матричных элементов для случаев невы­

рожденных электронов, частично вырожденных при 𝜖𝐹𝑒/𝑘𝑇 = 1.011 и сильно

вырожденных электронов. Для матричных элементов интеграла столкновений

электрон-электрон получены выражения в явном виде в случае невырожденных

электронов, для случая сильного вырождения получены оценки.

В Главе 3 в приближении невырожденных электронов четыре тензора ки­

нетических коэффициентов записаны в явном виде с использованием разложе­

ния на полиномы Сонина и учетом двух и трех членов в разложении. Учиты­

ваются электрон-ядерные и электрон-электронные столкновения. Полученные

результаты для невырожденных электронов в 2-полиномиальном случае точно

согласуются с результатами предыдущих работ [31, 32, 81] по данной темати­

ке. Аналитическое решение в 3-полиномиальном приближении прежде не было

получено. Значение коэффициента теплопроводности, полученное в известной
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работе Брагинского [41, 81] в 2-полиномиальном приближении, в два раза мень­

ше, чем наше соответствующее значение. Это связано с тем, что в работе [41],

считалось, что половина теплового потока скрыта в так называемой "тепловой

силе"таким образом, что результирующий тепловой поток в сопутствующей си­

стеме отсчета одинаков в рассмотрениях и [41, 81] и [21].

В Главе 4 расчитаны кинетические коэффициенты в случае частичного

вырождения 𝜖𝐹𝑒/𝑘𝑇 = 1.011 без учёта магнитного поля. На примере приближе­

ния Лоренца было показано, что точность приближения рядом ортогональных

функций, аналогичных полиномам Сонина, уменьшается с увеличением степе­

ни вырождения.

В Главе 5 кинетические коэффициенты для сильно вырожденных электро­

нов в магнитном поле получены асимптотически точно в приближении Лорен­

ца, когда электрон-электронными столкновениями можно пренебречь по срав­

нению с электрон-ядерными столкновениями при невырожденных ядрах.

В большинстве работ, рассматривающих проводимость в астрофизических

объектах, в частности, в нейтронных звездах, следуя Флоуерсу и Ито [48], влия­

ние магнитного поля на потоки тепла и заряда учитывается феноменологически

с коэффициентом 1/(1+𝜔2𝜏 2), который уменьшает потоки в направлении, пер­

пендикулярном направлению магнитного поля. Результаты, представленные в

этой работе, показывают, что влияние магнитного поля на кинетические ко­

эффициенты оказывается более сильным и имеет более сложный характер,

рис. 5.1, 5.3, 5.2, 5.4.

Метод Чепмена–Энскога можно использовать для достаточно плотного га­

за (плазмы), где время между столкновениями частиц есть наименьшая величи­

на среди других характерных времен. В присутствии магнитного поля в допол­

нение ко времени жизни системы и характерному времени изменений парамет­

ров в плазме добавляется время вращения по ларморовскому кругу 𝜏𝐿 = 2𝜋/𝜔.

Это время должно быть намного меньше, чем 𝜏 , порядка 𝜏𝑛𝑑 или 𝜏𝑑, что приво­
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дит к условию, при котором можно пользоваться методом Чепмена–Энскога, в

виде

𝜔𝜏 ≪ 2𝜋. (5.87)

Поэтому результаты данной работы можно успешно применять при 𝜔𝜏 . 1, а

для больших 𝜔𝜏 могут быть получены только качественные оценки.

Коэффициенты переноса, расчитанные здесь, определяют тепловой поток,

который создают электроны в случае нулевого вектора диффузии 𝑑𝑖. В общем

случае ненулевого вектора диффузии 𝑑𝑖 и градиента температуры 𝜕𝑇/𝜕𝑥𝑖, теп­

ловой и диффузионный (электрический ток) потоки связаны друг с другом

и определены четырьмя кинетическими коэффициентами [21], имея структуру

тензора в присутствии магнитного поля.

Новые коэффициенты могут использоваться для вычисления потоков теп­

ла и заряда в белых карликах, на поверхности и в коре замагниченной нейтрон­

ной звезды [52], а также для замагниченной материи в аккреционной области

вблизи замагниченной нейтронной звезды.

Автор выражает особую благодарность своему научному руководителю Г.

С. Бисноватому-Когану за терпение и большую помощь.
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