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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность работы
Изучение фундаментальных свойств астрофизической плазмы помога-

ет понять детальную эволюцию плазменных объектов, наблюдаемых во Все-
ленной, таких как Солнце, звёзды, планетные системы, галактики и  ско-
пления галактик. В  последнее время активно развиваются теоретические 
и численные исследования, направленные на решение проблемы описания 
и изучения многомасштабных течений астрофизической плазмы путём ис-
следования общих свойств, характеризующих объекты во Вселенной. Це-
лый ряд новых приложений, возникших в  последние годы, актуализирует 
задачу изучения крупномасштабных магнитогидродинамических течений. 
С  одной стороны, магнитная гидродинамика вращающихся течений  — 
предмет исследования в  области динамики плазмы, как самостоятельного 
раздела теоретической физики. Поэтому результаты диссертационной ра-
боты самодостаточны и  имеют непосредственное фундаментальное значе-
ние. С  другой стороны, изучение таких течений имеет непосредственное 
отношение к  астрофизике. Полученные в  работе теоретические результа-
ты имеют большое значение для понимания и  предсказательного модели-
рования вращающихся астрофизических объектов. Течения в  плазменной 
астрофизике, так же как течения в геофизике, как правило, являются стра-
тифицированными. Учёт стратификации в магнитогидродинамических мо-
делях вращающейся плазмы важен для анализа множества астрофизических 
объектов и явлений, например, процессов в солнечном тахоклине (тонком 
слое внутри Солнца, находящемся над конвективной зоной), в устойчиво-
стратифицированных областях в недрах звёзд (излучающей зоны) и планет 
(внешний жидкий слой ядра), в  астрофизических дисках, в  экзопланетах 
и  осцилляций вращающихся звёзд и  Солнца. Кроме того, учёт стратифи-
кации позволяет существенно расширить возможности для интерпретации 
новых данных наблюдений крупномасштабных волн Россби на Солнце. 
Важным принципиальным отличием течений астрофизической плазмы вы-
ступает свойство сжимаемости, характеризующее большинство наблюда-
емых объектов во Вселенной. Отметим, что первые экспериментальные 
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наблюдения крупномасштабных течений астрофизической плазмы вы-
полнены на основе изучения магнитных полей или методами астросейс-
мологии, что естественным образом мотивирует развитие магнитогидроди-
намической теории с  учётом как эффектов сжимаемости, так и  эффектов 
магнитных полей.

Полная система уравнений магнитной гидродинамики вращающейся 
плазмы в поле силы тяжести сложна как для аналитического исследования, 
так и  для численного моделирования. Поэтому актуальна разработка при-
ближённых моделей, описывающих течения астрофизической плазмы на 
глобальных масштабах. Приближение мелкой воды представляется одним 
из основных магнитогидродинамических приближений, используемых для 
изучения крупномасштабных процессов во вращающейся астрофизической 
плазме. При выводе магнитогидродинамических уравнений в  приближе-
нии мелкой воды из полной системы уравнений магнитной гидродинами-
ки несжимаемой плазмы усреднением по  высоте слоя предполагается, что 
распределение давления удовлетворяет условию гидростатики, а  толщина 
рассматриваемого слоя плазмы мала по  отношению к  характерному гори-
зонтальному линейному размеру задачи [1]. Когда рассматривают крупно-
масштабные течения при наличии вращения в магнитогидродинамическом 
приближении мелкой воды, выделяют волны магнито-Пуанкаре и  волны 
магнито-Россби. Волны магнито-Пуанкаре возникают во вращающихся 
течениях под действием силы тяжести и  магнитного поля. Волны магни-
то-Россби — крупномасштабные волны, возникающие вследствие неодно-
родности силы Кориолиса в зависимости от широты на сфере. Нелинейные 
взаимодействия волн магнито-Россби связывают с  длительностью солнеч-
ного цикла. Волны Россби часто исследуются в приближении β-плоскости 
для силы Кориолиса, которое описывает вращающиеся сферические тече-
ния плазмы в локальной декартовой системе координат. В этом случае па-
раметр Кориолиса слабо меняется при малых изменениях широты и раскла-
дывается в  ряд до  первого порядка по  широте. Приближение β-плоскости 
развито для упрощения теории сферических волн Россби. Тем не  менее 
заметим, что представление силы Кориолиса в  таком приближении со-
держит слагаемое, не  зависящее от  широты, которое обеспечивает суще-
ствование волн магнито-Пуанкаре на β-плоскости. Такие волны магни-
то-Пуанкаре не  исследовались ранее в  работах [2–6], хотя их нелинейные 
взаимодействия могут быть важны для интерпретации различных явлений 
в  плазменной астрофизике. Таким образом, актуальна постановка задачи 
об  исследовании эффектов стратификации в  приближении мелкой воды, 
а  также исследовании волн магнито-Пуанкаре в  данном приближении на 
β-плоскости и их нелинейном взаимодействии с волнами магнито-Россби.

Магнитогидродинамическая теория мелкой воды — двумерная, что ис-
ключает вертикальные компоненты скоростей и  магнитного поля и  учёт 
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вертикального изменения их горизонтальных составляющих. Таким обра-
зом, магнитогидродинамическая система уравнений в  приближении мел-
кой воды не может полностью описывать важный для астрофизики случай 
устойчиво и  непрерывно стратифицированного слоя плазмы. В  геофизи-
ческой гидродинамике стратифицированных вращающихся течений воз-
никают инерционно-гравитационные волны в  следствие двух восстанав-
ливающих механизмов — вращения и стратификации. В случае магнитных 
течений волновая картина будет гораздо богаче вследствие наличия допол-
нительной восстанавливающей силы, а именно силы Лоренца, наряду с си-
лой Кориолиса и силой плавучести. Кроме того, учёт трёхмерности позво-
ляет детально исследовать волновые процессы в  магнитогидродинамике 
стратифицированной плазмы с учётом горизонтальной составляющей силы 
Кориолиса, что представляется особенно принципиальным при изучении 
экваториальных течений. Для изучения устойчиво-стратифицированных 
течений как нейтральной жидкости, так и астрофизической плазмы широ-
ко используется приближение Буссинеска. Таким образом, актуальна по-
становка задачи о расширении теории стратифицированных вращающихся 
течений в  приближении Буссинеска на случай наличия магнитного поля 
и  горизонтальной составляющей вектора Кориолиса. Отметим, что при-
ближение Буссинеска работает, когда градиент плотности пропорционален 
только градиенту температуры, и  описывает несжимаемые стратифициро-
ванные течения [7]. Для корректного учёта горизонтальной составляющей 
силы Кориолиса наряду со стратификацией и  сжимаемостью актуальным 
представляется использование неупругого приближения (англ. anelastic ap-
proximation) для изучения волновых процессов в сжимаемых течениях. В та-
ком приближении акустические волны отфильтрованы, а градиент плотно-
сти зависит как от градиента давления, так и от градиента температуры [8]. 
Магнитогидродинамическая система уравнений в неупругом приближении 
не  содержит акустических волн и  получается из полной системы сжимае-
мых уравнений магнитной гидродинамики в предположении малых возму-
щений плотности и описывает течения с малыми числами Маха.

Цели работы
1.	 Развитие магнитогидродинамической теории в  приближении двус-

лойной мелкой воды и  приближении Буссинеска для описания 
крупномасштабных вращающихся течений плазмы с  устойчивой 
стратификацией. Расширение теории в приближении Буссинеска на 
случай четырёх различных приближений силы Кориолиса: прибли-
жение стандартной f-плоскости, приближение нестандартной (с учё-
том горизонтальной компоненты вектора Кориолиса) f-плоскости, 
приближение стандартной β-плоскости и приближение нестандарт-
ной β-плоскости.
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2.	 Развитие теории линейных волн во вращающихся магнитогидроди-
намических течениях с устойчивой стратификацией в приближении 
двуслойной мелкой воды во внешнем вертикальном поле и в гори-
зонтальном магнитном, а также в приближении Буссинеска. Иссле-
дование дисперсионных соотношений волн магнито-Россби, волн 
магнито-Пуанкаре, магнитных инерционно-гравитационных волн 
и магнитострофических волн, развитие слабонелинейной теории вза-
имодействий волн и анализ неустойчивостей типа распад и усиление.

3.	 Развитие магнитогидродинамической теории в  неупругом прибли-
жении для описания крупномасштабных сжимаемых вращающихся 
течений плазмы с устойчивой стратификацией, расширение теории 
на случай четырёх различных приближений силы Кориолиса: при-
ближение стандартной f-плоскости, приближение нестандартной 
f-плоскости, приближение стандартной β-плоскости и приближение 
нестандартной β-плоскости.

4.	 Развитие теории линейных волн в  сжимаемых вращающихся маг-
нитогидродинамических течениях с  устойчивой стратификацией 
в  неупругом приближении в  четырёх приближениях для силы Ко-
риолиса. Исследование дисперсионных соотношений магнитных 
инерционно-гравитационных волн, магнитострофических волн 
и  волн магнито-Россби, сравнение со случаем несжимаемых тече-
ний в  приближении Буссинеска, развитие слабонелинейной тео-
рии взаимодействий волн и  анализ неустойчивостей типа распад 
и усиление.

Научная новизна
Впервые система магнитогидродинамических уравнений в  приближе-

нии двуслойной мелкой воды во внешнем вертикальном магнитном поле 
получена из полной трёхмерной системы уравнений магнитной гидроди-
намики для случая стратифицированных вращающихся течений. Впервые 
исследованы волны магнито-Пуанкаре на β-плоскости, найдены новые 
дисперсионные соотношения для волн магнито-Пуанкаре и  магнито-Рос-
сби с  учётом эффектов стратификации. Впервые сформулирована задача 
о  реализуемости трёхволновых взаимодействий для волн магнито-Пуан-
каре и  магнито-Россби на β-плоскости в  приближении мелкой воды. Ис-
следовано влияние стратификации на групповые и фазовые скорости волн 
магнито-Пуанкаре и магнито-Россби. Показано наличие нелинейных трёх-
волновых взаимодействий волн магнито-Пуанкаре и волн магнито-Россби, 
вычислены коэффициенты взаимодействия трёх волн. Найдены инкремен-
ты неустойчивостей типа распад и усиление.

Впервые система магнитогидродинамических уравнений вращающей-
ся стратифицированной плазмы в  приближении Буссинеска исследована 
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сразу для четырёх различных приближений силы Кориолиса (стандартные 
f- и  β-плоскости, нестандартные (с учётом горизонтальной составляющей 
вектора Кориолиса) f- и β-плоскости). Впервые в рамках полученных урав-
нений исследованы магнитные инерционно-гравитационные волны, маг-
нитострофические волны и  волны магнито-Россби. Показано нарушение 
условия перпендикулярности групповой скорости волновому вектору для 
магнитных инерционно-гравитационных волн в следствие наличия магнит-
ного поля. Показано наличие нелинейных трёхволновых взаимодействий 
найденных новых типов волн, получены коэффициенты взаимодействия 
и инкременты неустойчивостей типа распад и усиление.

Впервые система магнитогидродинамических уравнений сжимаемой 
вращающейся плазмы в неупругом приближении получена из полной трёх-
мерной системы уравнений магнитной гидродинамики для случая сжимае-
мых течений. Система является новой, так как содержит одновременно силу 
Кориолиса и  магнитное поле, а  также предполагает постоянное ненулевое 
магнитное поле в  исходном состоянии равновесия. Кроме того, получен-
ная система впервые исследована сразу для четырёх различных приближе-
ний силы Кориолиса (стандартные f- и β-плоскости, нестандартные (с учё-
том горизонтальной составляющей вектора Кориолиса) f- и  β-плоскости). 
Найдены новые типы волн в  сжимаемых вращающихся течениях астро-
физической плазмы с  линейным профилем энтропии: магнитные инерци-
онно-гравитационные волны, магнитострофические волны и  волны маг-
нито-Россби. Показано отличие от  их аналогов в  несжимаемых течениях 
в  приближении Буссинеска. Кроме того, обнаружены магнитные инерци-
онно-гравитационные и  магнитострофические волны с  принципиально 
новыми дисперсионными соотношениями. Показано наличие нелинейных 
трёхволновых взаимодействий найденных новых типов волн, получены ко-
эффициенты взаимодействия и  инкременты неустойчивостей типа распад 
и усиление.

Практическая и  научная ценность работы
Полученные магнитогидродинамические уравнения двуслойной мел-

кой воды представляют собой единственную возможность самосогласован-
ного учёта внешнего магнитного поля и стратификации. Учёт стратифика-
ции в магнитогидродинамических моделях мелкой воды для вращающейся 
плазмы важен для анализа осцилляций R-моды во вращающихся звёздах 
и на Солнце и позволяет существенно расширить возможности для интер-
претации имеющихся данных наблюдений крупномасштабных волн Россби 
на Солнце. Также найденные в  работе резонансные взаимодействия волн 
магнито-Пуанкаре и  магнито-Россби на β-плоскости становятся принци-
пиально важными для интерпретации различных явлений в  плазменной 
астрофизике, в особенности солнечных сезонов.
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В полученных магнитогидродинамических уравнениях в приближении 
Буссинеска учёт трёхмерности позволяет детально исследовать волновые 
процессы в  магнитогидродинамике стратифицированной плазмы. Кроме 
того, проведённый в  уравнениях учёт горизонтальной составляющей силы 
Кориолиса является особенно принципиальным при изучении астрофизи-
ческих экваториальных течений.

Полученные магнитогидродинамические уравнения сжимаемой вра-
щающейся плазмы в неупругом приближении важны для анализа процессов 
в солнечном тахоклине, устойчиво стратифицированных областях в недрах 
звёзд (излучающей зоны) и планет (внешний жидкий слой ядра), астрофи-
зических дисках, экзопланетах, а  также для анализа осцилляций вращаю-
щихся звёзд и Солнца. Отметим, что первые экспериментальные наблюде-
ния крупномасштабных течений астрофизической плазмы выполнены на 
основе изучения магнитных полей или методами астросейсмологии, что 
естественным образом мотивирует развитие магнитогидродинамической те-
ории с учётом как эффектов сжимаемости, так и эффектов магнитных полей.

Полученные в диссертации результаты могут быть полезны при плани-
ровании космических миссий и астрофизических наблюдений.

Обоснованность и  достоверность полученных результатов
Вывод уравнений мелкой воды магнитной гидродинамики осущест-

влялся методом усреднения по глубине слоя исходной системы уравнений, 
широко используемым и хорошо себя зарекомендовавшим в геофизической 
гидродинамике и в физике планетных атмосфер. Полученная система маг-
нитогидродинамических уравнений в  приближении двуслойной мелкой 
воды во внешнем вертикальном магнитном поле в  частном случае перехо-
дит в классические уравнения нейтральной жидкости и широко известные 
в астрофизике магнитогидродинамические уравнения без внешнего магнит-
ного поля. Вывод уравнений сжимаемой плазмы в неупругом приближении 
магнитной гидродинамики осуществлялся методом, широко используемым 
и  хорошо себя зарекомендовавшим в  работах по  исследованию течений 
астрофизической плазмы. Все полученные результаты линейной теории, 
развитые в диссертации, согласуются с известными результатами для тече-
ний нейтральной жидкости и для магнитогидродинамических течений. Для 
развития нелинейной теории используется хорошо зарекомендовавший 
себя асимптотический метод многомасштабных разложений.

Положения, выносимые на защиту
1.	 Получены новые системы магнитогидродинамических уравнений 

для стратифицированной плазмы, а  именно: в  приближении двус-
лойной мелкой воды во внешнем вертикальном магнитном поле и с 
учётом сжимаемости в  неупругом приближении. Магнитогидроди-
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намические уравнения в  приближении Буссинеска и  в неупругом 
приближении записаны для четырёх различных приближений силы 
Кориолиса: стандартных и нестандартных (с учётом горизонтальной 
составляющей) f- и β-плоскостей.

2.	 Развита теория волновых процессов во вращающейся стратифици-
рованной плазме в  приближении двуслойной мелкой воды. Най-
дены дисперсионные соотношения для волн магнито-Пуанкаре 
и магнито-Россби на β-плоскости и поправки к ним, описывающие 
влияние стратификации во внешнем вертикальном и в горизонталь-
ном магнитных полях. Показано влияние стратификации на группо-
вые и  фазовые скорости найденных волн. Выявлены трёхволновые 
взаимодействия волн магнито-Пуанкаре и  волн магнито-Россби 
и найдены инкременты неустойчивостей типа распад и усиление.

3.	 Развита теория волновых процессов во вращающейся стратифици-
рованной плазме в  приближении Буссинеска. Найдены дисперси-
онные соотношения для магнитных инерционно-гравитационных 
волн, магнитострофических волн и  волн магнито-Россби. Показа-
но влияние стратификации и  учёта горизонтальной составляющей 
силы Кориолиса на динамику найденных волн. Выявлены все воз-
можные типы трёхволновых взаимодействий в  четырёх различных 
приближениях силы Кориолиса и найдены инкременты неустойчи-
востей типа распад и усиление.

4.	 Получена полная система магнитогидродинамических уравнений 
сжимаемой вращающейся плазмы с  устойчивой стратификацией 
в  неупругом приближении. Получены магнитогидродинамические 
уравнения в неупругом приближении для сжимаемых вращающихся 
течений с устойчивой стратификацией в приближении стандартных 
и  нестандартных f- и  β-плоскостей для силы Кориолиса. Найдены 
дисперсионные соотношения для магнитных инерционно-гравита-
ционных волн, магнитострофических волн и волн магнито-Россби. 
Показано отличие в динамике найденных волн в неупругом прибли-
жении от волн в приближении Буссинеска. Показано влияние сжи-
маемости, стратификации и  учёта горизонтальной составляющей 
силы Кориолиса на динамику найденных волн. Выявлены все воз-
можные типы трёхволновых взаимодействий в  четырёх различных 
приближениях силы Кориолиса и найдены инкременты неустойчи-
востей типа распад и усиление.

Апробация работы
Результаты диссертационной работы докладывались на семина-

рах сектора  53.9 ИКИ РАН, а  также на международных и  российских 
конференциях:
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•	 Конференция молодых учёных ИКИ РАН, Москва, 2019–2021 гг.
•	 Всероссийская научная конференция МФТИ, Москва, 2018–2021 гг.
•	 Курчатовская междисциплинарная молодёжная научная школа, Мо-

сква, НИЦ «Курчатовский институт», 2019 г.
•	 Arcetri Workshop on Plasma Astrophysics, Florence, Italy, 2019.
•	 General Assembly of European Geosciences Union, Vienna, Austria, 

2020.
•	 American Geophysical Union Fall Meeting, San Francisco, USA, 2020.

Публикации по  теме диссертации
Результаты диссертационной работы опубликованы в  6  статьях в  ре-

ферируемых российских и  международных журналах, рекомендованных 
ВАК:

1.	 Федотова  М. А., Климачков  Д. А., Петросян  А. С. Магнитогидроди-
намическая теория мелкой воды для течений стратифицированной 
вращающейся астрофизической плазмы: Приближение бета-пло-
скости, магнитные волны Россби //  Физика плазмы. 2020. Т.  46. 
Вып. 1. С. 57–71. DOI: 10.31857/S0367292120010072.

2.	 Petrosyan  A., Klimachkov  D., Fedotova  M., Zinyakov  T. Shallow Water 
Magnetohydrodynamics in Plasma Astrophysics: Waves, Turbulence, 
and Zonal Flows //  Atmosphere. 2020. V.  11. Art.  No.  314. 16  p. DOI: 
10.3390/atmos11040314.

3.	 Федотова  М. А., Петросян  А. С. Волновые процессы в  трехмерных 
стратифицированных течениях вращающейся плазмы в  прибли-
жении Буссинеска //  Журн. эксперимент. и  теорет. физики. 2020. 
Т. 158. Вып. 2. С. 374–394. DOI: 10.31857/S0044451020080155.

4.	 Федотова М. А., Петросян А. С. Волновые процессы во вращающихся 
сжимаемых течениях астрофизической плазмы с  устойчивой стра-
тификацией //  Журн. эксперимент. и  теорет. физики. 2020. Т.  158. 
Вып. 6. С. 1188–1214. DOI: 10.31857/S0044451020120172.

5.	 Fedotova  M., Klimachkov  D., Petrosyan  A. Variable Density Flows in Ro-
tating Astrophysical Plasma. Linear Waves and Resonant Phenom-
ena //  Universe. 2021. V.  7. Art.  No.  87. 42  p. https://doi.org/10.3390/
universe7040087.

6.	 Fedotova  M., Klimachkov  D., Petrosyan  A. Resonant interactions of mag-
neto-Poincaré and magneto-Rossby waves in quasi-two-dimensional ro-
tating astrophysical plasma // Monthly Notices of the Royal Astronomical 
Society. 2022. V. 509. Iss. 1. P. 312–326. https://doi.org/10.1093/mnras/
stab2957.

Полный список работ включает также 10 публикаций в тезисах докла-
дов российских и международных конференций.
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Автор принимала участие в  постановке задач, проводила все аналити-

ческие исследования, принимала участие в интерпретировании полученных 
результатов, принимала участие в подготовке статей.

Структура и  объём диссертации
Диссертация состоит из введения, трёх глав и  заключения, содержит 

124  страницы и  23  рисунка. Список используемой литературы содержит 
126 наименований.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

В первой главе диссертации развита магнитогидродинамическая теория 
двуслойной мелкой воды для вращающейся стратифицированной плазмы 
со свободной границей в поле силы тяжести, находящейся во внешнем вер-
тикальном магнитном поле (рисунок). Исследуются волны магнито-Пуан-
каре и волны магнито-Россби и их трёхволновые взаимодействия.

Тонкий слой плазмы в вертикальном магнитном поле,  
разделённый на два слоя различной, но постоянной плотности

В  разделе 1.2 получена система магнитогидродинамических уравнений 
двуслойной мелкой воды для вращающейся плазмы в  поле силы тяжести 
во внешнем вертикальном магнитном поле. Система получена из исход-
ных трёхмерных уравнений магнитной гидродинамики усреднением урав-
нений по высоте слоёв в предположении гидростатичности распределений 
давлений и  малости толщины слоёв по  отношению к  характерным гори-
зонтальным линейным размерам задачи. В  результате полученная система 
уравнений записывается относительно переменных высоты слоёв, средних 
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по высоте горизонтальных скоростей течения и среднего по высоте магнит-
ного поля. В полученной системе уравнений наличие внешнего вертикаль-
ного магнитного поля приводит к дополнительным слагаемым в уравнениях 
для изменения импульса и  для магнитной индукции. В  разделе получены 
уравнения для вертикальной составляющей магнитного поля, необходимые 
для задания корректных начальных условий и тождественного удовлетворе-
ния условия бездивергентности магнитного поля. Таким образом, модер-
низированные уравнения двуслойной мелкой воды описывают трёхмерную 
структуру магнитного поля и  позволяют глубже понять как линейные, так 
и  нелинейные эффекты в  изучаемых плазменных течениях. Полученная 
система имеет стационарное решение в  виде покоящегося слоя плазмы во 
внешнем вертикальном магнитном поле. При отсутствии внешнего маг-
нитного поля полная система уравнений мелкой воды во внешнем верти-
кальном магнитном поле сводится к известной системе со стационарными 
решениями в  виде горизонтальных (полоидального, тороидального и  их 
суммы) магнитных полей. В частном случае равенства высоты и плотности 
слоёв система уравнений двуслойной мелкой воды во внешнем магнитном 
поле сводится к известной системе уравнений однослойной мелкой воды во 
внешнем магнитном поле.

В  разделе 1.3 получена система магнитогидродинамических уравнений 
двуслойной мелкой воды для вращающейся плазмы в  поле силы тяжести 
во внешнем вертикальном магнитном поле в  приближении β-плоскости. 
В  подразделе 1.3.1 полученная система уравнений линеаризована на фоне 
стационара с  вертикальным магнитным полем и  получено полное диспер-
сионное соотношение. Найдены решения в  виде суммы волны (магнито-
Пуанкаре или магнито-Россби) и  малой поправки, описывающей влияние 
стратификации:
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B0  — внешнее вертикальное магнитное поле; h01  — высота нижнего слоя; 
Δh0 = h02 – h01  — высота нижнего слоя; 0 0 02 sin ;f Ω θ= ×  0 0 ;2 cos Rβ Ω θ×=  
Ω0 — угловая скорость вращения, постоянная в обоих слоях; θ0 — широта; 
R — радиус сферы; 2 2 2

x yk k k= +  — волновой вектор; g — ускорение свобод-
ного падения; ρ1  — плотность в  нижнем слое; ρ2  — плотность в  верхнем 
слое.

Показано, что наличие стратификации увеличивает групповую и  фа-
зовую скорости волн магнито-Пуанкаре при малых значениях волново-
го вектора и  уменьшает их при больших значениях; увеличивает фазовую 
скорость волн магнито-Россби и  уменьшает их групповую скорость. В  от-
сутствие магнитного поля получено дисперсионное уравнение, анало-
гичное дисперсионному уравнению слоя нейтральной жидкости в  при-
ближении мелкой воды с  решением в  виде гидродинамической волны 
Россби. Найдена поправка к  гидродинамической волне Россби, связанная 
со стратификацией.

В  подразделе 1.3.2 полученная система уравнений линеаризована на 
фоне стационара с  горизонтальным магнитным полем и  получено полное 
дисперсионное соотношение. При равенстве магнитных полей в слоях най-
дены решения в  виде суммы волны (магнито-Пуанкаре или магнито-Рос-
сби, аналогичные волнам в  однослойной модели) и  малой поправки, опи-
сывающей влияние стратификации:
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(B0 k) — скалярное произведение волнового вектора и вектора магнитного 
поля; 0 0 0,

x y
B Bæ ö÷ç ÷ç ÷÷çè ø

=B  — горизонтальное магнитное поле в состоянии покоя.
Показано, что наличие стратификации значительно увеличивает фазо-

вую и  групповую скорости волн магнито-Пуанкаре; уменьшает групповую 
скорость волн магнито-Россби, увеличивает фазовую скорость волн магни-
то-Россби при малых значениях волнового вектора и уменьшает при боль-
ших значениях.

В  разделе 1.4 развита слабонелинейная теория волн магнито-Пуан-
каре и  волн магнито-Россби в  приближении двуслойной мелкой воды на 
β-плоскости. В подразделе 1.4.1 качественно исследованы полученные дис-
персионные уравнения на выявление трёхволновых взаимодействий, удов-
летворяющий условию синхронизма ω(k1) + ω(k2) = ω(k1 + k2). Качествен-
ный анализ дисперсионных кривых заключается в построении двух кривых, 
смещённых относительно друг друга на kc. Пересечение двух кривых озна-
чает выполнение условия синхронизма, а  точка пересечения соответствует 
(k1 + k2, ω(k1 + k2)). Выявлены следующие трёхволновые взаимодействия 
в двуслойной мелкой воде на β-плоскости как в вертикальном, так и в го-
ризонтальном магнитном поле: две волны магнито-Россби и волна магни-
то-Пуанкаре; две волны магнито-Пуанкаре и  волна магнито-Россби; три 
волны магнито-Россби. В  подразделе 1.4.2 методом многомасштабных раз-
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ложений выведена система амплитуд трёх взаимодействующих волн и полу-
чены коэффициенты взаимодействия как во внешнем вертикальном поле 
так и  в горизонтальном магнитном. Слагаемые в  коэффициентах взаимо-
действия образуют три группы: связанные с нижним слоем плазмы, связан-
ные с верхним слоем плазмы и связанные с отношением плотностей слоёв. 
В частном случае коэффициенты взаимодействия в двуслойной мелкой воде 
переходят в  коэффициенты взаимодействия в  однослойной мелкой воде. 
Система амплитудных уравнений имеет общий вид и описывает неустойчи-
вости типа распад и усиление. Когда в начальный момент времени ампли-
туда одной из волн много больше двух других, имеет место распад волны 
с частотой ω(k1) на две волны с частотами ω(k2) и ω(k3). Когда в начальный 
момент времени амплитуда одной из волн много меньше двух других, име-
ет место усиление волны с частотой ω(k1) двумя волнами с частотами ω(k2) 
и  ω(k3). В  подразделе 1.4.3 исследованы такие неустойчивости и  найдены 
их инкременты для трёхволновых взаимодействий волн магнито-Пуанкаре 
и  магнито-Россби в  двуслойной мелкой воде во внешнем магнитном поле 
и в горизонтальном магнитном поле. Найдены следующие неустойчивости: 
распад или усиление волны магнито-Россби при участии волны магнито-
Пуанкаре и  волны магнито-Россби; распад или усиление волны магнито-
Пуанкаре при участии волны магнито-Россби и  волны магнито-Пуанка-
ре; распад или усиление волны магнито-Россби при участии двух волн 
магнито-Россби.

Во второй главе диссертации развита теория волновых процессов во 
вращающихся течениях стратифицированной астрофизической плазмы 
в приближении Буссинеска. Учёт силы Кориолиса проведён в четырёх раз-
личных приближениях: приближение стандартной f-плоскости (вектор 
Кориолиса постоянен и направлен вдоль оси z); приближение нестандарт-
ной f-плоскости (вектор Кориолиса постоянен и  имеет как вертикальную 
компоненту, так и  компоненту вдоль оси  y); приближение стандартной 
β-плоскости (вектор Кориолиса слабо меняется при малых изменениях 
широты и  имеет только вертикальную компоненту, которая раскладывает-
ся в ряд по широте до первого порядка малости); приближение нестандарт-
ной β-плоскости (вектор Кориолиса слабо меняется при малых изменени-
ях широты и имеет как вертикальную, так и горизонтальную компоненты, 
которые раскладываются в  ряд по  широте до  первого порядка малости). 
Исследуются магнитные инерционно-гравитационные волны, магнито-
строфические волны и  волны магнито-Россби. Система магнитогидроди-
намических уравнений несжимаемой вращающейся стратифицированной 
плазмы в  приближении Буссинеска линеаризована на фоне стационарно-
го состояния (покоящийся слой плазмы с  линейным профилем плотности 
и  постоянным магнитным полем). В  подразделе 2.2.1 получено дисперси-
онное соотношение на стандартной f-плоскости и найдены решения в виде 
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волн, восстанавливающими силами которых выступают сила Лоренца, сила 
Кориолиса и сила плавучести: трёхмерные магнитные инерционно-гравита-
ционные волны
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Брента – Вяйсяля для несжимаемых течений; 0 0 0 0, ,
x y z

B B Bæ ö÷ç ÷ç ÷÷çè ø
=B  — магнит-

ное поле в состоянии покоя.
В случае отсутствия магнитного поля решением становятся трёхмерные 

инерционно-гравитационные волны, для которых характерно свойство пер-
пендикулярности групповой скорости волновому вектору. Показано, что 
наличие магнитного поля нарушает это свойство — групповая скорость маг-
нитных инерционно-гравитационных волн не перпендикулярна волновому 
вектору. В  частном случае только вертикальных возмущений решениями 
являются магнитные инерционные волны
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В частном случае горизонтальных возмущений найдены волны Альфве-
на и магнитогравитационные волны.

В  подразделе 2.2.2 получено дисперсионное соотношение на нестан-
дартной f-плоскости и найдены решения в виде волн, восстанавливающими 
силами которых представляются сила Лоренца, сила Кориолиса и сила пла-
вучести: трёхмерные магнитные инерционно-гравитационные волны 
и  трёхмерные магнитострофические волны. Их дисперсионные соотноше-
ния схожи с  дисперсионными соотношениями для аналогичных волн на 
стандартной f-плоскости с точностью до слагаемых с вектором Кориолиса. 
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Слагаемые с вертикальной компонентой V zf k  переходят в слагаемые с учё-
том горизонтальной компоненты вектора Кориолиса .H y V zf k f k+  В  част-
ном случае вертикальных возмущений решениями также становятся маг-
нитные инерционные волны 

1
,zω  

2
.zω  В  частном случае горизонтальных 

возмущений в  следствие учёта горизонтальной составляющей вектора Ко-
риолиса решениями дисперсионного уравнения на нестандартной 
f-плоскости представляются двумерные магнитные инерционно-гравитаци-
онные и двумерные магнитострофические волны.

В  подразделе 2.2.3 записана система уравнений несжимаемой враща-
ющейся стратифицированной плазмы на стандартной β-плоскости. Си-
стема линеаризована на фоне стационара с постоянным магнитным полем 
и  линейным профилем плотности, получено дисперсионное соотношение 
и найдены решения в виде стандартных волн магнито-Россби, а также низ-
кочастотных трёхмерных волн магнито-Россби, динамика которых опреде-
ляется не только силой Кориолиса и Лоренца, но и силой плавучести:
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В частном случае нейтральных течений найдены низкочастотные трёх-
мерные гидродинамические волны Россби, динамика которых определяется 
как силой Кориолиса, так и силой плавучести:
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В  случае горизонтальных течений данный тип волн переходит в  стан-
дартную гидродинамическую волну Россби.

В  подразделе 2.2.4 записана линеаризованная система уравнений не-
сжимаемой вращающейся стратифицированной плазмы на нестандартной 
β-плоскости. Система линеаризована на фоне стационара с  постоянным 
магнитным полем и  линейным профилем плотности. Получено дисперси-
онное соотношение на стандартной β-плоскости и найдены решения в виде 
волн, динамика которых определяется силами Лоренца, Кориолиса и  пла-
вучести: одномерные магнитные инерционно-гравитационные и  магнито-
строфические волны, низкочастотные трёхмерные волны магнито-Россби:

3

2 2 2 2 2
0 0

2 2
0

( )
,

( )

( )
D

h
MR

z
x

y

k N k

k
k N

k

ω

β γ β
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷çè

¢

ø

é ù
ê úë û× × -

=

× -
é ù
ê ú
ê ú
ê úë

-
û

B k B k

B k

где 0 0(2 sin ) .Rγ Ω θ×=-



16

В  случае горизонтальных течений данный тип волн переходит в  стан-
дартную двумерную магнитогидродинамическую волну Россби в  однород-
ной жидкости. В  частном случае нейтральных течений найдены низкоча-
стотные трёхмерные гидродинамические волны Россби, динамика которых 
определяется как силой Кориолиса, так и силой плавучести:
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В  случае горизонтальных течений данный тип волн переходит в  стан-
дартную гидродинамическую волну Россби в однородной жидкости.

В  разделе 2.3 развита слабонелинейная теория волн во вращающихся 
течениях плазмы с устойчивой стратификацией в приближении Буссинеска. 
В  подразделе 2.3.1 качественно исследованы полученные дисперсионные 
уравнения на выявление трёхволновых взаимодействий, удовлетворяющий 
условию синхронизма. На стандартной f-плоскости выявлены следующие 
трёхволновые взаимодействия: две магнитогравитационные волны и волна 
Альфвена; две магнитные инерционные волны с частотами 

1z
ω  и магнитная 

инерционная волна с  частотой 
2
;zω  три магнитные инерционные волны 

с частотами 
2
.zω  На нестандартной f-плоскости при малой горизонтальной 

составляющей вектора Кориолиса реализуется взаимодействие двух магни-
тострофических волн и  магнитной инерционно-гравитационной волны. 
Однако при достаточно большой горизонтальной составляющей вид дис-
персионных кривых сильно меняется, что допускает возникновение ещё од-
ного типа трёхволновых взаимодействий: две магнитные инерционно-гра-
витационные волны и  магнитострофическая волна. На стандартной 
β-плоскости выявлены следующие трёхволновых взаимодействия: три вол-
ны магнито-Россби; две магнитогравитационные волны и  волна магнито-
Россби; две волны магнито-Россби и  магнитогравитационная волна; три 
низкочастотные волны магнито-Россби. На нестандартной β-плоскости ре-
ализуются взаимодействия магнитострофических и  магнитных инерцион-
но-гравитационных волн, аналогичные взаимодействиям на нестандартной 
f-плоскости, а  также взаимодействие трёх низкочастотных волн магнито-
Россби.

В  подразделе 2.3.2 получены коэффициенты взаимодействия в  ампли-
тудных уравнениях трёх взаимодействующих волн для каждого из четырёх 
приближений силы Кориолиса. Система амплитудных уравнений имеет об-
щий вид и описывает неустойчивости типа распад и усиление. В подразде-
ле 2.3.3 исследованы такие неустойчивости и  найдены их инкременты. На 
стандартной f-плоскости возможны следующие неустойчивости: распад или 
усиление магнитогравитационной волны при участии волны Альфвена 
и магнитогравитационной волны; распад или усиление магнитной инерци-



17

онной волны 
1z

ω  при участии магнитной инерционной волны 
2zω  и  маг-

нитной инерционной волны 
1
;zω  распад или усиление магнитной инерци-

онной волны 
2zω  при участии двух магнитных инерционных волн 

2
.zω  

На нестандартной f-плоскости возможны следующие неустойчивости: рас-
пад или усиление магнитной инерционно-гравитационной волны при уча-
стии двух магнитострофических волн; распад или усиление магнитной 
инерционно-гравитационной волны при участии магнитной инерционно-
гравитационной волны и  магнитострофической волны. На стандартной 
β-плоскости возможны следующие неустойчивости: распад или усиление 
волны Альфвена при участии двух магнитогравитационных волн; распад 
или усиление волны магнито-Россби при участии двух магнитогравитаци-
онных волн; распад или усиление волны магнито-Россби при участии двух 
волн магнито-Россби; распад или усиление низкочастотной волны магни-
то-Россби при участии двух низкочастотных волн магнито-Россби. На не-
стандартной β-плоскости возможны следующие неустойчивости: распад 
или усиление магнитной инерционно-гравитационной волны при участии 
двух магнитострофических волн; распад или усиление магнитной инерци-
онно-гравитационной волны при участии магнитной инерционно-гравита-
ционной и  магнитострофической волн; распад или усиление низкочастот-
ной волны магнито-Россби при участии двух низкочастотных волн 
магнито-Россби.

В третьей главе диссертации развита теория волновых процессов в сжи-
маемых вращающихся течениях стратифицированной астрофизической 
плазмы в  неупругом приближении. Учёт силы Кориолиса также прове-
дён в  четырёх различных приближениях: приближения стандартной и  не-
стандартной f-плоскостей; приближение стандартной и  нестандартной 
β-плоскостей. Исследуются сжимаемые магнитные инерционно-гравитаци-
онные волны, магнитострофические волны и волны магнито-Россби.

В  разделе 3.2 получена система магнитогидродинамических уравнений 
сжимаемой вращающейся плазмы в неупругом приближении со стационар-
ным состоянием в  виде покоящегося слоя плазмы с  линейным профилем 
энтропии и постоянным магнитным полем.

В  разделе 3.3 развита линейная теория волновых процессов в  сжимае-
мом стратифицированной вращающемся слое плазмы с линейным профи-
лем энтропии. В подразделе 3.3.1 получено дисперсионное соотношение на 
стандартной f-плоскости и найдены решения в виде волн, восстанавливаю-
щими механизмами которых становятся вращение, магнитное поле и сжи-
маемость: трёхмерные сжимаемые магнитные инерционно-гравитационные 
волны и  трёхмерные сжимаемые магнитострофические волны. Их  диспер-
сионные соотношения имеют вид, схожий с  дисперсионными соотношени-
ями аналогичных волн в приближении Буссинеска с точностью до слагаемых 
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с  частотой Брэнта – Вяйсяля. Именно эти слагаемые отражают влияние 
сжимаемости на динамику волн. В приближении Буссинеска частота Брэн-
та – Вяйсяля (для несжимаемых течений) зависит только от профиля плот-
ности, тогда как в  неупругом приближении частота Брэнта – Вяйсяля (для 
сжимаемых течений) зависит как от профиля плотности, так и от профиля 
давления. В частном случае двумерных горизонтальных возмущений найде-
ны волны Альфвена и  сжимаемые магнитогравитационные волны. В  част-
ном случае вертикальных возмущений решением дисперсионного уравне-
ния представляются магнитные инерционные волны, аналогичные волнам 
в приближении Буссинеска.

В  подразделе 3.3.2 получено дисперсионное соотношение на нестан-
дартной f-плоскости и  найдены решения в  виде волн с  принципиально 
новыми дисперсионными соотношениями, восстанавливающими меха-
низмами которых становятся вращение, магнитное поле и  сжимаемость: 
сжимаемые магнитные инерционно-гравитационные волны
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где 2Nθ  — частота Брента – Вяйсяля для сжимаемых течений.
А также схожие (с точностью до слагаемых с частотой Брэнта – Вяйся-

ля) с волнами в приближении Буссинеска одномерные сжимаемые магнит-
ные инерционно-гравитационные и магнитострофические волны.

В  подразделе 3.3.3 получено дисперсионное соотношение на стандарт-
ной β-плоскости и  найдены решения в  виде сжимаемых магнитограви-
тационных волн, аналогичных волнам на стандартной f-плоскости, волн 
магнито-Россби, аналогичных волнам в  приближении Буссинеска, волн 
Альфвена, а  также волн с  принципиально новым дисперсионным соотно-
шением, восстанавливающими механизмами которых становятся враще-
ние, магнитное поле и сжимаемость: трёхмерные сжимаемые низкочастот-
ные волны магнито-Россби
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В  подразделе 3.3.4 получено дисперсионное соотношение на нестан-
дартной β-плоскости и  найдены решения в  виде сжимаемых магнитных 
инерционно-гравитационных волн, аналогичных волнам на нестандартной 
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f-плоскости, волн магнито-Россби, аналогичных волнам в  приближении 
Буссинеска, а также волн с принципиально новым дисперсионным соотно-
шение, восстанавливающими механизмами которых становятся вращение, 
магнитное поле и сжимаемость: сжимаемых магнитных инерционно-грави-
тационных волн

2
1 22 2

2 2
02

1 22 2 222 2 02 2 2
02

2 22
,

2 22

y

y

y

H H
y

y

mig
HH H

H y
y

Nf N f
B k

gk

f N BNf N f
f B k

ggk

β

θ

θ

β

ω
ββ

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

é ù
ê ú+ - + +ê ú
ê ú
ê ú
ê ú= é ùê úê úê úê úê ú+ + - + +ê úê úê úê úë ûë û

сжимаемых магнитострофических волн
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и трёхмерных сжимаемых низкочастотных волн магнито-Россби
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В  разделе 3.4 развита слабонелинейная теория волн во вращающихся 
сжимаемых течениях плазмы с  устойчивой стратификацией в  неупругом 
приближении. В  подразделе 3.4.1 качественно исследованы полученные 
дисперсионные уравнения на выявление трёхволновых взаимодействий, 
удовлетворяющий условию синхронизма. На стандартной f-плоскости вы-
явлены следующие трёхволновые взаимодействия: две магнитогравитаци-
онные волны и волна Альфвена; две магнитострофические волны и магнит-
ная инерционно-гравитационная волна; магнитострофическая волна и две 
магнитные инерционно-гравитационные волны; магнитная инерционно-
гравитационная волна и две магнитострофические волны; три магнитостро-
фические волны. На нестандартной f-плоскости выявлены следующие трёх-
волновые взаимодействия: две магнитные инерционно-гравитационные 
волны и  волна Альфвена; три магнитные инерционно-гравитационные 
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волны. На стандартной β-плоскости выявлены следующие трёхволновые 
взаимодействия: две магнитогравитационные волны и волна Альфвена; три 
волны магнито-Россби; две магнитогравитационные волны и волна магни-
то-Россби; две волны магнито-Россби и магнитогравитационная волна; три 
сжимаемые низкочастотные волны магнито-Россби. На нестандартной 
β-плоскости выявлены следующие трёхволновые взаимодействия: две сжи-
маемые магнитные инерционно-гравитационные волны и  волна магнито-
Россби; две волны магнито-Россби и  сжимаемая магнитная инерционно-
гравитационная волна; волна магнито-Россби и две сжимаемые магнитные 
инерционно-гравитационные волны; две сжимаемые магнитные инерцион-
но-гравитационные волны migβ

ω  и сжимаемая магнитострофическая волна 
;mstrβ

ω  три сжимаемые низкочастотные волны магнито-Россби.

В  подразделе 3.4.2 получены коэффициенты взаимодействия в  ампли-
тудных уравнениях трёх взаимодействующих волн для всех четырёх при-
ближений силы Кориолиса. Система амплитудных уравнений имеет общий 
вид и описывает неустойчивости типа распад и усиление. В подразделе 3.4.3 
исследованы такие неустойчивости и найдены их инкременты. На стандарт-
ной f-плоскости возможны следующие неустойчивости: распад или усиле-
ние волны Альфвена при участии двух сжимаемых магнитогравитационных 
волн; распад или усиление магнитной инерционной волны при участии 
двух магнитных инерционных волн; распад или усиление сжимаемой маг-
нитострофической волны при участии либо двух сжимаемых магнитных 
инерционно-гравитационных волн, либо сжимаемой магнитострофиче-
ской и сжимаемой магнитной инерционно-гравитационной волн, либо двух 
сжимаемых магнитострофических волн; распад или усиление сжимаемой 
магнитной инерционно-гравитационной волны при участии либо сжима-
емой магнитной инерционно-гравитационной и  сжимаемой магнитостро-
фической волн, либо двух сжимаемых магнитострофических волн. На не-
стандартной f-плоскости возможны следующие неустойчивости: распад 
или усиление сжимаемой магнитной инерционно-гравитационной волны 
при участии либо двух сжимаемых магнитных инерционно-гравитацион-
ных волн, либо сжимаемой магнитной инерционно-гравитационной вол-
ны и  волны Альфвена; распад или усиление волны Альфвена при участии 
двух сжимаемых магнитных инерционно-гравитационных волн; распад или 
усиление одномерной сжимаемой магнитострофической волны при участии 
либо одномерной сжимаемой магнитострофической и одномерной сжимае-
мой магнитной инерционно-гравитационной волн, либо двух одномерных 
сжимаемых инерционно-гравитационных волн.

На стандартной β-плоскости возможны следующие неустойчивости: 
распад или усиление волны магнито-Россби при участии либо двух волн 
магнито-Россби, либо двух сжимаемых магнитогравитационных волн; рас-



21

пад или усиление сжимаемой магнитогравитационной волны при участии 
двух волн магнито-Россби; распад или усиление сжимаемой низкочастот-
ной волны магнито-Россби при участии двух сжимаемых низкочастотных 
волн магнито-Россби. На нестандартной β-плоскости возможны следую-
щие неустойчивости: распад или усиление волны магнито-Россби при уча-
стии либо двух волн магнито-Россби, либо двух сжимаемых магнитных 
инерционно-гравитационных волн, либо волны магнито-Россби и сжимае-
мой магнитной инерционно-гравитационной волны; распад или усиление 
сжимаемой магнитной инерционно-гравитационной волны при участии 
либо двух сжимаемых магнитных инерционно-гравитационных волн, либо 
сжимаемой магнитной инерционно-гравитационной и  магнито-Россби 
волн, либо двух волн магнито-Россби; распад или усиление сжимаемой маг-
нитной инерционно-гравитационной волны migβ

ω  при участии сжимаемой 
магнитной инерционно-гравитационной волны migβ

ω  и сжимаемой магни-
тострофической волны mstrβ

ω ; распад или усиление сжимаемой низкоча-
стотной волны магнито-Россби при участии двух сжимаемых низкочастот-
ных волн магнито-Россби.

В заключении приведены результаты работы.

Работа поддержана Фондом развития теоретической физики и матема-
тики «Базис» и Российским фондом фундаментальных исследований (грант 
№ 19-02-00016).
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