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Äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû èç n óðàâíåíèé, çàïèñàííîé â âåêòîðíîé

ôîðìå

dx/dt = A(t)x , (1)

ãäå x ∈ Rn, à A(t) � n × n ìàòðèöà, ïîêàçàòåëü ðåøåíèÿ

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

χ(x) = lim
t→∞

1

t
ln |x(t)|. (2)

Ëèíåàðèçîâàííàÿ íà àòòðàêòîðå ñèñòåìà âèäà (1) ÿâëÿåòñÿ

ïðàâèëüíîé ïî Ëÿïóíîâó, ò.å.

lim
t→∞

1

t
ln |x(t)| = lim

t→∞

1

t
ln |x(t)|,

÷òî ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿòü ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà.
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• Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ îáû÷íî ïðèìåíÿþò

ìåòîä Áåíåòòèíà.

• Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå äàííûé ìåòîä ïîëó÷èë â ðàáîòe Wolf A.,

Swift J.B., Swinney H.L., Vastano J.A..
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Àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ ïåðâûõ K ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåì

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì

âèäà:

x
′
0(t) = F (t, x0(t), x0(t − τ)), (3)

ãäå äëÿ ∀t x0(t) ∈ RJ , J � ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû.
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• Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî C ([−τ, 0];RJ).

• Âûáåðåì N + 1 ≥ K òî÷åê, ðàçîáüåì îòðåçîê äëèíû τ íà N
ðàâíûõ ÷àñòåé, äëèíà êàæäîé ÷àñòè áóäåò ðàâíà δ = τ/N.

• Â êà÷åñòâå ÷èñëåííîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3) ñ

íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

x0(ϕ) = f0(ϕ), ϕ ∈ [−τ, 0], f0(ϕ) ∈ RJ (4)

èñïîëüçóåì ìåòîä Äîðìàíà-Ïðèíñà âîñüìîãî ïîðÿäêà

(DOPRI853) ñ ïîñòîÿííûì øàãîì (äëèíà øàãà δ).
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• Ðåøàåì ñèñòåìó (3) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (4) äî ìîìåíòà

âðåìåíè Θ � âðåìåíè äîñòàòî÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ òðàåêòîðèè

ðåøåíèÿ ê àòðàêòîðó.

• x00 (t) ∈ RJ ðåøåíèå íà ïðîìåæóòêå t ∈ [Θ− τ,Θ], êîòîðîå â
äàëüíåéøåì áóäåò âûñòóïàòü â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ.

• Èñïîëüçóÿ åãî ïîëó÷èì ðåøåíèå x∗(t) ∈ RJ íà êîòîðîì áóäåì

îöåíèâàòü ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè.
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• Äîïîëíèì ñèñòåìó (3) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x00 (t)
èäåíòè÷íûìè K ñèñòåìàìè:

x
′
i (t) = A(t, x∗(t), x∗(t − τ))xi (t) + B(t, x∗(t), x∗(t − τ))xi (t − τ)

A(t, x∗(t), x∗(t − τ)) =
J∑

j=1

∂Fj(t, xi (t), xi (t − τ)

∂xi ,j(t)

∣∣∣∣
xi (t)=x∗(t)

B(t, x∗(t), x∗(t − τ)) =
J∑

j=1

∂Fj(t, xi ,j(t), xi ,j(t − τ)

∂xi ,j(t − τ)

∣∣∣∣
xi,j (t−τ)=x∗,j (t−τ)

,

(5)

ãäå i = 1, . . . ,K . Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåàðèçîâàííûå íà

ðåøåíèè x∗(t) ñèñòåìû óðàâíåíèé (3).
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• Äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèÿ èç K × J óðàâíåíèé ñèñòåìû (5)

èñïîëüçóåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âèäà:

x0i ,j(ϕ) =

√
KJ

N
,

ïðè ϕ ∈
[
(Θ− τ) +

N(iJ + j − 1)

KJ
, (Θ− τ) +

N(iJ + j)

KJ

]
x0i ,j(ϕ) = 0, â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå,

(6)

ãäå i=1,. . . ,K , j=1,. . . ,J,
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• Åâêëèäîâà íîðìà íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ i-îé ñèñòåìû óðàâíåíèé

èç (5) ðàâíà åäèíèöå:

|x0i (t)| = 1 =

√√√√ N∑
k=0

J∑
j=1

x2i ,j ,k , i = 1, . . . ,K ; (7)

• Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ i-îé ñèñòåìû

óðàâíåíèé íà s-óþ ðàâíî íóëþ (i 6= s):

(x0i , x
0
s ) =

N∑
k=0

J∑
j=1

x2i ,j ,kx
2
s,j ,k = δi ,s , (8)

ãäå δi ,s � ñèìâîë Êðîíåêåðà, x2i ,j ,k � êâàäðàò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

x0i ,j(ϕ) â òî÷êå (Θ− 1) + kN/K + vN/(KJ),
k = 1, . . . ,N,v = 1, . . . , J.
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• Ðåøàåì (3) ñ íà÷. óñë. x0(ϕ) = x00 (ϕ) è (5) ñ íà÷. óñë. (6)

(ϕ ∈ [Θ− τ,Θ]) íà t ∈ [Θ,Θ + T ] ïîëó÷àåì äëÿ êàæäîé èç

ñèñòåì ðåøåíèÿ x1i (t) ∈ RJ(i = 0, . . . ,K ).
• Âåëè÷èíû xki âåäóò ñåáÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì îáðàçîì,

íåîáõîäèìî âðåìÿ îò âðåìåíè èõ ïåðåíîðìèðîâûâàòü.
• Ïðè t ∈ [Θ + T − τ,Θ + T ] îðòîíîðìèðóåì ïîëó÷åííûå

ðåøåíèÿ x1i (t), i = 1, . . . ,K + 1 ìåòîäîì Ãðàìà-Øìèäòà.
• Ïîñëå ïðîöåäóðû îðòîãîíàëèçàöèè è äî íà÷àëà ïðîöåäóðû

íîðìèðîâàíèÿ âû÷èñëÿåì è çàïîìèíàåì âåëè÷èíû

ξ1i = ‖x1îðò i (t)‖. (9)

• Ïîâòîðíî ðåøàåì ñèñòåìó (3), (5), ãäå â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ

óñëîâèé èñïîëüçóåì ïîëó÷åííûå îðòîíîðìèðîâàííûå ðåøåíèÿ.
• Ïîñ÷èòàâ

λi = lim
M→∞

∑M
k=1 ξ

k
i

TM
, i = 1, . . . ,K + 1, (10)

ïîëó÷àåì îöåíêó ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà.
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Òåñòîâûé ïðèìåð
Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü äëÿ óðàâíåíèÿ

Õàò÷èíñîíà:

x
′
0 = rx0(t)(1− x0(t − 1)), ãäå R > 0. (11)

Íåíóëåâûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (11) àñèìïò. óñòîé÷èâû ïðè

r ∈ [0, π/2], ïðè r ∈ [0, e−1] ìîíîòîííî, à ïðè r ∈ [e−1, π/2]
ðåøåíèå ñòðåìèòñÿ ê 1 êîëåáàòåëüíûì îáðàçîì. Â ýòîì ñëó÷àå

ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà äëÿ (11) ñîâïàäàþò ñ äåéñòâèòåëüíûìè

÷àñòÿìè ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé:

τ + r cosωe−τ = 0,

ω + r sinωe−τ = 0.
(12)

Äëÿ óðàâíåíèÿ (11) ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ èìåþò

ñëåäóþùèé âèä:

x
′
i = r(1− x0(t − 1))xi (t)− rx0(t)xi (t − 1). (13)
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Äëÿ âñåõ îïûòîâ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû:

• êîëè÷åñòâî âû÷èñëÿåìûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà K = 10;

• âðåìÿ âûõîäà íà àòòðàêòîð Θ = 150;

• âðåìÿ ïåðåíîðìèðîâêè âåêòîðà íà÷àëüíûõ óñëîâèé T = 4;

• êîëè÷åñòâî ïåðåñ÷åòîâ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà M = 5000;

• íà÷àëüíîå óñëîâèå x0(ϕ) = 1/2 sin(ϕ) + 1, ãäå ϕ ∈ [−1, 0].
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Òàáëèöà : Ïåðâûå äåñÿòü ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ óðàâíåíèÿ Õàò÷èíñîíà ïðè ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà R, è èõ ðàçíîñòü ñ ýòàëîííûìè çíà÷åíèÿìè.

R = 1,5

i τi
N = 10 N = 100 N = 1000 N = 2000

λi σi λi σi λi σi λi σi
1 −0,0328 −0,0680 0,0352 −0,0361 0,0033 −0,0331 0,0003 −0,0330 0,0002

2 −0,0328 −0,0681 0,0353 −0,0361 0,0033 −0,0332 0,0004 −0,0331 0,0003

3 −1,6509 −1,7693 0,1184 −1,6627 0,0118 −1,6521 0,0012 −1,6516 0,0007

4 −1,6509 −1,7693 0,1184 −1,6627 0,0118 −1,6521 0,0012 −1,6516 0,0007

5 −2,2447 −2,3687 0,1240 −2,2590 0,0143 −2,2462 0,0015 −2,2454 0,0007

6 −2,2447 −2,3687 0,1240 −2,2590 0,0143 −2,2462 0,0015 −2,2454 0,0007

7 −2,6130 −2,6992 0,0862 −2,6285 0,0155 −2,6145 0,0015 −2,6137 0,0007

8 −2,6130 −2,6992 0,0862 −2,6285 0,0155 −2,6145 0,0015 −2,6137 0,0007

9 −2,8811 −2,8598 0,0213 −2,8973 0,0162 −2,8827 0,0016 −2,8818 0,0007

10 −2,8811 −2,8599 0,0212 −2,8973 0,0162 −2,8827 0,0016 −2,8818 0,0007
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Òàáëèöà : Ïåðâûå äåñÿòü ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ óðàâíåíèÿ Õàò÷èíñîíà ïðè ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà R, è èõ ðàçíîñòü ñ ýòàëîííûìè çíà÷åíèÿìè.

R = 1,0

i τi
N = 10 N = 100 N = 1000 N = 2000

λi σi λi σi λi σi λi σi
1 −0,3181 −0,3663 0,0482 −0,3227 0,0046 −0,3186 0,0005 −0,3184 0,0003

2 −0,3181 −0,3664 0,0483 −0,3228 0,0047 −0,3187 0,0006 −0,3185 0,0004

3 −2,0623 −2,2014 0,1391 −2,0760 0,0137 −2,0637 0,0014 −2,0630 0,0007

4 −2,0623 −2,2014 0,1391 −2,0761 0,0138 −2,0637 0,0014 −2,0630 0,0007

5 −2,6532 −2,7995 0,1463 −2,6693 0,0161 −2,6548 0,0016 −2,6540 0,0008

6 −2,6532 −2,7995 0,1463 −2,6693 0,0161 −2,6548 0,0016 −2,6540 0,0008

7 −3,0202 −3,1315 0,1113 −3,0375 0,0173 −3,0219 0,0017 −3,0210 0,0008

8 −3,0202 −3,1315 0,1113 −3,0375 0,0173 −3,0219 0,0017 −3,0210 0,0008

9 −3,2878 −3,2937 0,0059 −3,3057 0,0179 −3,2895 0,0017 −3,2885 0,0007

10 −3,2878 −3,2938 0,0060 −3,3057 0,0179 −3,2895 0,0017 −3,2886 0,0007
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Òàáëèöà : Ïåðâûå äåñÿòü ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ óðàâíåíèÿ Õàò÷èíñîíà ïðè ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà R, è èõ ðàçíîñòü ñ ýòàëîííûìè çíà÷åíèÿìè.

i τi
N = 10 N = 100 N = 1000 N = 2000

λi σi λi σi λi σi λi σi
1 −0,7941 −0,8637 0,0696 −0,8006 0,0065 −0,7947 0,0006 −0,7943 0,0002

2 −0,7941 −0,8639 0,0698 −0,8008 0,0067 −0,7948 0,0007 −0,7945 0,0004

3 −2,7721 −2,9470 0,1749 −2,7891 0,017 −2,7738 0,0017 −2,7730 0,0009

4 −2,7721 −2,9470 0,1749 −2,7891 0,017 −2,7738 0,0017 −2,7730 0,0009

5 −3,3533 −3,5382 0,1849 −3,3726 0,0193 −3,3553 0,0020 −3,3543 0,0010

6 −3,3533 −3,5382 0,1849 −3,3726 0,0193 −3,3553 0,0020 −3,3543 0,0010

7 −3,7173 −3,8720 0,1547 −3,7378 0,0205 −3,7193 0,0020 −3,7183 0,0010

8 −3,7173 −3,8720 0,1547 −3,7378 0,0205 −3,7193 0,0020 −3,7183 0,0010

9 −3,9835 −4,0371 0,0536 −4,0046 0,0211 −3,9855 0,0020 −3,9844 0,0009

10 −3,9835 −4,0371 0,0536 −4,0046 0,0211 −3,9855 0,0020 −3,9844 0,0009
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ëàíãà-Êîáàÿøè äèíàìèêè ïîëóïðîâîäíèêîâîãî

ëàçåðà, ó÷èòûâàþùàÿ âîçäåéñòâèå îòðàæåííîãî èçëó÷åíèÿ íà ðåçîíàòîð

dE

dt
= v(1 + iα)EZ + γe i(ω−ω0)tE (t − h),

dZ

dy
= Q − Z − (1 + Z )|E |2,

(14)

ãäå E (t) � êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, Z (t) �
èíâåðñèÿ íîñèòåëåé, γ > 0 � èíòåíñèâíîñòü âíåøíåãî èçëó÷åíèÿ, ω1 è ω0
� îïòè÷åñêàÿ ÷àñòîòà çàäàþùåãî è ñèíõðîíèçèðóåìîãî ëàçåðà

ñîîòâåòñòâåííî; Q � ïðåâûøåíèå òîêîì íàêà÷êè ïåðâîé ïîðîãîâîé

âåëè÷èíû; v åñòü îòíîøåíèå âðåìåí çàòóõàíèÿ èíâåðñèè íîñèòåëåé è

ôîòîíîâ â ðåçîíàòîðå; α � êîýôèöèåíò óøèðåíèÿ ëèíèè, îòâå÷àþùèé çà

íåëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó àìïëèòóäîé è ôàçîé ïîëÿ.
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Äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëåíèé ïåðåïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (14)

îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé àìïëèòóäû è ôàçû ïîëÿ ïîëàãàÿ

E (t) = x0(t)e iy0(t)

x
′
0 = −ωy0 + vz0(x0 − αy0)+

+ γ[x0(t − h) cos((ω − ω0)h)− y0(t − h) sin((ω − ω0)h)]

y
′
0 = −ωx0 + vz0(y0 − αx0)+

+ γ[y0(t − h) cos((ω − ω0)h) + x0(t − h) sin((ω − ω0)h)]

z
′
0 = Q − z0 − (1− z0)(x20 + y20 ).

(15)

Ëèíåàðèçîâàííàÿ íà ðåøåíèÿõ xi ,∗, yi ,∗, zi ,∗ cèñòåìû óðàâíåíèé

Ëàíãà-Êîáàÿøè èìååò ñëåäóþùèé âèä

x
′
i = vz0xi − yi (vz0α + ω) + vz(x0 − αy0)+

+ γ[cos((ω − ω0)h) ∗ xi (t − h)− sin((ω − ω0)h) ∗ yi (t − h)]

y
′
i = vz0yi − xi (vz0α + ω) + vz(y0 − αx0)+

+ γ[sin((ω − ω0)h) ∗ xi (t − h) + cos((ω − ω0)h) ∗ yi (t − h)]

z
′
i = −(2(1 + z0)x0xi + 2(1 + z0)y0y + z(1 + (x20 + y20 ))).

(16)
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Ðèñ. : Çàâèñèìîñòü ïåðâûõ ïÿòè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà óðàâíåíèÿ (15) îò ïàðàìåòðà α ïðè
Q = 10, v = 2, γ = 2, ω0 = 0,3, ω = 1 h = 1
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